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PRÉFACE. 


J'ai  essayé  de  rédiger  les  présentes  Leçons  dans  un  esprit 
conforme  à  celui  des  programmes  de  la  classe  de  Mathématiques 
spéciales,  tels  qu'ils  ont  été  arrêtés,  en  1904,  après  entente  entre 
les  représentants  des  Ministères  intéressés.  Je  me  suis  appliqué, 
de  mon  mieux,  à  rendre  les  choses  visibles,  à  éviter  les  détours 
subtils  et  l'abus  du  formalisme,  à  écarter  les  propositions  par- 
ticulières qui  n'intéressent  que  les  curieux,  ou  les  généralités 
sans  application,  à  pousser  enfin  les  théories  jusqu'à  la  réalisa- 
tion numérique. 

Toutefois,  lorsqu'il  m'est  arrivé  de  laisser  de  côté  certains 
raisonnements,  indispensables  pour  établir  un  théorème  en  toute 
rigueur  logique,  j'ai  cru  devoir  en  avertir  le  lecteur  et  lui  signaler 
les  difficultés  ou  les  lacunes.  J'ai  horreur  d'un  enseignement  qui 
n'est  pas  toujours  sincère  :  le  respect  de  la  vérité  est  la  première 
leçon  morale,  sinon  la  seule,  qu'on  puisse  tirer  de  l'étude  des 
sciences.  Sans  doute,  il  y  a  des  démonstrations  qui  ne  sont  pas 
rigoureuses  et  qui  sont  excellentes,  parce  qu'elles  laissent  dans 
l'esprit  une  image  qui  ne  s'efface  pas,  que  l'on  voit  en  même 
temps  que  la  proposition,  et  dont  la  clarté  suffit  à  guider  dans 
les  applications;  si  elles  présentent  quelque  lacune,  il  faut  le 
savoir,  et  il  est  bon  de  savoir  où  est  cette  lacune.  Aussi  bien 
dans  la  vie  pratique  que  dans  la  spéculation,  il  importe  de  dis- 
tinguer ce  que  l'on  comprend  avec  certitude,  ce  dont  on  est 
justement  persuadé,  ce  que  l'on  croit;  il  est  bon  de  distinguer 
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les  choses  que  l'on  possède  entièrement  et  celles  dont  on  peut 
user,  sous  certaines  conditions. 

Je  n'avais  ni  la  place,  ni  les  connaissances  nécessaires  pour 
indiquer  partout,  d'une  façon  sûre,  la  filiation  historique  des 
idées  :  je  n'ai  fait  nulle  histoire  et  je  le  regrette.  Sauf  quelques 
noms  consacrés  par  Tusage,  j'ai  évité  les  noms  propres;  l'habi- 
tude d'accoler  un  nom  à  toutes  les  propositions  me  semble  un 
abus  qui  n'a  rien  à  faire  avec  l'histoire.  Lors  même  que  cette 
habitude  est  consacrée,  elle  ne  va  pas  sans  inconvénient  :  il  est 
fâcheux  qu'un  élève  de  Mathématiques  spéciales  ne  connaisse 
Descartes  que  par  la  règle  des  signes,  Newton  que  par  la  mé- 
thode d'approximation  ou  la  formule  du  binôme  et  qu'il  soit 
tenté  de  regarder  RoUe  comme  un  aussi  grand  mathématicien 
que  Descartes  ou  Newton.  Je  n'ai  point  cité  davantage,  bien 
qu'ils  fussent  souvent  d'excellents  géomètres,  les  auteurs  des 
démonstrations  ou  des  améliorations  à  des  démonstrations  anté- 
rieures :  il  m'aurait  été  parfois  difficile  de  distinguer  entre  les 
souvenirs  de  mes  lectures,  de  mes  conversations  avec  mes 
maîtres,  mes  collègues  ou  mes  élèves  (*).  Ne  pouvant  le  faire 
partout,  je  ne  l'ai  fait  nulle  part. 

N'ayant  cité  personne,  je  dois  m'excuser  d'autant  plus  d'avoir 
souvent  renvoyé  le  lecteur  à  mon  Introduction  à  la  théor^ie  des 
fonctions  d'une  variable  (^).  Ce  dernier  livre  a  été  écrit  avec 
des  préoccupations  tout  autres  que  les  présentes  Leçons.  Je  me 


(')  Ceux-ci  ont  été  naturellement  mes  collaborateurs  par  les  leçons  que  je 
leur  entends  faire  à  l'École  normale,  depuis  plus  de  vingt  ans.  Par  exemple, 
les  n"'  84  et  16S-170  ont  été  rédigés  d'après  une  leçon  de  M.  Sibuet,  que  la 
mort  a  enlevé  très  jeune  à  l'enseignement  et  à  la  Science. 

(2)  Je  dois  remercier  M.  Hermann,  l'éditeur  de  cette  Introduction,  pour  la 
liberté  qu'il  m'a  laissée  de  développer  à  nouveau  plusieurs  sujets  que  j'y  avais 
traités. 
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suis  proposé  d'y  présenter  les  choses,  sous  une  forme  abstraite, 
avec  une  entière  rigueur  logique  :  cette  rigueur  est  indispensable 
quand  on  veut  pénétrer  dans  certains  domaines  de  la  Science, 
où  celui  qui  prétendrait  s'en  passer  commettrait  à  coup  sûr  les 
plus  lourdes  erreurs  ;  celles-ci  ne  sont  guère  à  craindre,  au  moins 
actuellement,  dans  les  applications  des  Mathématiques,  et  il 
n'est  pas  mauvais,  en  commençant,  de  ne  pas  se  laisser  paralyser 
par  la  terreur  d'y  tomber  :  quelques  lecteurs,  toutefois,  peuvent 
désirer  connaître  le  complément  d'un  raisonnement,  la  suite 
d'une  théorie  :  c'est  à  ce  désir  possible  que  j'ai  voulu  répondre. 
En  achevant  la  rédaction,  j'ai  été  quelque  peu  effrayé  de  la 
longueur  de  mon  manuscrit  :  je  voudrais  me  persuader  que  cette 
longueur  tient  à  l'abondance  des  explications  et  au  nombre  des 
exemples  :  je  serai  heureux  si  le  lecteur  trouve  trop  facile  la 
lecture  de  ces  Leçons  et  s'il  juge  qu'il  aurait  bien  pu  traiter  seul 
les  exemples  que  j'ai  développés.  Toute  brièveté  a  son  mérite, 
même  la  brièveté  verbale,  que  je  n'ai  nullement  cherchée;  mais 
la  véritable  brièveté  n'est  pas  celle-là  :  le  parfait  enseignement 
serait,  à  mon  sens,  un  enseignement  tel  que  celui  qui  l'a  reçu  et 
qui  se  l'est  complètement  assimilé  s'étonne  du  peu  de  place  que 
tiennent  dans  sa  propre  pensée  les  principes  fondamentaux,  les 
théories  qui  s'en  déduisent,  les  méthodes  qui  en  résultent,  parce 
que  ces  principes  sont  si  clairs,  ces  déductions  si  naturelles,  ces 
méthodes  si  aisées  qu'il  peut  à  chaque  instant  les  retrouver  sans 
effort.  Est-il  besoin  de  dire  que  je  n'ai  nullement  la  prétention 
de  m'être  approché  de  cet  idéal,  même  de  loin? 

Jules  TANNERY. 

Berlholène,  i6  septembre  igoS. 
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NOTION  DK  COUPURE.  NOMBRES  IRRATIONNELS.  CALCUL  DES  RADICAUX. 
EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES,  NÉGATIFS,  IRRATIONNELS. 


§  1.  -  DÉFINITION  DES  NOMBRES  IRRATIONNELS.  OPÉRATIONS 
SUR  CES  NOMBRES. 

1.  Je  suppose  acquises  les  règles  relatives  au  calcul  des  nombres 
entiers,  des  nombre?,  fractionnaires,  des  nombres  relatifs  (*)  dont 
la  valeur  absolue  est  un  nombre  entier  ou  une  fraction  à  termes 
entiers.  Ces  nombres,  y  compris  o,  sont  dits  rationnels.  De  tels 
nombres,  si  on  les  combine  par  addition,  soustraction,  multiplica- 
tion, division  (la  division  par  o  étant  exclue)  reproduisent  toujours 
des  nombi'es  rationnels. 

Au  point  de  vue  pratique,  ces  nombres  suffisent  à  la  mesure  des 
grandeurs;  le  problème  pratique  de  la  mesure  d'une  grandeur,  de  la 
longueur  d'une  droite  limitée,  par  exemple,  n'est  pas  complètement 
déterminé  :  on  peut  substituer  à  cette  droite,  qui  n'est  d'ailleurs 
qu'imparfaitement  délimitée,  une  autre  droite  qu'on  ne  saurait  dis- 
cerner de  la  première  ^  il  y  a  ainsi  une  infinité  de  nombres  rationnels, 
très  rapprochés  les  uns  des  autres,  qui  peuvent  servir  à  mesurer  la 


(')  C'est  sous  ce  nom  que  je  désignerai  les  nombres  positifs  et  négatifs. 
T. 
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même  longueur;  comme  le  résultat  des  opérations  arithmétiques 
ciiange  très  peu  quand  on  change  très  peu  les  données,  peu  importe 
celui  des  nomhres  que  l'on  choisit  pour  la  mesure,  lors  même  que  ce 
nombre  doit  être  soumis  à  certains  calculs  :  c'est  par  des  raisons  de 
commodité  qu'on  décide  le  choix  ;  on  ne  conserve,  par  exemple, 
qu'un  certain  nombre  de  décimales. 

Les  nombres  rationnels  permettent  aussi  de  résoudre  avec  telle 
approximation  qu'on  voudra  des  problèmes  comme  celui-ci  :  trouver 
un  nombre  dont  le  carré  soit  égal  à  u  ;  mais  les  nombres  rationnels 
ne  suffisent  à  résoudre  exactement  ni  ce  dernier  problème,  ni  le  pro- 
blème théorique  de  la  mesure  des  grandeurs,  puisque  la  Géométrie 
met  en  évidence  l'existence  de  grandeurs  incommensurables  entre 
elles. 

Les  explications  qui  suivent  (n^^â,  3,  ...,  7)  ont  pour  but  de  préparer 
la  définition  des  nombres  irrationnels,  dont  l'introduction  conduit  à 
une  solution  exacte  de  ces  problèmes  et  d'autres  analogues  :  ces 
nombres  sont,  comme  on  le  verra,  une  façon  de  parler  plutôt  qu'une 
réalité;  cette  façon  de  parler,  qui  condense  en  un  seul  mot  l'infinité 
des  solutions  approchées,  permet  de  donner  une  forme  simple  à  des 
raisonnements  parfaitement  rigoureux.  Jusqu'à  ce  que  la  définition 
des  nombres  irrationnels  ait  été  donnée  (n°'8,  9),  les  nombres  dont  il 
sera  question  seront  des  nombres  rationnels. 

2.  Etant  donné  un  nombre  rationnel  positif  (non  nul),  il  est  tou- 
jours possible  de  trouver  un  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que 
lui;  il  suffit,  en  effet,  si  le  nombre  proposé  est  donné  sous  forme 
d'une  fraction  à  termes  entiers,  d'augmenter  le  dénominateur  de  cette 
fraction. 

11  j  a  en  particulier  des  nombres  décimaux,  autres  que  o,  com- 
portant un  nombre  limité  de  chiflres  décimaux  et  plus  petits  que 
tel  nombre  positif  a  que  l'on  voudra  :  on  peut  prendre  en  effet  le 

nombre  naturel  (')  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait  io">»  ->  — y  <;«. 

Entre   deux  nombres   rationnels    distincts   a,    6,    il   y  a   d'autres 


(')  Les  nombres  naturels  sous  les  nombres  de  la  suite  naturelle  i,  2,  3,  ...,à 
l'exclusion  du  nombre  o.  Les  nombres  entiers  sous  les  nombres  o  et  ±1,  ±2, 
±:3,    .... 
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nombres  rationnels;  si  l'on  suppose  <7  <<  ^,  on  les  obtiendra  en  ajou- 
tant à  a  un  nombre  rationnel  plus  petit  que  le  nombre  positif  b  —  a. 
Soit  c  un  nombre  rationnel  compris  entre  «  et  6;  l'Arithmétique 
enseigne  à  trouver  des  nombres  décimaux  (*)  qui  diffèrent  de  c  aussi 
peu  qu'on  veut,  dont  la  différence  avec  c  soit  en  particulier  moindre 
que  c  —  a  et  que  b  —  c  \  un  tel  nombre  est  forcément  compris 
entre  a  et  6;  entre  deux  nombres  rationnels  quelconques  il  y  a  des 
nombres  décimaux. 

3.  Considérons  un  axe  X'X,  c'est-à-dire  une  droite  indéfinie  sur 
laquelle  on  a  fixé  l'unité  de  longueur  et  le  sens  positif.  Cette  unité  et 
ce   sens   sont   représentés   par   un   vecteur    unité   UV  placé  sur   la 

Fig.  I 


X' 


droite  X'X  ou  sur  une  parallèle  à  celte  droite  :  la  longueur  de  ce 
vecteur  est  l'unité  de  longueur,  son  sens  (de  U  vers  V)  est  le  sens 
positif;  je  supposerai  que  ce  sens  soit  celui  de  la  gauche  vers  la 
droite.  Je  supposerai  enfin  qu'on  ait  pris  sur  l'axe  une  origine  O.  Un 
tel  axe  nous  servira,  tout  le  long  de  ce  Chapitre,  à  figurer  soit  les 
nombres  l'ationnels,  soit  ces  nombres  irrationnels  qu'on  se  propose 
de  définir. 

Si  l'on  considère  un  point  M  de  l'axe,  autre  que  le  point  O,  deux 
cas  peuvent  se  présenter  :  ou  le  segment  (-)  OM  est  commensurable 
au  segment  UV,  ou  il  lui  est  incommensurable. 

Dire  que  les  deux  segments  OM  et  UV  sont  commensurables,  c'est 
dire  qu'il  existe  un  segment  (leur  commune  mesure)  qui  est  contenu 


(  '  )  En  parlant  ici  et  plus  loin  d'un  nombre  décimal,  y enleaAs  toujouis  parler 
d'un  nombre  comportant  un  nombre  limité  de  chiffres  décimaux.  Un  nombre  décimai 

est  de  la  forme  — j  où  A  est  un  nombre  entier  et  n  un  nombre  naturel. 

10" 

(^)  Dans  le  cours  de  ce  Livre,  les  mots  segment  de  droite  ou  segment  seront  pris 
avec  la  signification  de  droite  limitée,  ahstracùon  faite  de  tout  sens  de  parcours.  Un 
segment  dont  on  distingue  l'origine  et  l'extrémité,  auquel  on  attribue  ainsi  un  sens 
de  parcours,  devient  un  vecteur. 
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exactement  un  nombre  entier  de  fois  dans  OM  et  dans  UV,  par 
exemple  p  fois  dans  OM  et  q  fois  dans  UV  ;  la  mesure  du  segment  OM 

est  alors  -  • 
9 

Le  nombre  relatif  dont  la  valeur  absolue  est  —  et  dont  le  signe 

est  4-  ou  — ,  suivant  que  le  point  M  est  à  droite  ou  à  gauche  du 
point  O,  est  V abscisse  du  point  M  :  cette  abscisse  est  rationnelle. 

Dire  que  les  segments  OM  et  UV  sont  incommensurables  entre 
eux,  c'est  dire  qu'il  n'existe  aucun  segment  de  droite  qui  soit  contenu 
exactement  un  nombre  entier  de  fois  dans  OM  et  dans  UV  :  s'il  en 
est  ainsi,  l'abscisse  du  point  M  n'est  pas  définie  pour  le  moment. 

A  chaque  point  M,  tel  que  le  segment  OM  soit  commensurable 
àUV,  correspond  un  nombre  relatif,  son  abscisse  :  ce  nombre  serait  o 
si  le  point  M  était  en  O.  Inversement,  à  chaque  nombre  relatif  a 
correspond  un  point  A,  dont  l'abscisse  est  a  :  si  la  valeur  absolue 

de  a  est     >  on  obtient  ce  point  A  en  divisant  le  segment  unité  UV 

en  q  parties  égales  et  en  portant  bout  à  bout  sur  l'axe  p  de  ces 
parties,  à  partir  du  point  O,  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche,  suivant 
que  a  est  positif  ou  négatif;  l'extrémité  de  la  p"'"'"  partie  est  le  point  A. 
Si  a,  b  sont  deux  nombres  rationnels  et  A,  B  les  points  dont  ils 
sont  les  abscisses,  le  point  A  sera  à  droite  ou  à  gauche  du  point  B 
suivant  que  l'on  aura  a  >  6,  ou  a  <i  b.  Le  nombre  b  —  a  est  dans 
tous  les  cas  l'équivalent  algébrique  du  vecteur  AB,  e'est-à-dire 
l'abscisse  de  B  quand  on  prend  V  pour  origine  sur  l'axe.  Si  A,  B,  G 
sont  trois  points  d'abcisses  rationnelles,  on  a 

ÂC   =:ÂB+FC, 

en  désignant  par  AB,  BC,  AC  les  équivalents  algébriques  des  vec- 
teurs AB,  BC,  AC. 

4.  Supposons  que  le  segment  OM  soit  incommensurable  à  UV  .  Si  a 
est  un  nombre  rationnel  quelconque,  il  sera  l'abscisse  d'un  point  A 
qui  ne  pourra  coïncider  avec  M,  qui  sera  donc  à  gauche  de  M,  ou  à 


(')  J'emploierai,  à  l'occiision,  les  mois  au  delà  ou  en  deçà  avec  la  même  signifi- 
cation que  à  droite  ou  à  gauche. 
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droite  :  rangeons  dans  une  première  classe  tous  les  nombres 
rationnels  qui  sont  les  abscisses  de  points  situés  à  gauche  de  M,  dans 
une  seconde  classe,  tous  les  nombres  rationnels  qui  sont  les  abscisses 
de  points  situés  à  droite  de  M;  il  est  clair  que  chaque  nombre 
rationnel  a  sa  place  dans  l'une  ou  l'autre  des  deux  classes,  et  que 
chaque  nombre  de  la  première  classe  est  plus  petit  que  chaque 
nombre  de  la  seconde  classe. 

Je  désignerai  sous  le  nom  de  coupure  (des  nombres  rationnels) 
tout  procédé  qui  permet  de  séparer  tous  les  nombres  rationnels  en 
deux  classes,  telles  que  chaque  nombre  de  la  première  soit  inférieur 
à  chaque  nombre  de  la  seconde. 

On  verra  tout  à  l'heure  que,  lorsque  OM  est  incommensurable 
:à  UV,  il  n'y  a  pas  dans  la  première  classe  de  nombre  qui  soit  plus 
grand  que  les  autres  nombres  de  cette  classe,  et  qu'il  n'y  a  pas  dans 
la  seconde  classe  de  nombre  qui  soit  plus  petit  que  les  autres 
nombres  de  cette  classe. 

Lorsque  OM  est  commensurable  à  Ij  V,  le  point  M  a  une  abscisse 
irationnelle  m;  on  peut  bien  ranger  tous  les  nombres  rationnels 
autres  que  m  en  deux  classes,  contenant,  comme  tout  à  l'heure,  l'une 
tous  les  nombres  rationnels  qui  sont  les  abscisses  de  points  situés  à 
gauche  de  M,  c'est-à-dire  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  m, 
et  l'autre  tous  les  nombres  rationnels  qui  sont  les  abscisses  de  points 
situés  à  droite  de  M,  c'est-à-dire  les  nombres  rationnels  plus  grands 
que  m;  mais  le  nombre  rationnel  m  échappe  lui-même  à  la  classifica- 
tion :  on  n'a  pas  une  coupure  au  sens  qui  vient  d'être  donné  à  ce 
mot;  pour  obtenir  une  telle  coupure,  il  faut  placer  le  nombre 
rationnel  m,  soit  dans  la  première  classe,  soit  dans  la  seconde;  tous 
les  nombres  rationnels  sont  alors  séparés  en  deux  classes,  et  chaque 
nombre  de  la  première  est  plus  petit  que  n'importe  quel  nombre  de 
la  seconde  :  dans  le  premier  cas  m  est  le  plus  grand  des  nombres  de 
la  première  classe,  dans  le  second,  m  est  le  plus  petit  des  nombres 
de  la  seconde  classe. 

o.  Soit  UV  un  segment  commensurable  à  UV  et  a  le  nombre 
rationnel  positif  qui  en  mesure  la  longueur;  si  l'on  se  donne  le 
nombre  a,  on  peut  construire  le  segment  UV.  On  a  vu  plus  haut 
que,  si  petit  que  soit  un  nombre  rationnel  e,  il  j  a  des  nombres 
rationnels  a  plus  petits  que  lui.   De    même,    si  l'on   se    donne    un 
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segment  de  droite  quelconque  PQ,  on  peut  trouver  un  segment  UV, 
commensurable  à  UV,  qui  soit  plus  petit  que  PQ;   il  suffira  pour 


Fig.  2. 


X'         A-2   A-,     0      Al     A; 


U      V 


cela  de  diviser  UV  en  un  nombre  k  de  parties  égales,  assez  grand 
pour  que  ces  parties  soient  plus  petites  que  PQ  (');  l'une  d'elles 

pourra  être  prise  pour  UV,  sa  mesure  sera  a  :=  j* 

Ceci  posé,  imaginons  qu'on  ait  marqué  sur  l'axe  tous  les  points 
dont  l'abscisse  est  de  la  forme  /la,  n  étant  un  nombre  entier  positif, 
nul,  ou  négatif  :  je  désignerai  en  général  par  A,/,  le  point  dont 
l'abscisse  est  na;  \o  n'est  autre  que  le  point  O,  les  points  A,,  Aj, 
A;,,  ...,  d'une  part,  A_,,  A.o,  A_3,  ...,  de  l'autre,  s'obtiennent  en 
portant  bout  à  bout  à  partir  du  point  O,  vers  la  droite,  ou  vers  la 
gauche,  des  segments  égaux  à  UV;  j'appellerai  tous  ces  points  les 
points  A.  Il  y  a  des  points  A  en  deçà  et  au  delà  de  n'importe  quel 
point  de  l'axe  (2).  Un  point  quelconque  de  l'axe  est  compris  entre 
deux  points  A  consécutifs  ou  coïncide  avec  un  point  A. 

Considérons  sur  l'axe  deux  points  quelconques  R,  S;  on  peut 
supposer  le  segment  UV  (commensurable  à  UV)  plus  petit  que  le 
segment  RS;  s'il  en  est  ainsi,  il  J  a  forcément  un  point  A  entre  R 
et  S;  l'abscisse  de  ce  point  étant  rationnelle,  on  voit  qu'il  y  a  sur 
l'axe,  entre  deux  points  quelconques,  aussi  rapprochés  qu'on  veut,  des 
points  d'abscisse  rationnelle  ;  il  y  a  donc  de  tels  points  aussi  près  qu'on 
voudra  d'un  point  de  l'axe,  soit  en  deçà,  soit  au  delà.  En  particulier, 

en  prenant  le  nombre  a  de  la  forme  — ^>  on  voit  qu'il  y  a,  aussi  près 

qu'on  voudra  de  n'importe  quel  point  de  l'axe,  des  points  dont 
l'abscisse  est  un  nombre  décimal,  avec  un  nombre  limité  de  chiffres; 
c'est  d'ailleurs  ce  qui  apparaîtra  clairement  au  lecteur  s'il  veut  bien  se 


(')  Que  cela  soit  possible,  c'est  un  postulat  qui  est  contenu  dans  l'idée  vague  de 
ligne  droite. 

(-)  C'est  encore  là  un  postulat  du  même  genre  que  celui  qui  a  été  signalé  plus 
haut. 
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représenter  l'axe  X'X  comme  une  sorte  de  règle  divisée  en  mètres, 
décimètres,  centimètres,  etc.  Le  mot  mètre  est  pris  ici  avec  le  sens 
dunité  de  longueur. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  droite;  on  vient  de  dire  que 
ce  point  tombe  entre  deux  points  A  consécutifs,  ou  sur  un  point  A. 
Ce  dernier  cas  ne  peut  pas  se  présenter  quand  OM  est  incommensu- 
rable à  UV,  et  cela  quels  que  soient  le  segment  UV  (commensurable 
à  UV),  ou  le  nombre  rationnel  a. 

Si  le  point  M  tombe  entre  deux  points  A  consécutifs,  je  désignerai 
par  A„  celui  qui  est  en  deçà  de  M,  par  A„^,  celui  qui  est  au  delà; 
les  abscisses  de  ces  points,  situés  l'un  et  l'autre  à  une  distance  du 
point  M  inférieure  à  UV,  seront  /ia  et  (/i  +  i  )a;  nx  est,  par  défini- 
tion, la  valeur  approchée  de  l'abscisse  du  point  M,  à  a  près,  par  défaut  ; 
{n-\-  \)y.  est  la  valeur  approchée  de  l'abscisse  du  point  M,  à  a  près,  par 
excès.  Dans  le  cas  exceptionnel  où  le  point  M  tombe  sur  l'un  des 
points  A,  sur  le  point  A„,  par  exemple,  dont  l'abscisse  est  /la,  on 
confond  la  valeur  approchée  de  l'abscisse  à  a  près,  par  défaut,  avec 
la  valeur  exacte  de  cette  abscisse;  la  valeur  approchée,  à  a  près,  par 
excès,  est  toujours  (/i  +  i)a.  Dans  tous  les  cas  la  valeur  approchée  de 
l'abscisse  du  point  M,  à  a  près,  par  défaut,  est  le  plus  grand  multiple 
de  a  qui  soit  l'abscisse  d'un  point  de  l'axe  situé  en  deçà  du  point  M, 
ou  coïncidant  avec  le  point  M;  la  valeur  approchée,  à  a  près,  par 
excès,  est  le  plus  petit  multiple  de  a  qui  soit  l'abscisse  d'un  point 
de  l'axe,  situé  au  delà  du  point  M. 

Dans  les  expressions  /îa,  (/z  +  i)a  de  ces  valeurs  approchées,  n  est 
un  entier  positif,  nul  ou  négatif;  les  mots  plus  grand  et  />/m5  petit 
qu'on  a  employés  plus  haut  ont  leur  signification  algébrique,  en  sorte 
que,  si  n  est  négatif,  la  valeur  approchée  par  excès,  (/i  +  i)a,  est  plus 
petite,  en  valeur  absolue,  que  la  valeur  approchée  par  défaut. 

11  convient  encore  de  remarquer  que  les  valeurs  approchées,  à  a 
près,  de  l'abscisse  du  point  M  sont  ainsi  définies  avant  que  cette 
abscisse  ait  elle-même  été  définie,  lorsque  OM  est  incommensurable 
à  UV.  Lorsque  OM  est  commensurable  à  UV,  les  nombres  «a, 
(/i  +  i)a  sont  bien  les  valeurs  approchées  du  nombre  /?i,  abscisse  du 
point  M,  au  sens  de  l'Arithmétique,  au  moins  lorsque  m  est  positif; 
lorsque  m  est  négatif,  l'extension  est  toute  naturelle. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  où  OM  est  incommensurable  à  UV,  et 
reportons-nous  à  la  séparation  des  nombres  rationnels  en  deux  classes, 
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qui  a  été  décrite  au  n"  i;  quel  que  soit  le  nombre  rationnel  positif  a, 
ou  le  segment  UV  commensurable  à  UV,  la  valeur  approchée  par 
défaut,  /la,  sera  l'abscisse  d'un  point  A„  situé  en  deçà  de  M  ;  la  valeur 
approchée  par  excès,  (/i  -|-  i)a,  sera  l'abscisse  d'un  point  A«^,  situé 
au  delà  de  M  :  no.  appartiendra  à  la  première  classe,  ce  sera  le  plvis 
grand  multiple  de  a  contenu  dans  cette  classe;  (/i  +  i)a  appartiendra 
à  la  seconde  classe,  ce  sera  le  plus  petit  multiple  de  a  contenu  dans 
cette  classe;  puisque  a  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  le  veut,  on 
voit  qu'il  y  a  dans  la  première  classe  d'une  part,  dans  la  seconde 
classe  de  l'autre,  des  nombres  qui  diffèrent  entre  eux  aussi  peu  qu'on 
le  veut. 

il  n'y  a  pas  dans  la  première  classe  de  nombre  qui  soit  plus  grand 
que  tous  les  autres  nombres  de  cette  classe.  Un  nombre  /•  de  cette 
classe  est  en  effet  l'abscisse  d'un  point  R  de  l'axe  situé  en  deçà  du 
point  M;  entre  R  et  M,  il  y  a  des  points  d'abscisse  rationnelle  :  or 
l'abscisse  d'un  tel  point  est  plus  grande  que  r,  et  elle  appartient  à  la 
première  classe.  De  même,  il  n'y  a  pas,  dans  la  seconde  classe,  de 
nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres  nombres  de  cette 
classe. 

6.  Les  considérations  qui  précèdent  sont  purement  théoriques  :  les 
opérations  que  l'on  a  décrites  ne  sont  pas  réalisables;  on  ne  peut 
pas  diviser  effectivement  un  segment  donné  en  un  nombre  de  parties 
égales  aussi  grand  qu'on  le  veut  :  au-dessous  d'un  certain  degré  de 
petitesse  on  ne  pourra  plus  distinguer  le  segment  UV  ;  on  ne  pourra 
plus  distinguer  les  points  A„,  A„^<  du  point  M;  les  segments  UV, 
OM  ne  peuvent  pas  être  délimités  exactement.  C'est  sur  une  droite 
idéale,  sur  une  droite  et  des  points  géométriques,  que  l'on  a  raisonné, 
non  sur  des  éléments  réalisables. 

Il  y  a  quelque  chose  d'un  peu  choquant  à  parler  d'opérations  irréa- 
lisables comme  si  l'on  pouvait  les  effectuer,  et  il  y  a  lieu  de  reprendre 
les  considérations  précédentes  sur  un  problème  purement  arithmé- 
tique, où  on  les  retrouvera  dans  tout  ce  qu'elles  ont  d'essentiel.  La 
définition  des  nombres  irrationnels  se  trouvera  ainsi  convenablement 
préparée. 

Dans  le  numéro  qui  suit,  les  nombres  dont  il  sera  question  seront 
de  ceux  que  l'on  considère  en  Arithmétique;  ils  ne  seront  jamais 
négatifs;  je  me  dispenserai  de  toujours  dire  nombres  positifs;  quand 
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il  sera  question  d'une  différence  entre  deux  nombres,  on  devra  en- 
tendre la  différence  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit. 

7.  J'emprunterai  à  l'Aiithmétique  les  propositions  et  notions  que 
voici  : 

Il  y  a  des  nombres  rationnels  qui  ne  sont  le  carré  d'aucun  nombre 
rationnel  ; 

Etant  donné  un  nombre  quelconque,  on  sait  trouver  sa  racine 
carrée  à  une  unité  près,  par  défaut,  c'est-à-dire  le  plus  grand  nombre 
entier  dont  le  carré  soit  inférieur  ou  égal  au  nombre  donné; 

La  racine  carrée  d'un  nombre  A,  à  a  près,  par  défaut,  est  un 
nombre  de  la  forme  net.,  où  n  est  un  nombre  entier  positif  ou  nul, 
qui  vérifie  les  inégalités 

(rta)îSA<  [(rt-hi)a]î; 

ce  nombre  entier  n  est  entièrement  déterminé  quand  on  se  donne  A 

A 

et  a;  c'est  la  racine  carrée,  à  une  unité  près,  par  défaut,  du  nombre  — 

ou  de  sa  partie  entière;  (n  -i-  i)%  est  la  racine  carrée  à  a  près,  par  excès. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  prenne  A  =:  2,  le  problème  qui 
consiste  à  trouver  un  nombre  rationnel  dont  le  carré  soit  égal  à  2  est 
insoluble. 

Le  carré  d'un  nombre  rationnel  quelconque  étant  plus  petit  ou  plus 
grand  que  2,  on  peut  ranger  les  nombres  rationnels  en  deux  classes 
dont  la  première  contient  tous  les  nombres  dont  le  carré  est  moindre 
que  2,  dont  la  seconde  contient  tous  les  nombres  dont  le  carré  est 
plus  grand  que  2;  il  est  clair  que  tout  nombre  de  la  première  classe 
est  moindre  que  n'importe  quel  nombre  de  la  seconde,  puisque  le 
carré  du  premier  nombre  est  moindre  que  le  carré  du  second. 

Soit  a  un  nombre  rationnel  quelconque;  les  racines  carrées  de  2, 
à  a  près  par  défaut  et  par  excès,  sont  les  nombres  /la,  (/i  -i-  i)a,  où  /i 
est  un  nombre  entier  positif  ou  nul  tel  que  l'on  ait 

(/ia)2<-2<[(/î  +  i)a]2. 

[Il  n'y  a  pas  lieu,  ici,  d'écrire  (/?a)-^  2,  puisque  l'égalité  (/ia)-=  2 
est  impossible.]  //a  est  le  plus  grand  multiple  de  a  qui  figure  dans  la 
première  classe,  (/j  +  i)a  le  plus  petit  multiple  de  a  qui  figure  dans 
la  seconde;  puisque  a  peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on  veut,  il  y  a 
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des  nombres  appartenant  à  l'une  et  à  l'autre  classe  et  qui  diffèrent 
entre  eux  aussi  peu  qu'on  le  veut. 

Les  différences  entre  i  et  les  nombres  (ny.)^  et  [(/i4-  i)a]^  sont 
moindres  que  (n  -\-  i)-a-  —  n'-y.'-=  (2/101.  -+-  a) a,  moindres  par  consé- 
quent que  (2/?a  +  i)a,  si  Ion  suppose  a  <<  i  et,  a  forlioii^  que 
(2a  +  i)a,  si  l'on  désigne  par  a  un  nombre  dont  le  carré  est  plus 
grand  que  2  et  qui,  par  suite,  est  plus  grand  que  /la.  Dans  les  rai- 
sonnements qui  suivent  on  prendra  pour  a  un  nombre  fixe  quel- 
conque, qui  satisfasse  à  la  condition  précédente. 

Pour  que  (2a  +  i)a   soit    inférieur   à    un   nombre  £,  il   suffit  de 

prendre  a^  :  pourvu  qu'il  en  soit  ainsi,  la  différence  entre  2 

^  ia  ^  i     ^  ^  ' 

et  [n'y.)-.,  ou  [n -\-  \)-y.-,  sera  moindre  que  s;  on  peut  donc  trouver, 
tant  dans  la  première  classe  que  dans  la  seconde,  des  nombres  dont 
le  carré  diffère  de  i  aussi  peu  qu'on  le  veut  :  si  le  problème  qui  con- 
siste à  trouver  un  nombre  dont  le  carré  soit  égal  à  2  est  insoluble,  il 
peut  cependant  être  résolu  avec  l'approximation  qu'on  veut. 

Il  n'y  a  pas  dans  la  première  classe  de  nombre  qui  soit  plus  grand 
que  tous  les  autres  nombres  de  cette  classe,  car  s'il  y  avait  un  tel 
nombre  r,  on  aurait  /•- <C  2,  puisque  le  nombre  /•  appartient  à  la  pre- 
mière classe;  or,  on  pourrait  trouver  dans  cette  même  classe  un 
nombre  /*'  tel  que  l'on  eût  2  —  /'-<  2  —  r^,  puisqu'on  peut  trouver 
des  nombres  dont  le  carré  approche  de  2  plus  que  ne  fait  r-  :  cette 
inégalité  implique  /'';>  r.  On  démontrerait  de  même  qu'il  ne  peut  y 
avoir  dans  la  seconde  classe  de  nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous 
les  autres  nombres  de  celte  classe. 

Lorsque  l'on  se  donne  le  nombre  a,  le  nombre  entier  positif  n  qui 
vérifie  la  condition  (noL)-<C  2  -<  [(n  -\-  i)a]-  est  parfaitement  déter- 
miné, ainsi  que  les  nombres  na,  (/i  +  i)a,  les  racines  carrées  de  2, 
par  défaut  et  par  excès  à  a  près  ;  quand  a  change,  tous  ces  nombres  n, 
na,  (/i  +  i)a  changent  :  les  quantités  2 — /i-a-,  (/^^-l)a=^  —  2 
moindres  que  (2aH-  i)a,  si  a  est  moindre  que  i,  restent  aussi  petites 
qu'on  le  veut,  pourvu  qu'on  prenne  a  suffisamment  petit;  c'est  ce 
qu'on  exprime  en  disant  que  2  est  la  limite  des  quantités  (/la)-, 
(/i  +  i)-a'-^  quand  a  tend  vers  o. 

8.  Définition  des  nombres  irrationnels.  —  J'arrive  maintenant  à  la 
définition    des    nombres  irrationnels.    Supposons  qu'on    donne   une 
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règle  qui  permette  de  décomposer  tous  les  nombres  rationnels  en 
deux  classes,  telles  que  les  nombres  de  la  première  classe  soient  plus 
petits  que  n'importe  quel  nombre  de  la  seconde  classe;  on  aura  réa- 
lisé ce  qui  a  été  appelé  plus  haut  une  coupure.  Il  est  à  peine  utile  de 
formuler  les  trois  observations  suivantes,  tant  elles  sont  évidentes  :  si 
un  nombre  rationnel  a  appartient  à  la  première  classe,  il  en  sera  de 
même  de  tout  nombre  rationnel  b  plus  petit  que  «;  car  si  b  n'appar- 
tenait pas  à  la  première  classe  il  appartiendrait  à  la  seconde  et,  par 
conséquent,  a  devrait  être  plus  petit  que  lui.  Si  un  nombre  i-ation- 
nel  a'  appartient  à  la  classe  supérieure,  il  en  est  de  même  de  tout 
nombre  rationnel  b'  plus  grand  que  a  .  Tout  nombre  de  la  seconde 
classe  est  plus  grand  que  n'importe  quel  nombre  de  la  première. 
Divers  cas  peuvent  maintenant  se  présenter. 

I.  Il  peut  se  faire  qu'il  n'y  ait  pas,  dans  la  première  classe,  de 
nombre  plus  grand  que  tous  les  autres  nombres  de  cette  classe  et 
qu'il  n'y  ait  pas  dans  la  seconde  classe  de  nombre  plus  petit  que  tous 
les  autres  nombres  de  cette  classe;  c'est  ce  qui  arrive  quand  on  range 
dans  la  première  classe  les  nombres  rationnels  négatifs,  le  nombre  o, 
tous  les  nombres  rationnels  positifs  dont  le  carré  est  moindre  que  2  ; 
dans  la  seconde  classe  tous  les  nombres  rationnels  positifs  dont  le 
carré  est  plus  grand  que  2. 

II.  Il  peut  se  faire  qu'il  y  ait  dans  la  première  classe  un  nombre 
plus  grand  que  tous  les  autres  nombres  de  cette  classe  et  qu'il  n'y  ait 
pas  dans  la  seconde  classe  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres 
nombres  de  cette  classe.  C'est  ce  qui  arrivera  si  l'on  range  dans  la 
première  classe  le  nombre  3  et  tous  les  nombres  rationnels  plus 
petits  que  3,  dans  la  seconde  classe  tous  les  nombres  rationnels  plus 
grands  que  3. 

Soit  A  un  nombre  quelconque  de  cette  seconde  classe  :  entre  A  et.! 
il  y  a  des  nombres  rationnels,  qui  appartiennent  à  la  seconde  classe 
puisqu'ils  sont  plus  grands  que  3  ;  il  y  a  donc,  dans  la  seconde  classe, 
des  nombres  plus  petits  que  A  :  il  ne  peut  pas  y  avoir,  dans  la  seconde 
classe,  de  nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres  nombres  de 
cette  classe. 

m.  Il  peut  se  faire  qu'il  n'y  ait  pas  dans  la  première  classe  de 
nombre  plus  grand  que  les  autres  nombres  de  cette  classe,  mais  qu'il 
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y  ait  dans  la  seconde  classe  un  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres 
nombres  de  cette  classe.  C'est  ce  qui  arriverait  si  l'on  rangeait  dans  la 
première  classe  tous  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  3,  dans  la 
seconde  le  nombre  3  et  tous  les  nombres  rationnels  plus  grands  que 
lui.  Le  même  raisonnement  que  tout  à  l'heure  montrerait  alors  qu'il 
ne  peut  y  avoir  dans  la  première  classe  de  nombre  qui  soit  plus  grand 
que  tous  les  autres  nombres  de  cette  classe. 

IV.  Il  ne  peut  pas  se  faire  qu'il  y  ait  à  la  fois  dans  la  première 
classe  un  nombre  A  plus  grand  que  tous  les  autres  nombres  de  cette 
classe,  et  dans  la  seconde  classe  un  nombre  B  plus  petit  que  tous  les 
autres  nombres  de  cette  classe.  S'il  en  était  ainsi,  en  effet,  le 
nombre  B,  de  la  seconde  classe,  serait  plus  grand  que  le  nombre  A, 
de  la  première  classe.  Entre  les  nombres  rationnels  A  et  B  il  y  aurait 
des  nombres  rationnels  qui  ne  pourraient  appartenir  ni  à  la  première 
classe,  puisqu'ils  dépassent  le  plus  grand  A  des  nombres  de  cette 
classe,  ni  à  la  seconde  classe,  puisqu'ils  sont  moindres  que  le  plus 
petit  B  des  nombres  de  cette  classe.  Tous  les  nombres  rationnels 
n'auraient  donc  pas  été  rangés  dans  les  deux  classes. 


9.  Il  convient  de  dire  que,  dans  le  cas  II,  la  coupure  définit  précisé- 
ment le  nombre  rationnel  qui  est  le  plus  grand  des  nombres  de  la 
première  classe;  que,  dans  le  cas  III,  la  coupure  définit  précisément  le 
nombre  rationnel  qui  est  le  plus  petit  des  nombres  de  la  seconde 
classe;  que,  dans  le  cas  I,  la  coupure  définit  un  nombre  irrationnel 
qui,  par  définition,  est  regardé  comme  plus  grand  que  tous  les 
nombres  de  la  première  classe,  et  comme  plus  petit  que  tous  les 
nombres  de  la  seconde  classe,  comme  compris  entre  un  nombre 
quelconque  de  la  première  classe  et  un  nombre  quelconque  de  la 
seconde  classe. 

Ainsi  la  séparation  de  tous  les  nombres  rationnels  en  deux  classes, 
dont  la  première  comprend  les  nombres  négatifs,  le  nombre  o,  les 
nombres  positifs  qui  ont  un  carré  moindre  que  2,  et  dont  la  seconde 
contient  tous  les  nombres  positifs  dont  le  carré  est  plus  grand  que  2, 
définit  un  nombre  irrationnel,  que  l'on  appelle  la  racine  carrée  àe.  2, 
et  que  l'on  représente  par  le  symbole  y  2. 

Bien  entendu,  il  n'est  pas  actuellement  permis  de  dire  que  le  carré 
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de  ce  nombre  soit  égal  à  2  :  on  n'a  pas  encore  dit  ce  qu'était  le  carré 
d'un  nombre  irrationnel. 

De  même,  si  l'on  considère  sur  l'axe  X'X  un  point  M  tel  que  le 
segment  OM  soit  incommensurable  à  UV,  ce  point  permet  de  définir 
une  coupure  appartenant  au  type  I  et,  par  conséquent,  un  nombre 
irrationnel  :  ce  nombre  est  l'abscisse  du  point  M. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  qu'un  point  quelconque  M  sur 
l'axe  X'X  partage  cet  axe  en  deux  demi-droites  (D),  (D')  qui  s'étendent 
indéfiniment,  l'une  vers  la  droite,  l'autre  vers  la  gauche  :  si  l'on 
veut  considérer  ces  deux  demi-droites  comme  entièrement  distinctes, 
comme  n'ayant  aucun  point  commun,  il  faut  regarder  le  point  M  lui- 
même  comme  appartenant  à  l'une  des  demi-droites  et  n'appartenant 
pas  à  l'autre,  ou  bien  comme  n'appartenant  ni  à  l'une  ni  à  l'autre. 
Dans  le  premier  cas,  chaque  point  de  l'axe  X'X  appartient  à  l'une 
des  demi-droites,  et  seulement  à  une.  Dans  le  second  cas,  chaque 
point  de  l'axe,  sauf  le  />oint  M,  appartient  à  l'une  des  demi-droites 
et  seulement  à  une. 

10.  En  adoptant  la  façon  de  parler  que  l'on  a  expliquée  plus  haut, 
on  voit  qu'à  chaque  point  M  de  l'axe  X'X  correspond  un  nombre 
rationnel  ou  irrationnel.  A  un  nombre  rationnel  donné  correspond 
de  même  un  point  que  l'on  sait  construire.  Y  a-t-il  aussi  un  point  qui 
corresponde  à  un  nombre  irrationnel  donné,  c'est-à-dire  à  une  cou- 
pure du  type  I? 

La  réponse  affirmative  à  cette  question  est,  au  fond,  un  postulat 
qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  démontrer,  mais  que  l'on  peut  illustrer  par  une 
image,  un  peu  grossière,  qui  suffira,  sans  doute,  à  convaincre  le  lec- 
teur que  ce  postulat  est  conforme  à  l'intuition  vague  que  nous  avons 
de  la  ligne  droite.  Dans  cette  image,  on  parlera  de  points  bleus, 
blancs,  rouges.  11  est  à  peine  utile  d'insister  sur  ce  qu'il  y  a  de  vicieux 
dans  cette  façon  de  parler  :  un  point  géométrique,  sans  dimensions, 
ne  peut  être  coloré. 

Quoi  qu'il  en  soit,  supposons  qu'on  ait  défini  une  coupure  quel- 
conque, qui  permette  de  séparer  tous  les  nombres  rationnels  en  deux 
classes,  chaque  nombre  de  la  première  étant  plus  petit  que  n'importe 
quel  nombre  de  la  seconde.  Cette  coupure  peut  d'ailleurs  appartenir 
à  l'un  ou  l'autre  des  types  ï,  II.  111. 

J'imagine  qu'on  marque  en  bleu  chaque  point  de  l'axe  X'X  dont 
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l'abscisse  est  un  nombre  (rationnel)  de  la  première  classe,  et  qu'on 
colore  en  bleu  toute  la  partie  de  l'axe  qui  est  en  deçà  d'un  tel  point, 
puis  qu'on  marque  en  rouge  chaque  point  de  l'axe  dont  l'abscisse  est 
un  nombre  (rationnel)  de  la  seconde  classe,  et  qu'on  colore  en  rouge 
toute  la  partie  de  l'axe  qui  est  au  delà  d'un  tel  point;  enfin,  que  l'on 
appelle  point  blanc,  tout  point  (s'il  y  en  a)  qui  n'a  été  coloré  ni  en 
bleu  ni   en  rouge. 

Tout  point  d'abscisse  rationnelle  est  rouge  ou  bleu. 

Chaque  point  bleu  est  en  deçà  de  n'importe  quel  point  rouge;  la 
partie  bleue  et  la  partie  rouge  n'empiètent  pas  l'une  sur  l'autre. 
Entre  ces  deux  parties  de  la  droite  il  n'y  a  pas  d'intervalle  blanc, 
il  ne  peut  même  pas  y  avoir  deux  points  blancs,  car  entre  ces  deux 
points,  s'ils  existaient,  devraient  se  trouver  des  points  d'abscisses 
rationnelles,  rouges  ou  bleus;  s'il  y  avait,  par  exemple,  un  point  bleu, 
celui  des  deux  points  blancs  qui  est  en  deçà  de  ce  point  bleu  aurait  dû 
être  coloré  en  bleu  :il  ne  peut  donc  y  avoir  sur  l'axe  qu'un  seul  point 
blanc. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  façon  même  dont  la  droite  est  séparée  en 
une  partie  bleue  et  une  partie  rouge  définit  un  point,  soit  qu'on 
regarde  ce  point  comme  étant  bleu  et  limitant  à  droite  la  partie  bleue 
(coupure  du  type  II),  soit  qu'on  le  regarde  -comme  étant  rouge  et 
limitant  à  gauche  la  partie  rouge  (coupure  du  type  III),  soit  qu'on  le 
regarde  enfin  comme  étant  blanc  et  séparant  la  partie  bleue  de  la 
partie  rouge  (coupure  du  type  I).  Dans  ce  dernier  cas,  le  seul  qui 
nous  intéresse  pour  la  réponse  à  la  question  posée,  le  postulat  que 
j'ai  prétendu  illustrer  par  cette  image  revient  à  affirmer  l'existence  de 
ce  point  blanc.  Dans  ce  cas,  au  delà  de  chaque  point  bleu,  il  y  a 
encore  des  points  bleus;  en  deçà  de  chaque  point  rouge,  il  y  a  des 
points  rouges. 

11.  J'ai  supposé  jusqu'ici  que  les  coupures  que  l'on  considérait, 
permettaient  de  séparer  tous  les  nombres  rationnels  en  deux  classes  : 
il  est  manifeste  que,  si  l'on  définit  un  moyen  de  partager  tous  les 
nombres  rationnels  compris  entre  les  deux  nombres  rationnels  a  et  b 
{a  <i  b)  en  deux  classes  telles  que  chaque  nombre  de  la  première 
classe  soit  plus  petit  que  n'importe  quel  nombre  de  la  seconde  classe, 
il  suffira  d'adjoindre  à  la  première  classe  le  nombre  a  et  les  nombres 
rationnels   plus  petits  que  lui,    d'adjoindre  à  la  seconde   classe    le 
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nombre  b  et  les  nombres  rationnels  plus  grands  que  b  pour  compléter 
les  deux  classes  du  n"  8,  et  définir  ainsi  un  nombi'e  rationnel  ou  irra- 
tionnel. 

12.  Il  sera  avantageux,  pour  l'uniformité  du  langage,  de  réunir  en 
un  même  type  les  coupures  des  types  II  et  III  et  de  ne  plus  considérer 
que  deux  modes  de  décomposition  des  nombres  rationnels  :  l'un  en 
deux  classes,  l'autre  en  trois  classes. 

Si  l'on  a  affaire  à  une  coupure  du  type  II  ou  du  type  III,  on  sépare 
les  nombres  rationnels  en  trois  classes,  dont  l'une  ne  contient 
qu'un  seul  nombre,  à  savoir  le  nombre  rationnel  que  définit  la  cou- 
pure, le  plus  grand  de  la  première  classe  (type  II),  ou  le  plus  petit  de 
la  seconde  classe  (type  III)  :  ce  nombi'e  rationnel  est  alors  supprimé 
soit  de  la  première  classe,  qui  ne  contient  plus  que  des  nombres 
rationnels  plus  petits  que  lui,  soit  de  la  seconde  classe,  qui  ne  contient 
plus  que  des  nombres  plus  grands  que  lui. 

Je  donnerai  respectivement  le  nom  de  classe  inférieure  et  de 
classe  supérieure,  à  la  première  et  à  la  seconde  classe  ainsi  modifiées, 
et  j'emploierai  les  mêmes  mots  pour  désigner  la  première  et  la  seconde 
classe  d'une  coupure  du  type  I;  la  classe  inférieure,  telle  qu'elle 
vient  d'être  définie,  ne  contient  jamais  de  nombre  plus  grand  que  tous 
les  autres  nombres  de  cette  classe,  la  classe  supérieure  ne  contient 
jamais  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres  nombres  de  cette 
classe.  Si  l'on  a  affaire  à  une  coupure  du  type  I,  les  nombres  l'ationnels 
sont  ainsi  séparés  en  deux  classes  ;  c'est  cette  séparation  qui  définit  un 
nombre  irrationnel.  Si  l'on  a  affaire  à  une  coupure  du  type  II,  ou 
du  type  m,  les  nombres  rationnels  sont  séparés  en  trois  classes  :  la 
classe  inférieure,  la  classe  supérieure,  et  la  classe  intermédiaire  com- 
posée d'un  seul  nombre,  le  nombre  rationnel  que  définit  la  coupure. 

On  peut  modifier  légèrement  l'image  du  n"  10  de  manière  qu'elle 
corresponde  à  ce  nouveau  point  de  vue;  s'il  s'agit  d'une  séparation  en 
trois  classes,  on  imaginera  que  le  point  d'abscisse  rationnelle  que  définit 
cette  séparation  soit  blanc,  que  tout  point  dont  l'abscisse  appartient 
à  la  classe  inférieure  soit  bleu  ainsi  que  tous  les  points  situés  à  sa 
gauche,  que  tout  point  dont  l'abscisse  appartient  à  la  classe  supérieure 
soit  rouge  ainsi  que  tous  les  points  situés  à  sa  droite. 

Qu'il  s'agisse  d'un  nombre  rationnel  ou  d'un  nombre  irrationnel,  ce 
nombre  est  l'abscisse  d'un  point  blanc,  à  gauche  et  à  droite  duquel 
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s'étendent  une  demi-droite  bleue  et  une  demi-droite  rouge;  le  point 
blanc  limite,  en  quelque  sorte,  ces  deux  demi-droites  colorées, 
auxquelles  il  n'appartient  pas.  L'image  est  la  même  dans  les  deux  cas. 
L'analogie  entre  les  deux  sortes  de  nombres  ressort  mieux,  mais  elle 
ne  doit  pas  faire  oublier  leur  différence  essentielle  :  un  nombre  ra- 
tionnel est  un  nombre  entier,  ou  une  fraction  à  termes  entiers, 
qui  n'est  autre  chose  qu'un  système  de  deux  nombres  entiers;  il 
s'exprime  ainsi  au  moyen  d'un  nombre  limité  de  chiffres.  Un  nombre 
irrationnel  n'est  pas  susceptible  d'une  pareille  représentation,  ce  n'est 
qu'une  coupure,  une  règle  pour  séparer  les  nombres  rationnels  en 
deux  classes;  ce  n'est  pas  un  ou  deux  nombres  entiers,  c'est  une  in- 
finité de  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  une  infinité  de  chiffres 
qu'il  faut  pour  le  définir.  Alin  de  pouvoir  raisonner  à  la  fois  sur  les 
nombres  rationnels  et  irrationnels,  ou,  comme  on  dit,  sur  les  nombres 
j'éels,  on  a  introduit  plus  haut  les  classes  inférieure  et  supérieure  re- 
latives à  un  nombre  rationnel;  mais  cette  introduction  n'ajoute  rien 
à  l'idée  d'un  tel  nombre  et  lui  est,  en  quelque  sorte,  postérieure.  Au 
contraire,  il  n'y  a  rien  de  plus,  dans  l'idée  d'un  nombre  irrationnel, 
que  ces  deux  classes  inférieure  et  supérieure  :  c'est  elles  qui  le  consti- 
tuent. On  ne  peut  représenter  un  tel  nombre  que  par  un  symbole,  une 
lettre  par  exemple,  ou  une  façon  d'écrire,  comme  y'2,  qui,  lorsqu'on 
va  au  fond  des  choses,  doit  toujours  rappeler  cette  décomposition  en 
classes  à  laquelle  les  pages  précédentes  ont  été  consacrées.  Quand  on 
a  dénommé  ainsi  un  nombre  irrationnel,  en  parlant  des  classes  infé- 
rieure ou  supérieure  relatives  à  ce  nombre,  on  entendra  parler  des 
classes  qui  le  définissent. 

En  disant  qu'il  est  plus  grand  que, le  nombre  rationnel  a,  et  plus 
petit  que  le  nombre  rationnel  6,  ou  encore  qu'il  est  compris  entre  a 
et  6,  que  la  coupure  qui  le  définit  tombe  entre  a  et  6,  au  delà  de  a, 
en  deçà  de  b,  on  entend  simplement  que  a  appartient  à  la  classe 
inférieure,  que  ^  appartient  à  la  classe  supérieure.  Au  reste  ces  façons 
de  parler  peuvent  évidemment  s'employer  pour  un  nombre  rationnel 
aussi  bien  que  pour  un  nombre  irrationnel. 

13.  Je  dois  m'arrêter  un  peu  sur  la  représentation  décimale  d'un 
nombre  irrationnel  ;  le  lecteur  suivra  sans  peine  les  explications  rela- 
tives à  ce  sujet,  s'il  veut  bien  se  représenter  l'axe  X'X  comme  une 
sorte  de  règle  divisée,  indéfinie  dans  les  deux  sens,  se  reporter  à  la 
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façon  dont  on  mesure  eflTectiveinent  une  longueur  et  imaginer  qu'on 
puisse  poursuivre  indéfiniment  des  opérations  qui,  dans  la  pratique, 
sont  forcément  limitées.  Pour  nous  conformer  à  des  habitudes  de 
langage  qui  lui  sont  familières,  appelons  /nètreVnnilé  de  longueur  :  sur 
l'axe  X'X,  on  a  marqué  o  à  l'origine,  puis  i,  2,  3,  ...  à  droite,  —  1 , 
—  2,  —  ^,  ...  à  gauche,  afin  de  distinguer  les  points  qui  sont  à  une 
distance  de  l'origine  égale  à  un,  deux,  trois,  . . .,  mètres.  L'axe  est  ainsi 
divisé  en  une  infinité  d'intervalles  égaux  chacun  à  un  mètre  ;  chacun  de 
ces  intervalles  est  ensuite  divisé  en  dix  décimètres,  chaque  décimètre 
en  dix  centimètres,  chaque  centimètre  en  dix  millimètres,  ....  Si  l'on 
considère  un  point  quelconque  A  de  l'axe,  on  pourra  lire  facilement 
sur  la  règle  divisée  les  valeurs  approchées  par  défaut  ou  par  excès  de 
de  son  abscisse  à  un  mètre,  un  décimètre,  un  centimère,  un  millimètre 
près.  Il  est  d'ailleurs  clair  qu'au  lieu  de  diviser  l'axe  de  celte  façon, 
on  peut  le  diviser  et  le  subdiviser  autrement;  je  supposerai  toutefois 
que  les  subdivisions  d'un  certain  ordre  soient  toujours  égales  entre 
elles. 

Soit  A  un  nombre  irrationnel  donné  :  il  faut,  comme  on  l'a  déjà 
dit,  entendre  par  là  qu'on  se  donne  un  moyen  pour  pratiquer  une 
coupure  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels,  pour  reconnaître  si 
tel  nombre  rationnel  que  l'on  veut  appartient  à  la  classe  inférieure 
ou  à  la  classe  supérieure.  Considérons  la  progression  arithmétique 
indéfinie  dans  les  deux  sens  dont  le  nombre  rationnel  positif  a  est  la 
raison  et  dont  o  est  un  terme.  La  coupure  qui  définit  A  tombe  for- 
cément entre  deux  termes  consécutifs  nx,  (/?  +  i)a  de  cette  progres- 
sion ;  le  premier  de  ces  nombres  est  le  plus  grand  multiple  de  a  qui 
appartienne  à  la  classe  inférieure  relative  à  A,  c'est  par  définition  la 
valeur  approchée  de  A  à  a  près,  par  défaut  ;  le  second  (n  -f-  i)a  est  le 
plus  petit  multiple  de  a  qui  appartienne  à  la  classe  supérieure,  c'est  la 
valeur  approchée  de  A  à  a  près,  par  excès. 

Entre  deux  termes  consécutifs  quelconques  de  cette  progression, 
insérons  k  —  i  moyens,  de  manière  à  former  une  nouvelle  progression 

arithmétique  indéfinie  dans  les  deux  sens  dont  la  raison  soit  ^  =:  -7, 

et  qui  englobe  la  progression  arithmétique  de  raison  a  ;  la  coupure 
qui  définit  A  tombera  entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  nouvelle 
progression  ;  le  plus  grand  de  ces  deux  termes  doit  appartenir  à  la 
classe  supérieure;  il  est,  par  conséquent,  plus  grand  que  wa;  le  plus 
T.  2 
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petit  doit  appartenir  à  la  classe  inférieure;  il  est  donc  moindre  que 
(/î  +  i)a;  autrement  dit,  il  n'j  a  pas  lieu  de  considérer  les  termes  de 

la  progression  l'n  dé  finie,  de  raison  ^=  j,  qui  précèdent  noL  ou  qui 

suivent  (/i  +•  i)a,  mais  seulement  la  progression  limitée 

nk<^,     (nk-hi)^,     ...,     (nk-hk)^, 

que  l'on  obtient  en  insérant  k  —  i  moyens  entre  noL  =  nk'^  et 
(n  +  i)a  =  (/?/:  +  k)'^.  La  coupure  qui  définit  A  tombe  nécessaire- 
ment entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  progression  limitée  :  si 
l'on  désigne  ces  deux  termes  par  (nk  -i-  r)*^  et  {nk  +  r  -\-  i)'^,  le 
premier  est  au  moins  égal  à  /«a,  le  second  est  au  plus  égal  à  («  +  i)a; 
ces  termes  sont  les  valeurs  approchées  de  A,  à  ,3  près,  par  défaut  et 
par  excès. 

Remarquons  en  passant  que,  si  l'on  désigne  par  p'^  la  valeur 
approchée  de  A  à  ^  près  par  défaut,  on  a 

p  =  nk  -+-  /-,        o  ^  /•  <  k, 

en  sorte  que  n  est  le  quotient  entier  de  la  division  de  p  par  k  et  /•  le 
reste  (' ). 

Il  est  clair  qu'on  peut  continuer  ainsi,  insérer  / —  i  moyens  arith- 
métiques entre  p^  et  {p^\)[i,  et  former  une  progression  arithmé- 
tique dont  la  raison  soit  y  =  y ,  .... 

14.    Arrêtons-nous  sur  le  cas  où  l'on  prend 

a  =  I ,  A  =  /  =  ...  =  1  o  ; 

il  correspond  à  cette  sorte  de  règle  divisée,  dont  on  a  parlé  au  début 
du  précédent  numéro. 

Le  plus  grand  nombre  entier  /i  qui  appartienne  à  la  classe  infé- 
rieure est  la  valeur  approchée  de  A  à  une  unité  près,  par  défaut  (ou 
la  partie  entière  de  A);  elle  peut  être  positive,  nulle  ou  négative; 
dans  ce  dernier  cas,  au  lieu  de  placer  le  signe  —  en  avant,  il  est 

(')  Lorsque  p  est  négatif  et  n'est  pas  divisible  par  A",  n  s'obtient  en  prenant  le 
quotient  entier  de  la  ilivision  par  k  de  la  valeur  absolue  de  p,  en  augmentant  d'une 
unité  ce  quotient  entier  et  en  afI'eclanL  le  résultat  du  signe  — . 
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commode  de  placer  le  signe  —  au-dessus  du  dernier  chiffre  ;  c'est  une 
notation  à  laquelle  le  lecteur  est  sans  doute  habitué  par  l'usage  des 
tables  de  logarithmes.  La  valeur  approchée  à  un  dixième  près,  par 
défaut,  s'obtiendra  en  ajoutant  à  cette  partie  entière  un  certain 
nombre  entier  de  dixièmes,  9  au  plus  ;  on  l'écrira  en  plaçant  une  vir- 
gule à  la  suite  de  la  partie  entière  et  en  faisant  suivre  cette  virgule 
d'un  chiffre  représentant  le  nombre  de  dixièmes  que  l'on  doit  ajouter 
à  la  partie  entière  ;  le  chiffre  des  dixièmes  peut  d'ailleurs  être  un  zéro  ; 
la  valeur  approchée  à  un  centième  près,  par  défaut,  s'obtiendra  en 
ajoutant  à  la  valeur  approchée  à  un  dixième  près  un  certain  nombre 
de  centièmes;  on  l'écrira  en  plaçant,  à  la  suite  de  la  valeur  approchée 
à  un  dixième  près,  un  chiffre  représentant  les  centièmes,  etc.  On 
obtiendra  ainsi  une  suite  indéfinie  de  nombres  décimaux 

MO1        "il        "2i         •  •  -1 

dont  chacun  se  déduit  du  précédent  par  l'adjonction  d'un  chiffre  de 
plus,  dont  chacun  est  ainsi  égal  ou  supérieur  à  celui  qui  le  précède; 

c'est  la  suite  des  valeurs  approchées  de  A,  par  défaut,  à  1 ,  — ,  — .  ... 

*  ^  *  10      lO'^ 

près.  L'égalité  entre  deux  termes  consécutifs  a  lieu  quand  le  dernier 
chiffre  du  second  terme  est  un  zéro.  La  suite  des  valeurs  approchées 

de  A  par  excès  à  i,  — ,  — ,  .  .  .  près  se  déduit  de  la  précédente  en 
^  10     100  ^  ^ 

ajoutant  respectivement  à  ses  termes  1,  — ,  — -,  .  .  .  ou,  comme  l'on 
^  10     100 

dit,  en  forçant  le  dernier  chiffre  de  chacun  des  termes,  écrits  sous  la 
forme  décimale.  En  vertu  des  explications  données  dans  le  numéro 
précédent,  pour  le  cas  général,  on  voit  que  chaque  terme  de  la  nou- 
velle suite  est  supérieur  à  n'importe  quel  terme  de  la  première  et  que 
chaque  terme  de  la  nouvelle  suite  est  supérieur  ou  égal  à  ceux  qui 
viennent  après  lui  ;  l'égalité  entre  deux  termes  consécutifs  de  la 
nouvelle  suite  a  heu  quand,  des  deux  termes  correspondants  de  la 
suite  des  valeurs  approchées  par  défaut,  le  second  se  termine  par 
un  9.  Les  termes  de  la  première  suite  appartiennent  tous  à  la  classe 
inférieure  relative  à  A,  les  termes  de  la  seconde  appartiennent  tous  à 
la  classe  supérieure. 

Au  lieu  d'écrire  successivement  les  termes  u^,  w,,  u,,  ...  de  la 
suite  des  valeurs  approchées  par  défaut  à  1,  à  0,1,  à  o,oi,  .  .  .  près, 
on  se  borne  habituellement  à  écrire  l'un  de  ces  termes  a„,  en  pre- 
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nant  n  suffisamment  grand  et  en  faisant  suivre  de  points  suspensifs 
le  n'""^'^  chiffre  décimal.  Ainsi,  pour  le  nombre  tt  que  l'on  définit  en 
Géométrie,  on  écrira,  en  prenant  ai  =  lo, 

3, 1  4i59'2653  }. . . . 

Celle  notation,  avec  ses  points  suspensifs,  est  faite  pour  éveiller 
l'idée  d'un  symbole  qui  commencerait  par  les  chiffres  que  l'on  a 
écrits  et  qui  se  poursuivrait  indéfiniment,  de  façon  qu'en  l'arrêtant  à 
un  chiffre  décimal  quelconque  on  obtînt  la  valeur  approchée  du 
nombre  considéré  A,  par  défaut,  à  une  unité  près  de  l'ordre  de  ce 
chiffre;  en  forçant  ce  chiffre,  on  obtiendrait  la  valeur  approchée,  par 
excès,  à  une  unité  près  du  même  ordre.  Un  tel  symbole,  avec  son  in- 
finité de  chiffres  décimaux,  est  ce  qu'on  appelle  la  représentation 
décimale  du  nombre  A;  lorsqu'on  se  donne  la  coupure  qui  définit 
ce  nombre  A,  chaque  chiffre  de  la  représentation  décimale  peut  être 
calculé  quand  on  connaît  son  rang. 

Il  convient  de  remarquer  qu'en  allant  assez  loin  dans  la  suite  M4, 

Mo,  ....  Un-,  •  •  •  des  valeurs  approchées  de  A  à  — »    — -■,   «    •»  — >  •  •  ■ 

•"        '       '  ^*^  10     lo-  10" 

près,  par  défaut,  on  finit  par  dépasser  tel  nombre  a  de  la  classe  infé- 
rieure qu'on  voudra  ;  car  on  peut  trouver  un  nombre  b  de  cette  même 
classe  qui  soit  plus  grand  que  a,  puis,  entre  a  et  6,  un  nombre  déci- 
mal ô;  si  le  nombre  S,  plus  grand  que  «,  comporte  n  chiffres  déci- 
maux, il  sera  inférieur  ou  égal  à  u,i  qui  sera  par  conséquent  plus  grand 
que  a,  ainsi  que  u„j^i ,  Unj^>i  ...  ;  en  particulier,  il  y  a  dans  la  suite  Ux , 
«2?  •  •  '5  Uni  •  •  •  un  terme  plus  grand  que  n'importe  quel  terme  Up  de 
cette  suite  qu'on  voudra  ;  il  est  donc  impossible  que,  dans  la  représen- 
tation décimale  de  A,  tous  les  chiffres  qui  suivent  le  ^"''"•=  soient  des 
zéros,  car,  si  tous  ces  chiffres  étaient  des  zéros,  on  aurait 

Up  =  lli,-\-i  =  Up-i-^  =  .  .  .  . 

On  voit  de  la  même  façon  que,  en  allant  assez  loin  dans  la  suite  des 
valeurs  approchées  par  excès,  on  finit  par  descendre  au-dessous  de 
tel  nombre  de  la  classe  supérieure  qu'on  voudra;  que,  en  particulier, 
il  y  a  forcément,  dans  cette  suite,  des  termes  qui  sont  plus  petits  que 
tel  terme  que  l'on  voudra;  que,  ainsi,  il  est  impossible  que  tous  les 
termes  de  cette  suite,  à  partir  de  l'un  d'entre  eux,  soient  égaux;  que, 
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enfin,  il  est  impossible  que,  dans  la  représentation  décimale  de  A, 
tous  les  chiffres  à  partir  de  l'un  d'entre  eux  soient  des  g. 

J'ai  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  A  était  irrationnel;  les  rai- 
sonnements s'appliquent  lorsque  A  est  rationnel;  si  ce  n'est  que,  en 
procédant  comme  on  l'a  expliqué,  il  peut  arriver,  sous  des  conditions 
que  le  lecteur  connaît,  qu'on  tombe  sur  une  valeur  approchée  par 
défaut  qui  soit  égale  à  A;  les  suivantes  se  déduisent  de  celles-là  en  la 
faisant  suivre  de  zéros  ;  elle  est  la  représentation  décimale  de  A. 
Lorsque  A  ne  peut  pas  être  exactement  converti  en  fraction  décimale, 
sa  représentation  décimale  est  périodique,  ainsi  qu'on  l'enseigne  en 
Arithmétique.  11  ne  peut  jamais  arriver  que  tous  les  chiffres  de  cette 
représentation  décimale,  à  partir  de  l'un  d'eux,  soient  des  9. 

lo.  Invex'sement,  imaginons  qu'on  se  donne  un  symbole  tel  que 
ceux  qu'on  vient  de  décrire,  formé  d'une  partie  entière,  qui  peut 
d'ailleurs  être  positive,  nulle  ou  négative,  suivie  d'une  infinité  de 
chiffres  décimaux  :  dire  qu'on  se  donne  un  pareil  symbole,  c'est  dire 
qu'on  se  donne  le  moyen  d'en  trouver  le  /^'^°'*  chiffre,  quel  que 
soit  n. 

Tel  serait  par  exemple  le  symbole 

0, I 23456789101 112..., 

où  la  partie  décimale  est  obtenue  en  écrivant,  sans  séparation,  la  suite 
naturelle  des  nombres. 

En  excluant,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  précédent 
numéro,  le  cas  où  tous  les  chiffres  à  partir  de  l'un  d'eux  seraient  tous 
des  zéros  ou  tous  des  9,  je  vais  indiquer  comment  un  tel  symbole 
permet  de  définir  une  séparation  des  nombres  rationnels  en  classes, 
séparation  qui  définit  elle-même  un  nombre  rationnel  ou  irration- 
nel A,  dont  le  symbole  donné  est  la  représentation  décimale. 

Après  le  /i'*"""  chiffre  décimal  donné,  il  peut  y  avoir  quelques  zéros, 
mais  on  finira  par  rencontrer  un  autre  chiffre;  le  nombre  décimal  que 
l'on  obtient  en  limitant  le  symbole  après  ce  chiffre  est  alors  plus  grand 
que  le  nombre  décimal  obtenu  en  le  limitant  au  n'^™*^  chiffre  ;  ainsi 
chaque  nombre  décimal  déduit  du  symbole,  en  le  limitant  quelque 
part,  est  certainement  surpassé  par  un  nombre  décimal  obtenu  en  le 
limitant  plus  loin.  De  même,  après  le  /i'^™*^  chiffre,  il  peut  bien  y  avoir 
quelques  9,  mais  en  continuant  assez  loin  on  rencontre   un  autre 
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chiffre  ;  en  forçant  ce  chiffre  et  en  s'arrètant  là,  on  obtient  un  nombre 
décimal  plus  petit  que  le  nombre  décimal  obtenu  en  forçant  le  /i'*""*® 
chiffre  et  en  s'arrètant  là. 

Ces  remarques  faites,  j'ariive  à  la  séparation  des  nombres  ration- 
nels en  classes,  que  l'on  déduit  du  symbole  donné. 

On  rangera  dans  la  première  classe  tous  les  nombres  rationnels 
inférieurs  ou  égaux  à  l'un  des  nombres  décimaux  obtenus  en  limitant 
quelque  part  le  symbole  donné  et  dans  la  seconde  classe  tous  les 
nombres  rationnels  supérieurs  ou  égaux  à  l'un  des  nombres  décimaux 
obtenus  en  limitant  le  symbole  quelque  part  et  en  forçant  le  dernier 
chiffre. 

On  voit  de  suite  que  chaque  nombre  de  la  première  classe  est  infé- 
rieur à  n'importe  quel  nombre  de  la  seconde  classe,  et  qu'il  y  a  des 
nombres  appartenant,  l'un  à  la  seconde  classe,  l'autre  à  la  première, 
qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut. 

D'autre  part,  il  n'y  a  pas,  dans  la  première  classe,  de  nombre  qui 
soit  plus  grand  que  tous  les  autres  nombres  de  cette  classe,  car  un 
nombre  quelconque  a  de  celte  classe  est  inférieur  ou  égal  à  quelqu'un 
des  nombres  décimaux  obtenus  en  limitant  le  symbole  quelque  part; 
en  limitant  le  symbole  plus  loin,  on  trouve  un  nombre  plus  grand  et, 
par  conséquent,  plus  grand  que  a.  De  même  il  n'y  a  pas,  dans  la  se- 
conde classe,  de  nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres  nom- 
bres de  cette  classe. 

On  serait  sûr  d'avoir  défini  une  coupure  et,  par  conséquent,  un 
nombre  A  s'il  était  certain  que  la  classification  précédente  n'a  laissé 
échapper  aucun  nombre  rationnel. 

Or,  si  un  nombre  rationnel  échappe  à  cette  classification,  c'est  qu'il 
est,  d'une  part,  plus  grand  que  tous  les  nombres  qui  figurent  dans  la 
première  classe,  d'autre  part,  plus  petit  que  tous  ceux  qui  figurent 
dans  la  seconde  :  il  est  alors  seul  de  son  espèce,  car,  s'il  y  avait  deux 
tels  nombres  a,  Jii(a-<  |5i),  la  diff'é'^ence  entre  un  nombre  de  la  se- 
conde classe  et  un  nombre  de  la  première  serait  toujours  supérieure 


à  |i  — a. 


Si  un  nombre  rationnel  échappe  à  la  classification,  on  a  affaire  à  une 
séparation  de  tous  les  nombres  rationnels  en  trois  classes,  telle  qu'elle 
a  été  décrite  au  n"  i^;  le  nombre  rationnel  unique  qui  échappe  à  la 
classification  constitue  précisément  la  classe  intermédiaire  :  c'est  lui  qui 
est  défini  par  la  séparation  précédente.  Désignons-le  par  A.  Puisque  A 
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est  compris  entre  le  nombre  décimal  obtenu  en  limitant  le  sjmbole 
donné  au  /i'*""'"  chilïre  décimal,  et  le  même  nombre  dont  on  a  forcé  le 
dernier  chiffre,  ces  deux  nombres  décimaux  sont  les  valeurs  appro- 
chées de  A.,  par  défaut  et  par  excès,  à  — -  près  ;  le  symbole  donné  est 

donc  la  représentation  décimale  du  nombre  rationnel  A;  le  symbole 
donné  ne  peut  être  que  la  fraction  décimale  périodique  dont  A  est  la 
fraction  génératrice. 

Si  aucun  nombre  rationnel  n'échappe  à  la  classification,  on  a  bien 
affaire  à  une  coupure  proprement  dite.  Cette  coupure  définit  un 
nombre  irrationnel  A,  puisqu'elle  appartient  au  type  I  et,  dans  ce 
cas  encore,  ^on  voit  de  suite  que  le  symbole  donné  est  la  représenta- 
tion décimale  de  A. 

Le  mode  de  raisonnement  qu'on  vient  d'employer  se  rencontre 
assez  fréquemment;  en  y  réfléchissant  un  peu,  le  lecteur  apercevra 
ce  qu'il  comporte  d'essentiel,  à  savoir,  les  deux  ensembles  de  nombres 
formés,  dans  ce  cas  particulier,  l'un  par  les  nombres  décimaux 
déduits  du  symbole  proposé  en  le  limitant  quelque  part,  l'autre 
par  ces  mêmes  nombres  dont  on  a  forcé  le  dernier  chiffre  ;  tout 
nombre  du  premier  ensemble  est  plus  petit  que  chaque  nombre  du 
second;  il  y  a  des  nombres  pris  respectivement  dans  les  deux  en- 
sembles qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut  :  la  coupure  est  formée 
en  considérant  d'une  part  les  nombres  rationnels  inférieurs  ou  égaux 
aux  éléments  du  premier  ensemble,  d'autre  part  les  nombres  ration- 
nels supérieurs  ou  égaux  aux  éléments  du  second  ensemble.  On 
touche  ici  à  une  théorie  très  importante,  celle  des  ensembles  infinis, 
dans  laquelle  je  ne  pénétrerai  pas  davantage. 

Il  est  à  peine  utile  de  pai4er  des  deux  cas  exclus  au  commencement 
du  numéro.  Si,  dans  le  symbole  donné,  à  partir  d'un  certain  chitlre 
décimal,  tous  les  chiffres  sont  des  zéros,  on  ne  tiendra  aucun  compte 
de  ces  zéros;  on  obtient  ainsi  un  nombre  décimal  limité;  c'est  ce 
nombre  que  définit  le  symbole  donné  et  dont  ce  symbole  est  la  repré- 
sentation décimale.  Si  tous  les  chiffres,  à  partir  d'un  certain  rang, 
étaient  des  9,  comme  dans  le  symbole  0,36999...,  on  reconnaît  de 
suite  que  les  termes  de  la  suite  indéfinie 

0,369;    0,3699:    0,36999;     ••• 
s'approchent  autant  qu'on  veut,  pourvu  qu'on  aille  assez  loin  dans 
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cette  suite,  du  nombre  o,  3-,  obtenu  en  forçant  le  dernier  des  ohifTres 
décimaux  du  symbole  qui  n'est  pas  un  9;  c'est  ce  qu'on  exprime  en 
disant  que  cette  suite  a  le  nombre  o,  S-j  pour  limite  :  on  pourrait  bien 
dire  qu'elle  définit  ce  nombre;  mais  alors  il  ne  serait  plus  exact  de 
dire  que  le  symbole,  en  le  h'mitant  au  /r''""'  chiffre  décimal,  fournit  la 
valeur  approchée,  par  défaut,  du  nombre  o,3^  qu'il  définit  :  le  sym- 
bole donné  ne  serait  plus  la  représentation  décimale  du  nombre  qu'il 
définit.  Aussi  convient-il  d'exclure  complètement  les  symboles  de 
cette  sorte. 

16.  Égalité,  inégalité  des  nombres  irrationnels.  —  Ni  l'égalité  ou 
l'inégalité  de  deux  nombres  irrationnels,  ni  leur  somme,  leur  diffé- 
rence, etc.,  n'ont  encore  été  définies.  Dans  une  exposition  purement 
logique,  toutes  ces  notions  doivent  être  reprises  l'une  après  l'autre, 
en  s'appuyant  uniquement  sur  cette  notion  de  coupure  qui  sert  à  dé- 
finir un  nombre  irrationnel  ('  );  je  ne  toucherai  que  quelques  points 
de  cette  théorie,  de  manière  à  faire  comprendre  comment  elle  peut  se 
développer,  et  je  ne  craindrai  pas  d'avoir  recours,  au  besoin,  à  l'in- 
tuition géométrique  qui  résulte  de  la  représentation,  sur  l'axe  X'X, 
des  nombres  rationnels  ou  non. 

.Je  me  placerai,  dans  ce  qui  suit,  au  point  de  vue  du  n°  12,  où  la 
définition  d'un  nombre  A  est  obtenue  par  la  séparation  de  tous  les 
nombres  rationnels  en  deux  classes,  s'il  s'agit  d'un  nombre  irration- 
nel, en  trois  classes,  s'il  s'agit  d'un  nombre  rationnel.  Je  pourrai  ainsi 
raisonner  à  la  fois  sur  les  nombres  rationnels  et  les  nombres  irra- 
tionnels. 

Deux  nombres  A,  B  sont  dits  égaux  quand  leur  définition  est  la 
même,  quand  les  deux  ou  trois  classes  qui  définissent  l'un  sont  com- 
posées respectivement  des  mêmes  nombres  rationnels  que  les  deux  ou 
trois  classes  qui  définissent  l'autre.  Ils  sont  le  même  nombre,  ce  que 
l'on  marque  en  écrivant  A^  B.  Ils  sont  représentés,  sur  l'axe  X'X, 
par  le  même  point,  dont  l'un  ou  l'autre  est  l'abscisse.  Inversement, 
on  a  vu  qu'à  un  point  de  cet  axe  ne  correspond  qu'un  seul  nombre, 

('  )  C'est  dans  ce  sens  qu'elle  est  développée  dans  le  premier  Chapitre  de  mon  In- 
troduction à  la  Théorie  des  fonctions,  >*  édition,  t.  I,  A.  Hermann,  1904  J'aurai 
plusieurs  fois  à  renvoyer  le  lecteur  à  cet  Ouvrage,  où  les  démonstrations  sont  pré- 
sentées à  un  autre  point  de  vue  que  dans  les  présentes  Leçons.  Ces  renvois  seront 
faits  sous  la  rubrique  :  Intr. 
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son  abscisse.  Lorsque  deux  nombres  sont  égaux  ils  ont  même  repré- 
sentation décimale  :  réciproquement,  quand  les  représentations  déci- 
males de  deux  nombres  sont  les  mêmes,  ces  deux  nombres  sont 
égaux. 

Lorsque  la  définition  des  nombres  A  et  B  n'est  pas  la  même,  c'est 
que  les  classes  qui  définissent  l'un  des  nombres  ne  sont  pas  les  mêmes 
que  celles  qui  définissent  l'autre,  que  les  points  de  l'axe  X'X  dont 
ces  nombres  sont  les  abscisses  respectives  ne  sont  pas  les  mêmes. 

J'introduis  ici  la  convention  commode  d'employer  le  même  sym- 
bole, numérique  ou  littéral,  pour  désigner  à  la  fois  un  nombre  et  le 
point  de  l'axe  X'X  dont  ce  nombre  est  l'abscisse.  En  mettant  le 
mot  nombre  ou  le  mot  point  devant  ce  symbole,  on  évite  toute  con- 
fusion. 

Si  les  deux  nombres  A,  B  ne  sont  pas  égaux,  c'est  que  les  deux 
points  A,  B  ne  coïncident  pas;  l'un  de  ces  points,  B  par  exemple,  est 
au  delà  de  l'autre  A;  on  dit  alors  que  le  nombre  B  est  plus  grand 

FiK.  3. 


que  le  nombre  A,  que  le  nombre  A  est  plus  petit  que  le  nombre  B, 
et  l'on  écrit  B  ^  A  ou  A  <  B;  il  y  a  entre  les  points  A,  B  des  points 
d'abscisse  rationnelle;  si  a  est  un  tel  point,  on  voit  que  le  nombre 
rationnel  a  appartient  à  la  classe  supérieure  relative  à  A,  à  la  classe 
inférieure  relative  à  B  ;  réciproquement,  s'il  existe  un  tel  nombre,  le 
point  dont  il  est  l'abscisse  est  à  droite  du  point  A,  à  gauche  du 
point  B;  le  point  B  est  à  droite  de  A,  le  nombre  B  est  plus  grand  que 
le  nombre  A.  L'existence  d'un  nombre  rationnel  plus  grand  que  le 
nombre  A,  plus  petit  que  le  nombre  B,  peut  donc  être  prise  pour  la  dé- 
finition abstraite  (')  de  l'inégalité  B>A.  Les  inégalités  B>>  A,  C>»B 
entraînent  G>>  A,  car  le  point  B  étant  à  droite  du  point  A,  le  point  G 
étant  à  droite  du  point  B,  il  faut  bien  que  le  point  G  soit  à  droite  du 
point  A. 

Un  nombre  est  &{{.  positif  s'A  est  plus  grand  que  zéro,  négatif  ?>^\\ 
est  plus  petit  que  zéro;  les  nombres  positifs  sont  représentés  par  des 


(')  C'est  sur  celte  défînilion  abstraite  que,  logiquement,  la  théorie  de  l'inégalité 
doit  être  fondée  {Jntr.,  p.  17). 
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points  situés  à  droite  du  point  O  ;  les  nombres  négatifs,  par  des  points 
situés  à  gauche  du  point  O. 


Fig.  4. 


A' 


A  tout  point  de  l'axe  correspond  un  point  A.',  symétrique  de  A  par 
rapport  au  point  O.  Les  nombres  A  et  A'  sont  dits  symétriques  ('); 
chacun  d'eux  est  le  symétrique  de  l'autre  ;  le  nombre  zéro  doit  être 
regardé  comme  son  propre  symétrique.  I3es  deux  nombres  A,  A',  s'ils 
ne  sont  pas  nuls  tous  deux,  l'un  est  positif,  l'autre  est  négatif. 

Si  A  désigne  un  nombre,  on  convient  de  représenter  par  +  A  le 
même  nombre  que  A,  par  —  A  le  symétrique  de  A. 

Si  le  nombre  A  est  défini  par  une  coupure,  il  est  bien  aisé  de  voir 
quelle  est  la  coupure  qui  définit  le  nombre  symétrique  A'  :  les 
nombres  rationnels  plus  petits  que  A'  sont  les  nombres  rationnels 
plus  grands  que  A  changés  de  signe;  les  nombres  rationnels  plvis 
grands  que  A'  sont  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  A,  égale- 
ment changés  de  signe;  cette  remarque  contient  évidemment  la  défi- 
nition abstraite  de  deux  nombres  symétriques. 

Celui  des  deux  nombres  A,  —  A  qui  est  positif  peut  être  regardé 
comme  la  valeur  absolue  commune  à  ces  deux  nombres. 

17.  Addition,  soustraction.  —  Soient  A,  B  deux  nombres  quel- 
conques; la  somme  A  +  B  de  ces  deux  nombres  est,  par  définition, 
un  nombre  plus  grand  que  la  somme  de  deux  nombres  rationnels 
quelconques,  respectivement  plus  petits  que  A,  B  et  plus  petit  que 
la  somme  de  deux  nombres  rationnels  quelconques,  respectivement 
plus  grands  que  A,  B. 

Voici  comment  on  doit  pratiquer  la  séparation  des  nombres  rationnels  en 
deux  ou  trois  classes  qui  définit  cette  somme  au  sens  du  n°  H. 

On  range  dans  une  première  classe  tout  nombre  rationnel  égal  ou  inférieur 
à  la  somme  de  deux  nombres  rationnels,   respectivement  plus  petits  que  A  et 


(')  On  dit  plus  souvent  égaux  et  de  signes  contraires  :  outre  qu'elle  est  longue, 
celte  façon  de  parler  est  contradictoire;  si  deux  nombres  sont  égaux,  ils  ne  sont  pas 
de  signes  contraires.  Il  faudrait,  pour  la  rendre  correcte,  l'allonger  encore  et  dire 
égaux  en  valeur  absolue  et  de  signes  contraires.  Enfin  on  verra  plus  loin  qu'elle  ne 
peut  s'appliquer  aux  nombres  imaginaires,  qui  n'ont  pas  de  signe. 
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que  B;  dans  une  seconde  classe  tout  nombre  rationnel  égal  ou  supérieur  à  la 
somme  de  deux  nombres,  respectivement  plus  grands  que  A  et  que  B.  Il  est 
clair  que  chaque  nombre  de  la  première  classe  est  inférieur  à  n'importe  [quel 
nombre  de  la  seconde  classe. 

Il  n'y  a  pas,  dans  la  première  [classe,  de  nombre  plus  grand  que  tous  les 
autres  nombres  de  cette  classe,  car,  si  le  nombre  c  a  été  rangé  dans  la  pre- 
mière classe,  c'est  qu'il  est  inférieur  ou  égal  à  la  somme  de  deux  nombres 
rationnels  a,  6,  respectivement  plus  petits  que  A,  B;  or,  dans  la  classe  infé- 
rieure relative  à  A,  il  y  a  un  nombre  rationnel  a!  plus  grand  que  a,  dans  la 
classe  inférieure  relative  à  B,  il  y  a  un  nombre  rationnel  b'  plus  grand  que  b\ 
leur  somme  a' -H  6'  a  dû  être  rangée  dans  la  première  classe  de  notre  classifi- 
cation :  or,  elle  est  plus  grande  que  a  -+-  6  et,  par  suite  que  c.  De  même,  il  n'y 
a  pas,  dans  la  seconde  classe,  dénombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres 
nombres  de  cette  classe. 

Enfin  il  y  a  des  nombres  pris  respectivement  dans  la  première  et  dans  la 
seconde  classe,  qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut  :  si  l'on  veut  avoir  deux 
pareils  nombres,  dont  la  différence  soit  moindre  que  e,  il  suffira  de  choisir  deux 
nombres  rationnels  «  et  ai,  l'un  plus  petit,  l'autre   plus    grand  que  A  et  tels 

que  l'on  ait  «i  —  a  <  '-t    puis  deux  nombres  rationnels  6,  b^  l'un  plus  petit, 

l'autre  plus  grand  que  B  et  tels  que  l'on  ait  6,  —  6  <  -;  a  -i-  6  appartiendra  à  la 

première  classe,  ai-i-èi  à  la  seconde,   et  l'on  aura  (ai-r-6i)  —  (a-f-6)<£. 

D'après  cela,  il  ne  peut  échapper  qu'un  seul  nombre  rationnel  à  notre 
classification  :  en  effet,  un  nombre  rationnel  a  qui  échappe  à  cette  classification 
est  forcément  plus  igrand  que  la  somme  de  deux  nombres  rationnels  quel- 
conques, respectivement  plus  petits  que  A,  B,  c'est-à-dire  que  n'importe  quel 
nombre  de  la  première  classe,  et  plus  petit  que  n'importe  quel  nombre  de  la 
seconde  classe;  il  ne  peut  donc  y  avoir  deux  nombres  rationnels  a,  ^  (a  <[  ^) 
qui  échappent  à  la  classification,  puisque  alors  la  différence  entre  un  nombre 
de  la  seconde  classe  (plus  grand  que  ^)  et  un  nombre  de  la  première  (plus  petit 
que  a)  devrait  être  supérieure  à  ^  —  a. 

S'il  n'échappe  aucun  nombre  à  la  classification,  celle-ci  définit  une  coupure 
du  type  I,  c'est-à-dire  un  nombre  irrationnel,  qui  satisfait  manifestement  à  la 
définition  de  la  somme  qu'on  a  donnée  au  début. 

S'il  échappe  un  seul  nombre  rationnel  à  cette  classification,  c'est  ce  nombre 
rationnel  lui-même  qui  est  la  somme  des  nombres  A,  B.  On  est  dans  le  cas  de 
la  séparation  en  trois  classes. 

La  définition  adoptée  pour  la  somme  de  deux  nombres  A,  B 
s'étend  de  suite  à  la  somme  d'autant  de  nombres  A,  B,  C,  . . .,  L  que 
l'on  voudra.  Celle-ci  est  plus  grande  que  la  somme  de  nombres 
rationnels  quelconques,  respectivement  plus  petits  que  A,  B,  C,  ...,  L, 
et  plus  petite  que  la  somme  de  nombres  rationnels  quelconques,  res- 
pectivement plus  grands  que  A,  B,  C,  ...,  L. 
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Que  cette  condition  définisse  une  séparation  des  nombres  rationnels  en  deux 
ou  trois  classes  (n"  12),  c'est-à-dire  un  nombre  irrationnel  ou  rationnel,  c'est 
ce  qui  résulte  évidemnient  des  raisonnements  employés  pour  le  cas  de  deux 
nombres. 

11  résulte  de  cette  définition,  et  de  ce  fait  que  la  somme  de  plusieurs 
nombres  rationnels  ne  dépend  pas  de  l'ordre  de  ces  nombres,  que  la  somme 
des  nombres  A,  B,  G,  . . .,  L  ne  dépend  pas  non  plus  de  leur  ordre,  puisque, 
quel  que  soit  cet  ordre,  les  classes  inférieure  ou  supérieure  relatives  à  la  somme 
seront  constituées  de  la  même  façon. 

Au  lieu  de  définir  tout  d'un  coup  la  somme  des  nombres  A,  B,  ...,L, 
on  peut  les  supposer  rangés  dans  un  certain  ordre,  ajouter  le  second 
au  premier,  le  troisième  au  résultat,  le  quatrième  au  nouveau  résultat, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  tous  les  nombres.  En  se 
reportant  au  cas  de  deux  nombres,  on  reconnaît  de  suite  que  la 
somme,  ainsi  définie,  satisfait  à  la  condition  imposée  par  la  première 
définition,  en  sorte  que  les  deux  définitions  s  )nt  équivalentes. 

Comme  on  peut  amener  aux  premiers  rangs  tels  termes  de  la  somme 
que  l'on  veut,  et  que,  d'après  la  seconde  définition,  on  doit,  pour 
effectuer  la  somme,  ajouter  d'abord  entre  eux  ces  premiers  termes, 
on  voit  que,  dans  une  somme  quelconque,  on  peut  remplacer  tels 
termes  que  l'on  veut  par  leur  somme  effectuée. 

Pour  figurer  la  somme  de  nombres  représentés  par  des  lettres  ou 
des  symboles  quelconques,  rangés  dans  un  ordre  déterminé,  on  com- 
mence par  placer  le  signe  -+-  devant  ceux  de  ces  symboles  qui  n'ont 
pas  de  signe  apparent,  et  l'on  écrit  les  uns  à  la  suite  des  autres  ces 
symboles  ainsi  affectés  de  signes  :  toutefois  l'habitude  est  de  supprimer 
le  signe  qui  précède  le  premier  symbole,  si  c'est  un  signe  -+- .  Ainsi 
A  —  B  H-  G  représente  la  somme  obtenue  en  ajoutant  à  A  le  nombre 
—  B,  puis  le  nombre  G  au   résultat. 

Les  propriétés  fondamentales  de  l'addition  peuvent  être  résumées 
dans  les  formules  suivantes  : 

(  I  )  A  +  B  =  B  4-  A, 

(2)  '  A+(B +-G)  =(A-HB)-f-G. 

(3)  Ah-o=A,  '     ■ 

(4)  A  — A^o. 

Les  deux  premières  se  trouvent  avoir  été  détnontrées  par  ce  qui 
précède  :  elle  constituent  ce  que  l'on  appelle  la  propriété  commu- 
tative  et  la  propriété  associative  de  l'addition. 
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En  les  admettant,  et  en  regardant  une  somme  d'un  nombre  quel- 
conque de  termes  comme  obtenue  en  ajoutant  le  second  au  premier, 
le  troisième  au  résultat,  etc.,  elles  suffisent  à  montrer  que,  dans  une 
pareille  somme,  on  peut  intervertir  l'ordre  des  deux  premiers  termes, 
des  deux  derniers,  de  deux  termes  consécutifs;  qu'on  peut  ranger  les 
termes  dans  l'ordre  qu'on  veut,  remplacer  enfin  tels  termes  que  l'on 
veut  par  leur  somme  effectuée.  A  cause  des  égalités  (3)  et  (4),  qui  se 
démontrent  sans  peine  en  recourant  aux  définitions,  on  peut,  dans 
une  somme  quelconque,  supprimer  des  termes  dont  la  somme  est 
nulle  et,  en  particulier,  deux  termes  symétriques. 

Deux  nombres  A  et  B  étant  donnés,  la  différence  entre  le  nombre 
A  et  le  nombre  B  est,  par  définition,  un  nombre  ,r  tel  que  l'on  ait 

Supposons  que  ce  nombre  x  existe,  en  ajoutant  —  B  aux  deux 
membres  de  l'égalité  précédente,  on  voit  qu'on  doit  avoir 

B-f-^  — B  =  A—  B; 

or,  le  premier  membre  est  égal  à  x^  d'après  les  remarques  précé- 
dentes; le  nombres,  s'il  existe,  est  la  somme  du  nombre  A  et  du 
symétrique  —  B  du  nombre  B;  d'ailleurs,  si  l'on  ajoute  B  à  cette 
somme  A  —  B,  elle  devient  A  —  B  -|-  B  ou  A,  en  vertu  des  mêmes 
remarques;  le  nombre  .r  existe,  il  est  unique,  et  égal  à  A  —  B;  ce 
dernier  symbole  représente  aussi  bien  la  différence  entre  A  et  B  que 
la  somme  de  A  et  de  —  B. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  l'égalité 

PR  =  PQ  -^  QR, 

Fis:.  5. 


où  PR,  PQ,  QR  sont  les  équivalents  algébriques  des  vecteurs  PR,  PQ,  QR 
situés  sur  l'axe  X'X,  dans  le  cas  où  ces  vecteurs  ne  sont  pas  tous  commensu- 
rables  à  l'unité  de  longueur.  Cette  démonstration,  lorsque  les  nombres  PK, 
PQ,  QR  sont  positifs  et  mesurent  ainsi  les  longueurs  des  segments  PR,  PQ, 
QR,  résulte  de  ce  que  le  segment  PR  est  plus  grand  que  les  segments  obtenus 
en  plaçant  bout  à  bout  deux  segments  respectivement  plus  petits  que  PQ,  QR 
et  plus  petit  que  le  segment  obtenu  en  plaçant  bout  à  bout  deux  segments 
respectivement  plus  grands  que  PQ,  QR,  en  sorte  que  le  nombre  qui  mesure 
la  longueur  de  PR  doit  être  plus  grand  que  la  somme  de  deux  nombres  ration- 
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nels  mesurant  les  longueurs  de  deux  segments,  commensurables  à  l'unité  de 
longueur,  respectivement  plus  petits  que  PQ,  QR,  ....  On  reconnaît  la  défi- 
nition de  la  somme  des  deux  nombres  PQ,  QR.  La  proposition,  démontrée 
dans  ce  cas,  s'étend  ensuite,  comme  on  le  sait,  à  tous  les  autres,  en  examinant 
les  diverses  dispositions  que  peuvent  avoir  les  points  P,  Q,  R  sur  l'axe  X'X. 

18.  Multiplication,  division.  —  Pour  définir  le  produit  de  deux 
nombres  A  et  B,  je  supposerai  d'abord  que  ces  deux  nombres  soient 
positifs  ;  alors  le  produit  AB  de  ces  deux  nombres  est,  par  définition, 
un  nombre  positif  plus  grand  que  le  produit  de  deux  nombres  ration- 
nels positifs  plus  petits  respectivement  que  A,  B  et  plus  petit  que  le 
produit  de  deux  nombres  rationnels  plus  grands  que  A,  B. 

La  séparation  des  nombres  rationnels  en  deux  ou  trois  classes,  qui,  d'après 
cela,  définit  le  nombre  AB,  est  pareille  à  celle  qu'on  a  expliquée  tout  au  long 
pour  l'addition  ;  elle  repose  sur  ce  qu'un  produit  de  deux  facteurs  augmente 
quand  on  augmente  ces  facteurs  et  sur  ce  qu'il  varie  très  peu  quand  on  modifie 
très  peu  les  facteurs;  je  ne  m'y  arrêterai  pas  davantage. 

Quand  l'un  des  nombres  A,  B  est  nul,  le  produit  AB  est  nul  par 
définition. 

Quand  l'un  ou  l'autre  des  nombres  A,  B  est  négatif",  on  définit  la 
valeur  absolue  du  produit  comme  le  produit  des  valeurs  absolues  de 
ces  deux  nombres,  et  l'on  complète  la  définition  du  produit  AB  parla 
règle  des  signes,  telle  qu'on  l'enseigne  au  début  de  l'Algèbre.  Pour 
définir  le  produit  de  plusieurs  nombres  positifs  A,  B,  C,  ...,  L  rangés 
(ou  non)  dans  vin  certain  ordre,  on  peut  procéder  comme  pour  l'addi- 
tion, (définir  ce  produit  tout  d'un  coup,  ou  de  proche  en  proche. 
Dans  le  premier  cas  on  suppose  d'abord,  comme  pour  deux  facteurs, 
que  les  nombres  A,  B,  G,  .  .  . ,  L  sont  positifs  et  l'on  complète  la  défi- 
nition encore  par  la  règle  des  signes. 

Il  est  aisé  de  déduire  des  définitions  les  propriétés  qu'expriment 
les  égalités 

(i)  AB  =  BA, 

(•2)  A(BC)  =  (AB)C, 

(3)  (A^B)G  =  AG  +  GB, 

(4)  A  XI- A, 

auxquelles  je  joins  encore  celle-ci  : 

(5)  A  X  o  =  o, 

que  j'ai  signalée  plus  haut  comme  une  définition. 
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Les  égalités  (i),  (2)  exprimenl  ce  que  l'on  appelle  les  propriétés 
cominutative  et  associative  de  la  multiplication,  l'égalité  (3)  la  pro- 
priété distributive  relativement  à  l'addition. 

Les  propositions  bien  connues  relatives  â  un  produit  de  plusieurs 
facteurs  se  déduisent  sans  peine  de  celles  qu'on  vient  d'écrire.  11  en 
est  de  même  de  celles  qui  concernent  les  exposants. 

A  chaque  nombre  A,  non  nul,  correspond  son  inverse  B,  tel  que 
l'on  ait  AB  =^  i.  Supposons  d'abord  que  A  soit  positif,  la  séparation 
des  nombres  rationnels  en  classes  qui  définit  le  nombre  B  s'obtiendra 
comme  il  suit  :  dans  la  première  classe  on  range  tout  nombre  qui  est 
l'inverse  d'un  nombre  rationnel  plus  grand  que  A,  le  nombre  o  et  les 
nombres  négatifs  ;  dans  la  seconde  classe,  tout  nombre  qui  est  l'in- 
verse d'un  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  A. 

11  est  bien  aisé  de  voir  que  cette  définition  implique  l'égalité  AB  r=z  i 
et  qu'elle  est  nécessitée  par  cette  égalité. 

Si  le  nombre  A  est  négatif,  son  inverse  est  un  nombre  négatif  dont 
la  valeur  absolue  est  l'inverse  de  la  valeur  absolue  du  nombre  A. 

Si  B  est  l'inverse  de  A,  A  est  l'inverse  de  B.   L'inverse   de  A  se 

I 
représente  par  -^  • 

Le  nombre  o  ne  peut  avoir  d'inverse,  à  cause  de  l'égalité  (5). 

Les  deux  nombres  A,  B  étant  donnés,  et  le  second  n'étant  pas  nul, 
le  rapport  de  A  à  B,  ou  le  quotient  (exact)  de  A  par  B,  est,  par  défi- 
nition, un  nombre  x  tel  que  l'on  ait 

B:r  =  A. 

Ce  nombre  est  unique  et  s'obtient  en  multipliant  A  par  l'inverse 

de  B  ;  c'est  ce  qu'on  reconnaît  sans  peine  en  copiant  le  raisonnement 

•  •  •  .  A 

qui  a  été  lait  pour  la  soustraction  :  il  se  représente  par  ^  ou  A  :  B. 

Les  propriétés  qu'expriment  les  égalités 


A  m 

A 

Bm 

-  B' 

A-hB 

G       ~ 

A        B 

^  G  ^  G 

A        A' 
B  ^  B' 

AA' 

BB'' 

A  .  A 

AB' 

B  •  B" 

~  AB' 

se  démontrent  comme  dans  les  éléments  de  l'Algèbre. 
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19.  Le  lecteur  n'a  pas  manqué  de  remarquer  que  les  définitions  et 
démonstrations  ont  été  données  de  façon  à  s'appliquer  aussi  bien  aux 
nombres  rationnels  qu'aux  nombres  irrationnels,  et  qvie,  quand  il 
s'agit  de  nombres  rationnels,  les  définitions  des  opérations  sont 
d'accord  avec  les  définitions  classiques. 

Les  propositions  fondamentales  relatives  au  calcul  des  nombres  ra- 
tionnels s'étendent  donc  au  calcul  des  nombres  irrationnels  ;  il  en  est 
de  même  de  toutes  les  conséquences  qu'on  en  déduit  dans  les  élé- 
ments de  l' Algèbre,  conséquences  sur  lesquelles  je  crois  inutile  d'in- 
sister. 

En  particulier,  les  règles  élémentaires  relatives  aux  combinaisons 
d'inégalités  résvdtent  de  ces  propositions.  Voici  quelques  applications 
importantes  de  ces  règles  au  sujet  qui  nous  occupe. 

Si  A.  est  un  nombre  quelconque,  il  y  a,  parmi  les  nombres  (ration- 
nels) de  la  classe  inférieure  relative  à  A  et  ceux  de  la  classe  supérieure 
relative  à  A,  des  nombres  qui  diffèrent  de  A  aussi  peu  qu'on  le  veut  : 
en  effet,  il  y  a  dans  les  deux  classes  des  nombres  qui  diffèrent  entre 
eux  aussi  peu  qu'on  le  veut  et  leur  différence  mutuelle  est  plus 
grande,  en  valeur  absolue,  que  la  difierence  de  l'un  ou  l'autre  d'entre 
eux  avec  A. 

Si,  en  représentant  par  a  un  nombre  rationnel  positif,  on  désigne 
par /?a  et  (/r  +  i)a  les  valeurs  approchées  de  A  à  a  près  par  défaut  et 
par  excès,  il  est  maintenant  permis  d'écrire,  quel  que  soit  A,  les  iné- 
galités /ia£  A  ^  (/ï  H- i)a  et  de  dire  que  la  différence  entre  nrx. 
ou  (/?  +  i)a  et  A  est,  en  valeur  absolue,  au  plus  égale  à  a.  Chacune 
de  ces  différences,  évidemment  variables  avec  a,  reste  plus  petite  que 
tel  nombre  positif  qu'on  voudra,  pourvu  que  a  reste  lui-même  suffi- 
samment petit;  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  les  valeurs 
approchées  de  A  à  a  près,  par  défaut  ou  par  excès,  ont  pour  limite  A, 
quand  a  tend  vers  zéro. 

Plus  particulièrement,  si  l'on  désigne  par  ««  la  valeur  approchée 
de  A  à  — -  près,  par  défaut,  on  dira  que  «„  a  pour  limite  A,  quand  n 
augmente  indéfiniment,  ou  que  la  suite  m,,  u-i^,  .  .  .,  «„,  ...  a  pour 
limite  A,  pour  dire  que  la  difïerence  entre  A  et  ii,i  reste,  en  valeur 
absolue,  plus  petite  que  tel  nombre  positif  qu'on  veut,  pourvu  que  n 
soit  suffisamment  grand.  La  même  façon  de  parler  s'applique  naturel- 
lement aux  valeurs  approchées,  à  —  près,  par  excès. 
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On  est  assuré  que  les  deux  nombres  A,  B  sont  égaux  lorsqu'on 
peut  prouver  que  leur  difierence  A  —  B  est  moindre,  en  valeur 
absolue,  que  tel  nombre  positifs  que  l'on  veut.  En  effet,  si  les  deux 
nombres  n'étaient  pas  égaux,  leur  différence  ne  serait  pas  nulle  et,  en 
prenant  e  inférieur  à  la  valeur  absolue  de  celte  différence,  il  serait 
impossible  que  la  valeur  absolue  de  A  —  B  fut  moindre  que  s. 

Plus  particulièrement,  comme  l'on  a,  quel  que  soit  <7, 

A  — B  =  (A  — a)  — (B  — «), 

on  est  assuré  de  l'égalité  des  deux  nombres  A,  B,  quand  on  est  assuré 
de  pouvoir  trouver  des  nombres  a  dont  la  différence  avec  A  et  B  soit 
moindre,  en  valeur  absolue,  que  tel  nombre  positif  qvie  l'on  \oudra. 
Par  exemple,  si  l'on  sait  seulement  que  les  classes  inférieures  relatives 
aux  nombres  A,  B  sont  identiques,  sans  rien  savoir  sur  les  autres 
classes  relatives  à  ces  deux  nombres,  on  peut  affirmer  que  ces  deux 
nombres  sont  égaux  ;  il  j  a,  en  effet,  dans  la  classe  inférieure 
commune  à  A  et  à  B,  des  nombres  rationnels  a  qui  approchent  au- 
tant qu'on  le  veut  de  A  et  de  B. 

C'est  sur  les  propriétés  fondamentales  des  opérations,  ou  sur  les 
combinaisons  d'inégalités  résultant  de  ces  propriétés,  qu'on  fonde  en 
arithmétique  la  théorie  des  erreurs  et  des  calculs  approchés  ;  cette 
théorie  s'applique  sans  difficulté  aux  nombres  irrationnels  dont  on  a 
des  valeurs  approchées  (').  Connaissant  des  valeurs  rationnelles  a, 


(')  Les  mots  valeur  approchée  peuvent  être  pris  dans  des  sens  différents,  qu'il 
importe  de  distinguer. 

Les  Taleurs  approcliées  d'un  nombre  a,  à  a  près,  par  défaut  et  par  excès,  ont  clé 
définies  d'une  façon  précise  aux  numéros  5,  13. 

Quand  on  dit  une  valeur  approchée  du  nombre  A,  sans  épitlièle,  on  entend  sim- 
plement un  nombre  a  qui  diffèx'e  peu  de  A,  un  nombre  tel  que  la  valeur  absolue  de 
Verreur  A  —  a  que  l'on  commet  en  remplaçant  A  par  a  soit  petite  :  Sur  le  sens  des 
mois  petit  et  grand,  je  donnerai  tout  à  l'heure  quelques  explications.  Si  l'on  dit 
d'un  nombre  a  qu'il  est  une  valeur  approchée  de  A  avec  une  erreur  moindre  que  le 
nombre  positif  a,  on  entend  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  A  —  a  est  moindre 
que  a  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  A  est  compris  entre  a  —  aeta  +  a:a  n'est 
pas  nécessairement  alors  une  valeur  approchée  de  A  à  a  près,  sauf  dans  le  cas  <»ii  a 
est  de  la  forme  «a,  n  étant  un  nombre  entier,  positif  ou  nul;  si  les  représentations 
décimales  des  nombres  a  —  a,  a  -i-  a  coïncident  dans  leurs  premiers  chiffres,  ceux-ci 
appartiennent  à  la  représentation  décimale  de  A. 

Voici  maintenant  quelques  observations  sur  la  signification  des  mots  peti^,  grand, 
auxquels  le  lecteur  est  prié  de  se  reporter  à  l'occasion  :  il  ne  s'agit  ici  que  des  va- 

T.  3 
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6,  c,  ....  approchées  de  nombres  quelconques  A,  B,  C,  .  .  .  et  des 
limites  supérieures  des  \aleurs  absolues  des  erreurs  A  —  «ta,  B  —  b^ 
C  —  r,  .  .  . ,  on  sait  calculer  une  limite  supérieure  des  erreurs  com- 
mises en  remplaçant  dans  une  addition,  une  soustraction,  une  multi- 
plication, une  division,  les  nombres  exacts  par  leurs  valeurs  appro- 
chées ;  on  sait  trouver  aussi,  pour  ces  diverses  opérations,  une  limite 
de  l'erreur  qu'il  est  permis  de  commettre  sur  les  nombres  approchés 
pour  que  l'erreur  sur  le  résultat  ne  dépasse  pas  une  limite  donnée. 

Si,  par  exemple,  on  veut  avoir  le  produit  du  nombre 

<?  =  2, 7182818...,         Tr  =  3,i|i5 926 . . . , 

avec  une  erreur  moindre  que >  on  pourra  substituer  à  ces  nombres  les  va- 

1 000 

leurs  e' =  2,7183,  r' =;  3,  i4i6,  approchées  toutes  les  deux  par  excès  avec  une 


leurs  absolues.  Il  restera  d'ailleurs,  dans  l'emploi  de  ces  termes,  une  certaine  impré- 
cision. 

Tout  d'abord  il  est  nécessaire  de  distinguer  le  sens  absolu  et  le  sens  relatif  des  mots 
petit  et  grand.  Quand  ces  mots  sont  employés  au  sens  absolu,  on  doit  rejjardcr  le 
nombre  i  comme  n'étant  ni  petit  ni  grand;  si  maintenant  il  s'agit  d'un  nombre  po- 
sitif a,  le  plus  simple  pour  évaluer,  dans  quelque  mesure,  sa  petitesse  ou  sa  gran- 
deur, parait  être  de  se  reporter  à  sa  représentation  décimale  :  si  celte  représentation 
comporte  une  partie  entière,  non  nulle,  le  nombre  a  ne  sera  pas  petit;  il  ne  con- 
viendrait guère  de  le  regarder  comme  grand  si  cette  partie  entière  ne  comporte  qu'un 
cliillVe;  le  nombre  de  chiffres  de  celte  partie  entière  fournira  une  évaluation  gros- 
sière de  Tordre  de  grandeur  de  a.  On  voit  le  vague  qui  subsiste  dans  cette  définition, 
puisque  deux  nombres  entiers,  l'un  de  trois  chiffres,  par  exemple,  l'autre  de 
quatre,  peuvent  dilférer  très  peu.  Lorsque  la  partie  entière  est  nulle,  le  nombre  n'est 
pas  grand.  Il  ne  conviendra  guère  de  le  regarder  comme  petit  si  le  premier  cliiffre 
décimal  n'est  pas  un  zéro  :  le  nombre  de  zéros  qui  suivent  la  virgule  avant  qu'on 
rencontre  un  chiffre  autre  qu'un  zéro  fournira  de  même  une  évaluation  grossière  de 
l'ordre  de  petitesse  du  nombre,  avec  la  même  restriction  que  tout  à  l'heure.  Il  est 
clair  que  l'inverse  d'un  grand  nombre  doit  être  regardé  comme  petit,  que  l'inverse 
d'un  petit  nombre  doit  èlre  regardé  comme  grand.  En  disant  qu'un  nombre  a  est 
voisin  d'un  nombre  b,  on  entend  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  a  —  b  est 
petile.  J'emploierai  souvent  l'expression  un  nombre  voisin  deo,  pour  dire  un  nombre 
dont  la  valeur  absolue  est  petite,  afin  d'éviter  la  confusion  entre  les  deux  sens  du  mot 
petit,  suivant  qu'il  s'agit,  ou  non,  des  valeurs  absolues. 

En  disant  maintenant  qu'un  nombre  (positif)  a  est  petit  ou  grand  par  rapport  à 

un  nombre  (  positif)  b,  on  entend  que  le  rapport  -  est  petit,  ou  grand,  au  sens  absolu 

(jue  l'on  vient  d'essayer  de  préciser. 

Disons  de  suite  que  les  mots  infiniment  petit,  infiniment  grand,  dont  on  fera 
ultérieurement  usage,  ont  une  signification  tout  autre;  ils  ne  s'appliquent  qu'à  des 
variables  :  il  s'agissait  ici  de  nombres  fixes. 
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erreur  moindre  que r>  l  erreur  sur  le  produit  8,53981  128  sera  en  trop  et 

moindre  que 

•>. .  lo'  lo* 

le  produit  cherché  sera  inl'érieur  à  8,53g8i  et  supérieur  à  8,5  394;  la  valeut* 
8,539  ^^^  approchée  à  un  millième  près  par  défaut.  On  aurait  pu  se  servir 
aussi,  pour  atteindre  le  même  but,  de  la  règle  de  la  multiplication  abrégée. 

J'ajoute  enfin  une  dernière  remarque. 

Si  Ton  combine  par  addition,  soustraction,  multiplication  ou  divi- 
sion un  nombre  rationnel  non  nul  a  et  un  nombre  irrationnel  A,  le 
résultat  est  un  nombre  irrationnel,  comme  on  le  voit  de  suite  en  rai- 
sonnant par  l'absurde  :  si  le  produit  a  A,  par  exemple,  était  un  nombre 

r  itionnel  6,  l'ésalité  «  A  =  ^  entraînerait  A  =  -  :  A  serait  rationnel. 
°  a 

La  proposition  subsiste  pour  l'addition  et  la  soustraction  lors 
même  que  a  est  nul. 

Si  les  deux  nombres  que  l'on  combine  sont  irrationnels,  le  résultat 
peut  être  rationnel  ou  irrationnel.  Par  exemple  le  produit  de  \li 
par  \Ji  est  2,  comme  on  le  reconnaît  en  se  reportant  aux  définitions 
de  y/2  et  du  produit  de  deux  nombres  irrationnels  :  ce  fait  est  d'ailleurs 
un  cas  particulier  d'une  proposition  générale,  qui  sera  démontrée  au 
numéro  suivant. 


§  2.  —  CALCUL  DES  RADICAUX.  EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES, 
NÉGATIFS,  IRRATIONNELS. 

20.  Définition  de  la  racine  m'*"""*.  —  Soient  m  un  nombre  naturel 
autre  que  i  et  A  un  nombre  positif  quelconque,  la  racine  m'^™*  arith- 
métique de  A  est  un  nombre  positif  qui,  élevé  à  la  puissance  /«,  re- 
produit A.  Un  tel  nombre,  s'il  existe,  est  évidemment  unique, 
puisque  la  puissance  m'®™"  d'un  nombre  positif,  plus  petit  ou  plus 
grand  que  lui,  est  évidemment  plus  petite  ou  plus  grande  que  A. 

S'il  y  a  un  nombre  rationnel  dont  la  puissance  m'^'""  soit  égale  à  A, 
c'est  le  nombre  cherché  :  ceci  ne  peut  arriver  que  si  A  est  lui-même 
rationnel,  puisque  le  produit  de  plusieurs  nombres  rationnels  est  tou- 
jours rationnel. 
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Supposons  inaiiilenant  qu'il  ri'j  alf  aucun  nombre  rationnel  posilit' 
dont  la  puissance  nV^'"''  soit  égale  à  A;  alors  les  nombres  rationnels  po- 
sitifs pourront  se  séparer  en  deux  classes;  on  mettra  dans  la  première 
tous  ceux  dont  la  m'^'""  puissance  est  moindre  que  A,  dans  la  seconde 
tous  ceux  dont  la  nV^'""  puissance  dépasse  A  :  les  nombres  de  la  pre- 
mière classe  sont  tous  plus  petits  que  n'importe  quel  nombre  de  la 
seconde  classe;  on  a  donc  défini  une  coupure  dans  l'ensemble  des 
nombres  rationnels  positifs  ;  cette  coupure  définit  elle-même  un 
nombre  B;  le  produit  de  m  nombres  rationnels  positifs  plus  petits  que  Ji 
estau  plus  égal  à  la  puissance  m"""'^  du  plus  grand  d'entre  eux,  fpii  ap- 
partient à  la  première  classe  :  cette  puissance  /«"^""''  est  donc  moindre 
que  A  :  le  produit  de  m  nombres  rationnels  positifs  moindres  ([ue  13 
est  inférieur  à  A;  de  même  le  produit  de  m  nombres  rationnels  plus 
grands  que  B  dépasse  A.  A  est  donc,  en  vertu  de  la  définition  de  la 
multiplication,  égal  au  produit  de  m  nombres  égaux  à  B,  égal  à  B'". 
B  est  la  racine  wi"^""^  de  A;  cette  racine  se  représente  par  \  A;  Vi/i- 
dice  m  se  supprime  habituellement  quand  il  est  égal  à  2. 

Lorsque  A  est  nul,  sa  racine  /?t"'""'  est  nulle  aussi. 

Lorsque  A  est  négatif,  il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas,  suivant 
que  m  est  pair  ou  impair. 

Si  A  est  négatif  et  m  pair,  il  n'y  a  pas  de  nombre  réel  (  ')  dont  la 
puissance  m'^'"''  soit  égale  à  A,  puisque  la  puissance  711""""  de  o 
est  o,  et  que  la  puissance  ni^^'"''  d'un  nondjre  positif  ou  négatif  est  un 
nombre  positif.  Le  symbole  y/A  est  dénué  de  sens. 

Si  A  est  négatif  et  m  impair,  il  y  a  un  nombre  et  un  seul  dont  la 
puissance  /«'^'"•=  est  égale  à  A,  c'est  le  noud^re  négatif  —  V^l  ^  !  '  ')'  '^ 
serait  légitime  de  remplacer  ce  symbole  par  ^A;  toutefois  il  nous  sera 
commode,  dans  ce  qui  suit,  de  supposer  que  les  nombres  dont  on 
prend  la  racine  ne  sont  jamais  négatifs. 

Remarquons  enfin  que,  si  A  est  positif,  et  si  m  est  pair,  il  v  a  deux 
nombres  réels  dont  la  puissance  m'*^""^  est  égale  à  A,  el  seulement  deux. 
y/ A  représentera  toujours  dans  ce  qui  suit  le  nombre /?o.si///"  unique 
dont  la  puissance  /?i"""*^  est  égale  à  A  ou,  comuie  on  dit,  la  raciue  />^"^"'•^ 


(')  Je  ruppelle  que  les  nombres /'e'e/s  sont  le  nombre  o  et  les  nombres  relatifs  dont 
la  valeur  absolue  est  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel  ;  les  nombres  réels  ont  seuls 
été  définis  jusqu'ici. 

(^)  Le  symbole  |  A  |  s'énonce  et  veut  dire  valeur  absolue  de  A. 
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arithmétique  de  A;  la  puissance  m''""'^  du  nombre  négatif  —  y/ A  est 
aussi  égale  à  A;  c'est  d'ailleurs  le  seul  nombre  négatif  qui  jouisse  de 
cette  propriété,  puisque  la  puissance  m'*^""^  de  la  valeur  absolue  d'un 
lel  nombre  doit  être  égale  à  A,  en  sorte  que  cette  valeur  absolue  est 
le  nombre  y/A,  défini  plus  haut.  Lorsque  m  est  impair,  il  n'y  a  pas 
de  nombre  négatif  dont  la  puissance  m"""""  soit  égale  au  nombre 
positif  A. 

D'après  les  conventions  qui  précèdent,  on  doit  écrire  y/a^=  a  ou  ya-  =  —  a, 
suivant  que  a  est  positif  ou  négatif  :  on  a,  dans  tous  les  cas,  v/a*  =  |  «  |. 

21.  Je  répète  encore  une  fois  que,  dans  ce  qui  suit,  les  nombres 
dont  on  écrira  les  racines  seront  toujours  supposés  positifs  ou  nuls, 
ainsi  que  les  racines  elles-mêmes.  l*our  prouver  qu'un  nombre  Best  la 
racine  //i'*^"""  arithmétique  d'nn  nombre  positif  A,  il  suffira  de  prouver 
que  ce  nombre  est  positif  et  que  sa  puissance  m'"""^  est  égale  à  A. 

Pour  extraire  la  racine  /«"^'"^  d'un  produit  de  nombres  positifs, 
ou  du  rapport  de  deux  nombres  positifs,  on  peut  exti^aire  la  racine 
^^lème  (jg  chacun  des  facteurs  du  produit,  ou  de  chacun  des  termes  du 
rapport  :  en  d'autres  termes,  sîa,  b,c,  ...,  /représentent  des  nombres 
positifs,  on  a 

(!)  "{^^b^::!  =  "^  'Vb  Te...  W, 

Dans  les  deux  égalités,  les  deux  membres  sont  essentiellement  po- 
sitifs; pour  démontrer  la  première  il  suffit  de  prouver  que  la  puis- 
sance //i""""^  du  second  membre  est  égale  à  abc.l]  or,  cela  résulte  de 
ce  que  la  puissance  m'^*"*^  d'un  produit  s'obtient  en  élevant  chacun 
des  facteurs  à  la  puissance  m.  La  seconde  résulte  de  même  de  la  règle 
pour  élever  un  rapport  à  la  puissance  m. 

Si  a  et  k  sont  des  nombres  positifs,  on  a 

(3)  kT^^'Vk^; 

en  efl'et,  le  second  membre  d'après  l'égalité  (i)  est  égal  à  ^k"^\Ja^  et 
par  conséquent  a  A"  y  «. 

Par  exemple  2  yji  est  égal  à  y  8. 
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L'égalité  (3)  permet  de  faire  entrer  un  facteur  positif  sous  un  ra- 
dical qui  le  multiplie;  on  fait  passer  le  facteur  sous  le  radical,  en 
l'élevant  à  la  puissance  marquée  par  l'indice  du  radical;  inversement 
on  peut  faire  sortir  d'un  radical,  dont  l'indice  est  m,  un  facteur  qui  est 
une  puissance  /^z""""  exacte,  en  extrayant  la  racine  /?z"'""'  de  ce  facteur. 

Si,  a  étant  toujours  positif,  k  était  négatif  et  si  m  était  pair,  /l'use- 
rait positif;  on  aurait  alors 

le  dernier  membre  est  positif  comme  le  preuiier. 

Si  dans  l'égalité (i)  on  suppose  que  les  nombres  «,  />,  .. .,  /  soient 
égaux  et  qu'il  y  ait/>  de  ces  nom])res,  elle  devient 

(4)  '"v/^'^(V«)". 

Ainsi,  pour  élèvera  la  puissance/>'^""^la  racine  /?i"^""  d'un  nombrepo- 
sitif,  on  peut  élever  ce  nombre  à  la  puissance/),  et  en  extraire  ensuite 
la  racine  w''^""^';  on  dit,  dans  le  même  sens,  que,  pour  élever  un  radical 
d'indice  m  à  la  puissance  yo,  il  suffît  d'élever  à  la  puissance/?  la  quan- 
tité sous  le  radical  ou,  ce  qui  revient  au  luéme,  de  multiplier  par  p 
l'exposant  dont  est  afiectée  cette  quantité  sous  le  radical. 

Pour  le  même  objet,  on  peut  tout  aussi  bien,  lorsque  l'indice  du 
radical  est  un  multiple  de  />,  diviser  cet  indice  par  />;  en  d'autres 
termes,  si  l'on  suppose  m  =  pq,  q  étant  entier,  on  a 


(5)  (\7^)  =y«; 

les  deux  membres  de  cette  égalité  étant  positifs,  il  suffit,  pour  prouver 
leur  égalité,  de  montrer  que  leurs  puissances   ^'«^""^^^  sont  égales  ;   la 

puissance  ^'^™*'  du  second  membre  est  a,  celle  du  premier  est  (  \/a) 
ou  a. 

Pour  extraire  la  racine  /?'''"'^  d'un  radical,  il  suffit  d'en  multiplier 
l'Indice  par/?;  en  d'autres  termes,  on  a 

(6)  Ç/T^^""^^. 

Il  suffit  en  effet  de  prouver  que  les  puissances  /;?/?"^""'^  des  deux 
membres  sont  égales  ;  celle  du  second  membre  est  évidemment  a  ;  celle 
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du  premier  peut  s'obtenir  en  l'élevant  d'abord  à  la  puissance  />,  ce  qui 
donne  ^  a,  puis  en  élevant  le  résultat  à  la  puissance  /??,  ce  qui  donne 
encore  a.  L'égalité  (6)  entraîne  évidemment  la  sui\anle 

(7)  \/%=V'v^.<, 

qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  pour  extraire  la  racine  yy'^'"^  dun  radical 
d'indice  w,  il  suffit  d'extraire  la  racine />'''"'"^  de  la  quantité  sous  ce  ra- 
dical. Si  la  quantité  sous  le  radical  est  une  puissance  yo'"""';  si,  en  par- 
ticulier, elle  est  mise  sous  la  forme  d'une  quantité  affectée  d'un  expo- 
sant qui  soit  un  multiple  de/?,  il  suffira,  pour  extraire  la  racine  /?'*'"'", 
de  diviser  cet  exposant  par/?.  On  a,  en  d'autres  termes. 


(8)  s!"i/bF,=  sl';/bFri  =  ";/T^i. 

Par  exemple  :  {^i-  =  y  y/a^  =  y/2. 

Si  un  radical  porte  sur  une  quantité  affectée  d'un  exposant,  si  l'in- 
dice du  radical  et  l'exposant  de  la  quantité  sous  le  radical  ont  un  fac- 
teur commun,  on  peut  supprimer  ce  facteur;  en  d'autres  termes,  on  a 

le  premier  membre  est  en  effet  égal  à  la  racine  />"^"'«  de  \/a''i  ou  de  a''. 
Cette  proposition  permet  de  simplifier  un  radical  en  divisant  l'indice 
du  radical  et  l'exposant  de  la  quantité  sous  le  radical  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur. 
On  a  par  exemple 

Inversement,  on  peut  évidemment  multiplier  par  un  même  nombre 
naturel  l'indice  d'un  radical  et  l'exposant  de  la  quantité  sous  le  radi- 
cal. 

Cette  remarque  permet,  étant  donnés  plusieurs  radicaux  d'indices 
différents,  de  les  remplacer  par  des  radicaux  égaux,  et  de  même  indice. 
On  peut  prendre  pour  l'indice  commun  le  plus  petit  commun  multiple 
des  indices  donnés.  On  élèvera  la  quantité  placée  sous  chaque  radical 
à  une  puissance  dont  l'exposant  est  le  quotient  du  plus  petit  commun 
multiple  par  l'indice  de  ce  radical. 
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Si,  par  exemple,  on  considère  les  radicaux  /3,  v^a,  v^S,  y-,  on  pourra   les 
remplacer  par 

2  4/T75        2  4/-r       i'\/-r7        2  4/-r 

y-^   V'^*'-   V"''   V'' 

on  aura,  d'après  l'égalité  (i), 

/3  1^2  v/5  y/j  =  5/31^28. 5*. 7-'; 

on  aurait  de  même 

^  6/3ÏÏ 


v/3  _^6/^' 
3/- 


^ 


22.  Exposants  fractionnaires.  —  L'analogie  entre  la  simplification 
des  radicaux,  la  réduction  de  plusieurs  radicaux  à  un  même  indice  et 
la  simplification  des  fractions,  la  réduction  des  fractions  au  même 
dénominateur  est  bien  évidente;  elle  sviggère  naturellement  la  nota- 
tion des  exposants  fractionnaires,  que  je  vais  expliquer. 

Soit  a  un  nombre  positif  :  l'expression  a"  est  définie  en  Arithmé- 
tique comme  le  produit  de  n  facteurs  égaux  à  a\  elle  n'a  de  sens  que 
si  n  est  un  nombre  naturel;  on  va  lui  en  donner  un  quand  n  est  une 
fraction  —  dont  les  termes  sont  des  nombres  naturels  />,  q  :  on  a  alors, 
par  définition, 


r 


r 
si  q  est  plus  grand  que  i  ;  lorsque  q  est  égal  à  i ,  on  donne  à  a'  la 

même  signifiration  qu'à  aP. 
p 
Le  symbole  a''  conserve  la  même  valeur  quand  on  remplace  —  par 

une  fraction  égale. 

En  cfîel,  supposons  d'abord  qvie  p  soit  divisible  par  q  et  que  l'on 
ail p=Jiq,  n  étant  un  nombre  naturel;  on  a,  par  définition, 

n  'Il 

a'  —  \'a"i, 

et  le  second  membre  est  égal  à  a"  :  le  résultat  sera  évidemment  le 
même  si  l'on  remplace  la  fraction  —par  une  autre  fraction  égale  à  n. 

Si  p  n'est  pas  divisible  par  q^  soit  ^  la  fraction  irréductible  égale 

3 
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à  —  ,  on  aura  p  =  p'  /■,  q  =  '/'/",  en  désignant  par  r  un  nombre  naturel  ; 

r_  vj^  .^ ^ , 

par  dëfinition,  d'  ou  a'''  est  égal  à  yaP'''^^  \^cl^  'i  le  résultat  sera 

évidemment  le  même  si  l'on  remplace  -  par  n'importe  quelle  aulx-e 

fraction  égale,   puisque  celle-ci  devra  être  égale  à  la  même  fraction 

irréductible  ^ ,  • 

q 

Avec  cette  notation,  les  règles  relatives  à  la  simplification  d'un 
radical,  ou  à  la  réduction  de  plusieurs  radicaux  au  même  indice  sont 
les  mêmes  que  les  règles  relatives  à  la  simplification  d'une  fraction, 
à  la  réduction  de  plusieurs  fractions  au  même  dénominateur. 

Mais  il  y  a  plus,  les  autres  règles  relatives  au  calcul  des  exposants 
s'étendent  à  ces  exposants  fractionnaires  :  ces  règles,  que  le  lecteur 
traduira  s'il  le  veut  en  langage  ordinaire,  s'expriment  par  les  égalités 
suivantes,  où  a  désigne  toujours  un  nombre  positif,  où/-»,  q^  />',  ^'  dé- 
signent des  nombres  naturels,  d'ailleurs  quelconques, 


(I) 

(2) 

/    l\l'        P£ 
(3)  \a'^  J    =am\ 

Considérons  d'abord  la  première  de  ces  égalités,  elle  a  besoin  de 
quelque  explication  :  le  second  membre  en  effet  n'a  pas  été  défini  : 
on  n'a  défini  que  les  quantités  affectées  d'un  exposant  représenté  par 

une  fraction  à  termes  entiers.  Il  fautentendre  que  -  +  A  est  remplacé 

par  la  fraction  à  termes  entiers  — r— ^'  qui,  en  vertu  des  règles  de 

l'Arithmétique,  est  la  somme  des  deux  fractions  -,  =^>  ou  par  une 
fraction  égale  à  — r-^'  Ces  explications  une  fois  comprises,  la  dé- 
monstration de  l'égalité  (i)  est  immédiate  :  le  second  membre  est,  par 
définition, 


r' 

/' 

p' 

:«''  = 

p' 

P     P' 

11 


7/ Wi .   'N'r 'h —   'ïi — r 

>^a^'i  .«/'  '/  =   \/aP't  .    ^at"  'i  —  \J  ai> .  \J  ai>  ; 
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le  dernier  membre,  d'après  la  définition  des  exposants  fractionnaires, 
n'est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  l'égalité  à  démontrer. 

Il  est  bien  aisé  de  voir  que  la  règle  qu'exprime  l'égalité  (i)  pour 
deux  facteurs  s'étend  à  un  produit  de  3,  /\,  ...  facteurs. 

L'égalité  (:>.)  suppose,  pour  qu'elle  ait  un  sens,  que  l'on  ait  —  >  — , » 

ou  pr/^ p'rj',  on  doit  entendre  le  second  membre,  de  la  même  façon 
que  le  second  membre  de  l'égalité  (i),  c'est-à-dire  que  l'expo- 
sant  — .    doit  être    remplacé    par    la    fraction  à    termes   entiers 

— r— ^'  ou  P^ii'  i^ine  fraction  éeale;   elle  se  démontre  soit  comme 

qg  ^  ^        ' 

l'égalité  (i),    soit  en  constatant  que,  en  vertu    de    l'égalité  (i),   les 

al 

deux  membres  deviennent  égaux  quand  on  les  multiplie  par  a^ . 

L'égalité  (3)  est  évidente  si  q  et  q'  sont  égaux  à  i;  la  démonstra- 
tion est  immédiate  si  q'  est  égal  à  i. 

Je  me  borne  au  cas  où  q  et  q'  sont  plus  grands  que  i ,  le  premier 
membre  de  l'égalité  (3)  représente,  en  vertu  des  définitions,  la  puis- 

p         

sauce  p'  de  la  racine  q'  de  la  quantité  a'^=^aP;  en  d'autres  termes, 
ce  premier  membre  est  égal  à 


['n/î^I 


or,  la  quantité  élevée  à  la  puissance  p'  n'est  autre  chose  que  \/rt'^ 
et,  pour  élever  cette  quantité  à  la  puissance  p',  il  suffit  de  multiplier 
par  p'  l'exposant  p  de  la  quantité  sous  le  radical;  on  obtient  ainsi 

'if  aPP' ^  qui  est  la  définition  même  du  second  membre. 

Cette  égalité  (3)  contient,  comme  cas  particuliers,  les  règles  sui- 
vantes, où  /•  désigne  un  nombre  naturel. 

Pour  élever  une  quantité  affectée  d'un  exposant  fractionnaire  à  la 
puissance  /■,  il  suffit  de  multiplier  par  r  le  numérateur  de  l'exposant. 

Pour  extraire  la  racine  r'è">e  d'une  quantité  affectée  d'un  exposant 
fractionnaire,  il  suffit  de  multiplier  par  r  le  dénominateur  de  l'expo- 
sant. 

Exposant  zéro.  —  L'égalité  (2)  n'a  pas  de  sens  quand  on  a  —  =  —,  : 
elle    reste    toutefois  vraie  si   l'on    convient   de   regarder  a"    comme 
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égal  à    I  ;  c'est  une  convention  qui  sera  adoptée  dorénavant.   Il  est 
clair  qu'en  adoptant  cette  convention,  on  a  les  égalités  analogues  aux 

égalités  (i),  (2),  (3) 


a 


£ 

P 

+  0 

P 

,-/_ 

«0 

= 

a'' 

= 

a'', 

p 

P 

0 

P. 

,fl  ■ 

:ao 

— 

a'' 

^ 

a'' 

\a' )   ^oP       =  ao  =  i  =  {a^f  , 
a'^x  ao=  «0+0  =  a»  =  I , 


en  d'autres  termes,  les  règles  de  calcul  relatives   aux  exposants  se 
conservent,  avec  cette  nouvelle  extension. 

Exposants  négatifs.  —  Les  exposants  rationnels  que  l'on  a  consi- 
dérés étaient  des  nombres  absolus,  entiers,  fractionnaires  ou  nuls. 
Conformément  aux  conventions  de  l'algèbre,  on  confond,  ici  encore, 

les  nombres  positifs  avec  leurs  valeurs  absolues;  a+-,  a    -  ont,  par 

\_ 
définition,  le  même  sens  que  a-,  «". 

On  va,  maintenant,  définir  les  puissances  négatives  d'un  nombre 
positif  a. 

On  a,  par  définition,  en  désignant  par  a  un  nombre  rationnel 
positif  (ou  absolu) 

(4)  «-=^; 


P 
termes  soient  des  nombres  naturels,  on  a 


d'une  façon  plus  explicite,   si  -  est  une  fraction  égale  à  a  dont  les 


'aP 


l'égalité  (4),  qui  peut  s'écrire  a''^.a'^^=.  i,  pour  s'énoncer  en  disant 
que,  si  l'on  élève  un  même  nombre  positif  a  à  deux  puissances 
rationnelles  qui  soient  des  nombres  symétriques  a  et  —  a,  on  obtient 
deux   nombres  inverses  l'un    de   l'autre;    ou    voit   dès    lors    qu'elle 
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subsiste,  lors  même  que  a  est  négatif.  En  se  reportant  à  la  définition 
de  l'exposant  o,  on  voit  qu'elle  est  encore  vraie  quand  a  est  nul. 

Les  règles  relatives  au  calcul  des  exposants  subsistent  avec  cette 
nouvelle  extension,  cest-à-dire  que  l'on  a,  quels  que  soient  les 
nombres  rationnels  a,  [ii  positifs,  nuls  ou  négatifs, 

(5)  «''.«?--=  «a+.S^ 

(6)  «a.-aP^aa-P, 

(7)  (««)?=  aap. 

On  doit  entendre  la  première  égalité,  par  exemple,  de  la  façon  sui- 
vante :  dans  le  second  membre,  a  +  |i  doit  être  remplacé  par  la  frac- 
tion dr  — ,  à  termes  entiers  positifs/?,  q  que  l'on  obtient  en  effectuant 
la  somme  a  +  p,   d'après  les  règles  de  l'arithmétique  et  de  l'algèbre 

élémentaire,  et  a^+P  doit  être  regardé  comme  égal  à  \/aP  ou  à  —3:^ 

'l/ai' 

suivant  que  la  somme  a  +  [^  est  égale  à  +  —  ou  à  —  —  •    Si  a  +  [3 

était  nul,  a*+P  devrait  être  regardé  comme  égal  à  i .  Les  autres  égalités 

s'interprètent  de  la  même  façon. 

Lorsque  a  et  [j  sont  positifs  ou  nuls,  l'égalité  (5)  résulte  des  règles 
relatives  aux  exposants  positifs  ou  nuls. 

Si  a  est  positif  et  si  [3  =  —  ^'  est  négatif,  le  premier  membre  de 
l'égalité  (5)  est,  par  définition,  égal  à 

a'^.  —rr  =  a'^  '.  aP'. 
a? 

Si  p'  est  égal  ou  inférieur  à  a,  le  second  membre  est  égal  à  a*~f''; 
mais  a  —  ^'  est  alors  égal  à  a  +  [3,  l'égalité  (5)  est  vérifiée.  Si  ^'  était 
supérieur  à  a,  on  aurait 

«x  :  aP'  =  —1—  =  a -'?'-«', 


la  dernière  égalité  résultant  de  la  définition  des  exposants  négatifs, 
puisque  [^' —  a  est  positif;  mais  —  ([i' —  a)  n'est  autre  chose  que  a-f-jS; 
l'égalité  (5)  est  encore  vérifiée. 

Si  a  est  négatif  el  ^  positif,  l'égalité  (5)  est  encore  vraie,  comme 
on  le  volt  en  échangeant  les  deux  nombres  a,  ^  :  on  est  ramené  au 
cas  précédent. 
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Si  a  r—  —  a'  et  ^  =  — ^  |^'  sont  tous  deux  négatifs,  le  premier  membre 
K        de  l'égalité  (5)  est,  par  définition,  égal  à 


«!*'     aP'        a*'-t| 


—  ^-(aVB')  —  /-/.a+3. 


Enfin,  on  reconnaît  sans  peine  que  l'égalité  (5)  est  encore  vraie 
quand  l'un  ou  l'autre  des  nombres  a,  j^  est  nul. 

L'égalité  (6)  est  contenue  dans  l'égalité  (5)  :  en  effet,  on  a,  dans 
tous  les  cas. 


et,  par  suite. 


a? 


or  le  second  nombre,  en  vertu  de  l'égalité  (5),  est  égal  à  a  élevé  à  la 
puissance  a  +  ( —  ^3)  =  a  —  ^. 

Enfin  l'égalité  (7)  se  démontre  encore,  dans  tous  les  cas,  en  remon- 
tant aux  définitions  et  aux  règles  pour  la  multiplication  des  nombres 
relatifs . 

23.  Exposants  irrationnels.  —  Il  reste,  pour  compléter  ce  sujet,  à 
définir  «'^  quand  a  est  irrationnel  :  on  suppose  toujours  rt>o;  je 
vais  commencer  par  supposer  «>>i.  Le  nombre  irrationnel  a  est 
défini  par  une  coupure  qui  sépare  les  nombres  rationnels  en  deux 
classes,  la  classe  inférieure  qui  comprend  tous  les  nombres  ration- 
nels pliis  petits  que  a,  la  classe  supérieure  qui  comprend  tous  les 
nombres  rationnels  plus  grands  que  a.  Par  définition,  «^  sera  un 
nombre  plus  grand  que  tout  nombre  obtenu  en  élevant  n  à  une  puis- 
sance dont  l'exposant  est  un  nombre  (rationnel)  de  la  classe  infé- 
rieure, relative  à  a,  plus  petit  que  tout  nombre  obtenu  en  élevant  a  à 
une  puissance  dont  l'exposant  est  un  nombre  (rationnel)  de  la  classe 
supérieure,  relative  à  a. 

On  montrera  qu'il  y  a  bien  là  une  définition  du  nombre  rt^,  en 
prouvant  que  chaque  nombre  obtenu  en  élevant  a  à  une  puissance; 
rationnelle  y.'<^OL  est  inférieur  à  n'importe  quel  nombre  obtenu  en 
élevant  a  à  une  puissance  rationnelle  oC'^ol,  et  que,  parmi  les 
inombres  de   la  première  et  de   la    seconde    espèce,   il   s'en    trouve 
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qui  difïerent  aussi  peu  qu'on  le  veut;  ou  s'aidera  enfin,  pour  com- 
pléter la  démonstration,  d'une  image  analogue  à  celle  du  n"  10. 

24.  I  "  Je  vais  prou\  er  que,  si  a'  et  a"  sont  deux  nombres  rationnels, 
dont  le  premier  est  inférieur  au  second,  on  a 

(i)  a*'>a*"; 

cette  inégalité  équivaut  évidemment  à  la  suivante  : 

«*"  „     , 

a" —  cl'  est  un  nombre  rationnel  positif  :  l'égalité  précédente  sera  donc 
établie  si  l'on  montre  qu'en  élevant  un  nombre  a  plus  grand  que  i  à 

une   puissance    rationnelle  positive    ->   on  obtient  un  nombre  plus 

grand  que  i  ;  en  d'autres  termes,  on  a 

ciP  est  le  produit  de  p  facteurs  égaux  à  a,  donc  plus  grands  que  i; 
aP  est  plus  grand  que  i  :  l'inégalité  précédente  sera  établie  si  l'on 
prouve  que  la  racine  q^'^'"''  d'un  nombre  A  plus  grand  que  i  est  elle- 
même  plus  grande  que  i;  or  elle  ne  peut  être  plus  petite  que  i, 
puisque  la  puissance  ^"^""^dun  nombre  plus  petit  que  i  est  plus  petite 
que  I  et  ne  peut  donc  être  égaleà  A;  laracine  ^'«""^  de  A  ne  peut  pas  non 
plus  être  égale  à  i  puisque  la  puissance  ^'è"'"  de  i  est  i .  La  racine  ^'«'"^ 
de  A  est  donc  plus  grande  que  i.  La  proposition  énoncée  et  l'inéga- 
lité (i)  sont  établies. 

2"  Je  vais  prouver,  en  désignant  par  a',  a"  des  nombres  rationnels 
assujettis  seulement  à  être  inférieurs,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre 
positif  fixe  /•,  que  les  nombres  a^\  a'^'  sont  aussi  voisins  qu'on  le 
veut,  pourvu  que  a'  soit  suffisamment  voisin  de  a"  :  on  a,  en  suppo- 
sanl  a  <<  a  , 

««"—««'=  a«'(«^"~*'— '); 

les  deux  facteurs  du  second  membre  sont  positifs,  puisque,  a" — a' 
étant  positif,  on  a  a"^""^' —  i  >>  o;  le  facteur  a*' est  d'ailleurs  moindre 
que  «',  puisque  a' est  plus  petit  (pie  /■;  on  a  donc  en  posant,  pour 
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abréger,  a" —  a'=  j3, 

o  <  a^t'—  «»'<  a'(aP— I); 

pour  établir  la  proposition  énoncée,  il  suffit  de  prouver  que  la  quantité 
qui  figure  dans  le  dernier  niouibre  des  inégalités  précédentes  est  plus 
petite  que  tel  nombre  positif  t  que  Ton  voudra,  pourvu  que  jB  soit  suf- 
lisamment  petit. 

Or,  si  l'on  désigne  par  m  la  valeur  approchée  de  „  par  excès,  à  une 
unité  près,  on  aura 

i_  _ 

«i>v,  3<— ,  «?<a"'     ou     V" 

p  m 

et,  par  conséquent, 

o  <C  a? —  [  <  V^  — 'i; 

lout  est  donc  ramené  à  montrer  que  le  nombre  positif  [-a — i  est 
plus  petit  que  £'=  — _,  pourvu  que  l'on  prenne  m  assez  grand;  en 
d'autres  termes,  que  l'une  ou  l'autre  des  inégalités  équivalentes 

"(/«  —  !<£',       "i/â<l^t\       «<(!  +  £')'« 

est  vérifiée,  pourvu  que  l'on  prenne  le  nombre  naturel  m  assez 
grand. 

Le  nombre  (i +£')'"   étant  supérieur  à    i -hms'  ('),   il  suffira  de 

(')  Ceci  se  démontre  de  proche  en  proche  :  on  a  évidemment 

(l-î-î)-  =  l4-2c-;-£=<I+2c 

en  admettant  que,  pour  le  nombre  naturel  n,  on  ait 

(1+   c)">l  +  «c, 

on  en  cohclut,  en  multipliant  les  deux  membres  par  (i  +  e),  que  l'on  a 

(l  +  £)»+»>(l-4-«£)(H-c)  ou  I-h  (n+Oc  -1-  /Je' 

et,  par  suite, 

(  I  +  «  )"+'  >  i-H  (  «  +  I  )  £  ; 

la  proposition  est  vraie  pour  n  —  2,3,  ...  ;  elle  est  générale. 
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prendre  m  assez  grand  pour  avoir  i  +  ms'>>«;  de  prendre,  par 
exemple,  m  supérieur  à  la  partie  entière  de 

a  —  i   _  {a  —  \)a'' 

t'  £ 

Notons  en  passant  que  l'on  a  établi  la  proposition  suivante  : 
Si  a',  a"  sont  des  nombres  rationnels  plus  petits  en  valeur  absolue 
(|ue  le  nombre  positif  /•,  on  aura 

I  a*"— a*'|  <  t 

pourvu  que  la  valeur  absolue  de  a" —  a'  soit  inférieure  à  — >  en  dési- 

1              •            -,         1     («  —  ï)a''  .1' 

gnant  par  m  la  partie  entière  de 1  augmentée  d  une  unile. 

Sous  cette  forme  la  proposition  ne  suppose  pas  a'<:^  a". 

25.  Revenons  à  la  définition  de  a"',  quand  a  est  un  nombre  quel- 
conque. Si  l'on  désigne  par  a',  a"  des  nombres  rationnels  tels  que 
l'on  ait 

(i)  a'  <  a  <  a", 

et  d'ailleurs  quelconques,  on  aura 

il  y  a  des  nombres  rationnels  a',  a"  satisfaisant  à  la  condition  (i)  qui 
sont  aussi  voisins  qu'on  le  veut,  et  tels,  par  conséquent,  que  rt*^' 
ela'^"  soient  aussi  voisins  qu'on  le  veut. 

Imaginons  que,  sur  l'axe  X'X,  on  ait  marqué  en  bleu  tous  les 
points  dont  l'abscisse  est  de  la  forme  rt^',  en  rouge  tous  les  points 
dont  l'abscisse  est  de  la  forme  a"^"  ;  cliaque  point  bleu  est  en  deçà  de 
chaque  point  rouge.  Au  delà  de  chaque  point  bleu,  par  exemple  du 
point  rt*',  il  y  a  d'autres  points  bleus,  par  exemple  le  point  a°''',  en 
prenant  pour  a',  un  nombre  rationnel  satisfaisant  aux  conditions 

a'  <  a'j  <  a  ; 

de  même,  en  deçà  de  chaque  point  rouge,  il}  a  d'autres  poinis  rouges. 
Colorons  en  bleu  la  partie  de  l'axe  qui  est  à  gauche  de  n'importe 
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quel  point  bleu,  en  rouge  la  partie  de  l'axe  qui  est  à  gauche  de  n'im- 
porte quel  point  rouge.  Appelons  point  blanc  tout  point  (s'il  y  en  a) 
qui  n'est  coloré  ni  en  bleu  ni  en  rouge.  La  partie  bleue  n'empiète 
pas  sur  la  partie  rouge;  entre  les  parties  rouge  et  bleue  il  n'y  a  pas 
d'intervalle  blanc,  puisqu'il  y  a  des  points  bleus  et  des  points  rouges 
aussi  voisins  qu'on  le  veut. 

La  partie  bleue  et  la  partie  rouge  ne  peuvent  être  séparées  que  par 
un  point,  en  deçà  duquel  sont  les  points  bleus,  au  delà  duquel  sont 
les  points  rouges,  qui  ne  peut  être  un  point  bleu,  puisque  au  delà  de 
tout  point  bleu  il  y  a  encore  des  points  bleus,  qui  ne  peut  être  un 
point  rouge,  puisqu'en  deçà  de  tout  point  rouge  il  y  a  encore  des 
points  rouges.  C'est  ce  point  de  séparation  dont  l'abscisse  est,  par 
définition,  le  nombre  ft*^. 

Cette  image,  toute  grossière  qu'elle  est,  donnera  au  lecteur  une 
idée  suffisante  de  ce  qu'est  le  nombre  a^  quand  a  est  irrationnel. 

Quant  à  la  définition  abstraite  de  la  coupure  qui  constitue  la 
définition  abstraite  de  rt"^,  il  suffira  de  dire,  en  conservant  aux 
nombres  a',  a"  la  même  signification  que  plus  haut,  qu'on  range 
dans  la  classe  inférieure  tout  nombre  rationnel  qui  est  inférieur  ou 
égal  à  un  nombre  de  la  forme  «"',  dans  la  classe  supérieure  tout 
nombre  rationnel  qui  est  supérieur  ou  égal  à  un  nombre  de  la 
forme  a"".  De  ce  qu'il  y  a  des  nombres  de  la  première  et  de  la  seconde 
forme  qui  sont  aussi  voisins  qu'on  veut,  on  déduit  sans  peine  que,  si 
un  nombre  rationnel  échappe  à  la  classification,  il  est  seul  à  échapper 
à  cette  classification,  et  constitue  la  classe  intermédiaire  du  n°  12;  ce 
nombre  rationnel  unique  est  alors  o!^.  Si  aucun  nombre  rationnel 
n'échappe  à  la  classification,  on  a  afl'alre  au  premier  mode  de  classifi- 
cation du  n"  12;  il  définit  alors  le  nombre  Irrationnel  «".  Il  est  aisé 
de  démontrer,  sous  forme  abstraite,  que,  dans  un  cas  comme  dans 
l'autre,  le  nombre  a'^  est  plus  grand  que  tous  les  nombres  de  la 
forme  rt^',  plus  petit  que  tous  les  nombres  de  la  forme  rt^". 

Lorsque  a'  et  a"  sont  très  voisins  de  a,  et,  par  conséquent,  très 
voisins  l'un  de  l'autre,  les  nombres  a"',  a*'  fournissent  des  valeurs 
approchées  de  a*,  par  défaut  et  par  excès,  avec  une  errreur  moindre 
que  a*'  —  «='';  on  a  donné  à  la  fin  du  numéro  précédent  une  limite 
supérieure  de  cette  erreur,  qui  peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on 
le  veut,  pourvu  qu'on  prenne  a'  et  a"  suffisamment  voisins.  Quant 
aux  nombres  «*',  «*",  on  peut  les  calculer  avec  telle  approximation 
T.  4 
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que  l'on  veut,  par  des  extractions  de  racines.  La  définition  du  nombre 
a*  fournit  ainsi  un  moyen  de  le  calculer  «approximativement. 

Quand  on  se  donne  l'un  des  nombres  rationnels  a',  a",  très  voisin 
de  a,  on  peut  choisir  l'autre  aussi  très  voisin  de  a  et,  par  conséquent, 
très  voisin  du  premier.  Il  suit  de  là  que  l'erreur  qui  consiste  à  rem- 
placer rt"  par  a°'',  ou  a^" ^  peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le 
veut,  pourvu  qu'on  suppose  a',  ou  a",  suffisamment  voisin  de  a. 

La  propriété  fondamentale  qu'exprime  l'égalité 

(l)  ««.«.?=  «a+P 

subsiste  quels  que  soient  les  nombres  a,  [i.  Si  l'on  désigne,  en  ell'et, 
par  a',  a"  et  ^',  |^"  des  nombres  rationnels  tels  que  l'on  ait 

a'<a<a",  ^'<Ji<P", 

on  aura,  en  vertu  de  ces  inégalités  et  de  la  définition  de  a^,  «P, 

d'où  il  résulte  que  le  produit  a^.a^  est  compris  entre  les  produits 
««'.«P'=a«'+P'  et  a^".a^"=a^"^^"\  mais  a'+  ji'  et  7."+  ,3"  sont  des 
nombres  rationnels  qui  vérifient  les  inégalités 

a'+^'<a+!3<a"-i-^", 

et  il  résulte  de  la  définition  de  a°'+P  que  ce  nombre  doit,  comme  le 
produit  a^.aP,  être  compris  entre  a^'^^î''  et  a'^"^^"  ]  or,  les  nombres  a' 
et  a"  d'une  part,  [^'  et  ^'  de  l'autre  peuvent  être  pris  assez  voisins 
pour  que  les  deux  nombres  a'+|3'  et  a"H-[i"  et,  par  suite,  les 
nombres  a*'+f*'  et  a°'"+P"  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut  :  il  ne  peut 
donc  y  avoir  aucune  différence  entre  les  deux  nombres  a'^.a^  et 
«t^+P,  qui  peuvent  être  compris  entre  des  nombres  aussi  voisins 
qu'on  voudra. 

En  supposant  ^  =  —  a  dans  l'égalité  (  i  )  et  en  se  rappelant  qu'on  a 
a"  =  I ,  on  obtient 

«a .  a-a  =  i ,         «-<"  =  —  ; 
a* 

puis,  en  changeant  dans  la  même  égalité  |S  en  —  [ii,  et  tenant  compte 
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de  la  propriété  qu'on  ^ient  d'établir, 


a? 


Pour  la  définition  de  a",  j'ai  supposé  «  >  i  ;  cette  supposition  n'a 
rien  d'essentiel.  Si  a  est  un  nombre /?05 «7// plus  petit  que  i,  on  peut 
reprendre  la  suite  des  piopositions  qui  aboutit  à  la  définition  de  a* 
avec  quelques  modifications,  dont  la  principale  consiste  en  ce  que 
l'on  a,  en  désignant  par  a',  a"  deux  nombres  rationnels,  dont  le  pre- 
mier est  le  plus  petit,  «*'>-  «*"  au  lieu  d'avoir  <7«'<<  «*".  On  évitera 
ce  recommencement  en  remarquant  que,  si  a  est  un  nombre  positif 
plus  petit  que  i,  il  est  l'inverse  d'un  nombre  b  plus  grand  que  i,  et, 
en  définissant  a'^  par  l'égalité 

la  propriété  fondamentale  (  i  )  subsiste  encore. 

Si  a  est  égal  à  i,  i"  est  regardé  comme  égal  à  i,  quel  que  soit  a; 
o*  est  regardé  comme  égal  à  o  si  a  est  positif;  ce  symbole  n'a  pas  de 
sens  quand  a  est  nul  ou  négatif.  Lorsque  a  est  négatif,  le  symbole  a" 
n'a  de  sens  que  si  a  est  un  nombre  entier,  ou  une  fraction  irréduc- 
tible à  dénominateur  impair;  il  n'a  pas  de  sens,  en  particulier,  quand 
a  est  irrationnel. 

11  resterait  à  montrer  que  la  propriété  qu'exprime  l'égalité 

établie  lorsque  a,  ^3  sont  des  nombres  rationnels,  subsiste  dans  tous 
les  cas;  afin  d'éviter  quelques  longueurs,  je  renverrai  cette  démon- 
stration à  un  autre  Chapitre, 

On  peut  enfin  remarquer,  en  revenant  au  cas  où  a  est  plus  grand 
que  I ,  que  la  proposition  qui  termine  le  numéro  précédent  ne  sup- 
pose nullement  que  les  nombres  a',  a"  soient  rationnels;  la  démon- 
stration de  cette  proposition  repose,  en  effet,  sur  des  propriétés  qui 
ont  maintenant  été  étendues  au  cas  des  exposants  irrationnels.  Il  en 
est  de  même  de  cette  inégalité 

a*'  <  a*", 
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qui  a  été  le  point  de  départ  des  explications  du  n"2o;  elle  reste  vraie, 
en  supposant  a'<;a",  lors  même  que  al  et  a"  seraient  irrationnels; 
elle  équivaut,  en  efl'et,  à  l'inégalité  «^"~°''>i,  dans  laquelle  a" — a' 
est  positif;  or  t/P,  si  ,3  est  positif,  est  plus  grand  que  i,  puisque  l'on  a, 
en  désignant  par  [îi'  un  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  (i, 
«^^^  a^'  et  que  a^'  est  plus  grand  que  i . 

§  3.  -  EXTENSION  DE  L'IDÉE  DE  COUPURE  :  ARCS,  AIRES. 

26.  Le  lecteur  n'a  pas  manqué  de  remarquer  que  la  définition  de 
rt^,  pour  a  irrationnel,  reposait  sur  une  extension  de  la  notion  de 
coupure;  je  n'exposerai  pas  ici  les  théorèmes  généraux  auquels  donne 
lieu  celte  extension,  dont  je  me  contenterai  de  donner  tout  à  l'heure 
quelques  exemples. 

Auparavant,  je  veux  faire  une  remarque.  On  n'a  considéré  jusqu'ici 
que  des  coupures  pratiquées  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels; 
on  pourrait,  tout  aussi  bien,  considérer  une  coupure  pratiquée  dans 
l'ensemble  des  nombres  réels,  ranger  tous  ces  nombres  dans  une 
première  et  dans  une  seconde  classes,  tous  les  membres  de  la  première 
classe  étant  plus  petits  que  chaque  nombre  de  la  seconde  classe  ;  une 
pareille  coupure  définit  encore  un  nombre,  comme  on  le  voit,  par 
exemple,  en  pensant  à  l'image  qui  nous  a  servi  plusieurs  fois  :  seule- 
ment, ici,  ce  nombre  a  du  forcément  être  rangé  soit  dans  la  première, 
soit  dans  la  seconde  classe.  On  voit  sans  peine  que,  dans  le  premier 
cas,  il  est  le  plus  grand  des  nombres  de  la  première  classe  et  que, 
dans  le  second,  il  est  le  plus  petit  des  nombres  de  la  seconde  classe. 

Arcs  et  aires.  —  Soit  à  définir  la  longueur  de  la  circonférence 
d'un  cercle  (G).  Désignons,  en  général,  par  p  le  périmètre  d'un 
polygone  [p)  convexe  inscrit  dans  le  cercle,  paryo'  le  périmètre  d'un 
polygone  {p')  circonscrit  au  cercle;  une  proposition  classique  de 
géométrie  élémentaire  fournit  de  suite  l'inégalité  p  <Cp'  ',  d'autre  part, 
un  raisonnement  bien  connu  permet  de  montrer  que,  en  choisissant 
pour  les  polygones  (p)  et  (/?')  des  polygones  réguliers  d'un  même 
nombre  décotes,  suffisamment  grand,  la  différence/?' — p  peut  être 
supposée  aussi  petite  qu'on  le  veut.  Ces  deux  remarques,  en  s'aidant 
de  la  même  image  qui  nous  a  déjà  servi  aux  n"*  10  et  25,  suffisent 
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à  définir  la  longueur  de  la  circonférence  comme  un  nombre  plus 
grand  que  le  périmètre  d'un  polygone  convexe  quelconque  inscrit 
dans  le  cercle,  plus  petit  que  le  périmètre  d'un  polygone  quelconque 
circonscrit  au  cercle.  Il  suffira,  en  effet,  d'imaginer  que  sur  l'axe  X'X 
on  ait  figuré  en  bleu,  d'une  part,  les  points  dont  l'abscisse  est  égale 
au  périmètre  d'un  polygone  convexe  inscrit  ;  qu'on  ait  figuré  en  rouge, 
d'autre  part,  les  points  dont  l'abscisse  est  égale  au  périmètre  d'un  poly- 
gone circonscrit,  qu'on  ait  coloré  en  bleu  toute  la  partie  de  l'axe 
qui  est  en  deçà  d'un  point  bleu,  en  rouge  toute  la  partie  de  la  droite 
qui  est  au  delà  d'un  point  rouge,  pour  reconnaître  que  la  partie  bleue 
ne  peut  empiéter  sur  la  partie  rouge,  et  qu'il  ne  peut  y  avoir  aucun 
intervalle  entre  la  partie  bleue  et  la  partie  rouge;  ces  deux  parties 
sont  séparées  par  un  point  dont  l'abscisse  est  la  longueur  de  la  cir- 
conférence. Un  polygone  inscrit  et  un  polygone  circonscrit  fournissent 
des  valeurs  approchées,  par  défaut  et  par  excès,  de  cette  longueur 
avec  une  erreur  moindre  que  la  différence  entre  les  deux  périmètres. 
Il  va  de  soi  que  cette  définition  pourrait  être  présentée  sous  forme 
abstraite. 

Elle  s'étend  à  la  définition  de  la  longueur  d'une  courbe  fermée 
convexe,  pourvu  qu'on  sache  établir  l'existence  de  polygones  inscrits 
et  circonscrits  dont  les  périmètres  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut. 

Elle  s'étend  aussi  à  la  définition  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
convexe,  en  particulier  à  la  définition  de  la  longueur  d'un  arc  de 
cercle  AB,  celle-ci  étant  plus  grande  que  la  longueur  de  toute  ligne 
brisée  convexe  inscrite  dans  AB,  commençant  en  A,  finissant  en  H, 
et  plus  petite  que  la  longueur  de  toute  ligne  brisée  circonscrite  à  l'arc 
et  limitée  aux  mêmes  points  A,  B. 

Si  l'on  considère  un  troisième  point  G  du  cercle,  tel  que  B  soit 
compris  entre  A  et  G,  et  si  l'on  désigne  respectivement  par  rt,  ft,  c  les 
longueurs  des  arcs  AG,  AB,  BG,  on  aura  a^b  -\-  c. 

Gonsidérons,  en  effet,  une  ligne  brisée  convexe  incrite  dans  l'arc 
AB,  commençant  en  A,  finissant  en  B,  une  ligne  brisée  convexe 
inscrite  dans  l'arc  BG,  commençant  en  B,  finissant-'en  G,  leur  réunion 
constituera  une  ligne  brisée  inscrite  dans  l'arc  AG;  désignons  res- 
pectivement par  6',  c',  a!  les  longueurs  des  lignes  brisées  inscrites 
dans  les  arcs  AB,  BG,  AG;  on  aura  a' =  b' -\- c' ]  or,  en  choisissant 
pour  les  lignes  brisées  des  lignes  brisées  régulières  d'un  nombre  de 
côtés  suffisamment  grand,  on  peut  faire  en  sorte  que  a',  b\  c'  dif- 
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fèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut  de  a,  b^  c;  les  deux  nombres  aelb  -^  c 
sont  donc  égaux,  puisqu'il  y  a  des  nombres  a'=  b' -\-  c'  qui  diffèrent 
aussi  peu  qu'on  le  veut  de  l'un  ou  de  l'autre. 

L'aire  d'un  cercle  (C)  peut  se  définir  de  la  même  façon.  Désignons 
par  p  l'aire  d'un  poljgone  (/?)  dont  la  ligne  fermée  qui  le  limite  ait 
tous  ses  points  à  l'intérieur  du  cercle  G  ou  sur  sa  circonférence;  par 
/j'  l'aire  d'un  polygone  (/>')  dont  la  ligne  fermée  qui  le  limite  ait  tous 
ses  points  à  l'extérieur  du  cercle  (C)  ou  sur  sa  circonférence;  on  aura 
p  <^  p' .  D'un  autre  côté,  en  prenant  pour  les  polygones  [p)  et  (/?') 
des  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés,  suffisamment 
grand,  il  est  aisé  de  voir  que  la  différence  p' —  p  peut  être  supposée 
aussi  petite  qu'on  le  veut. 

L'aire  du  cercle  peut,  d'après  cela,  être  regardée  comme  un 
nombre  plus  grand  que  l'aire  de  n'importe  quel  polygone  {p)i  plus 
petit  que  l'aire  de  n'importe  quel  polygone  (/?')•  Cette  propriété,  en 
vertu  d'une  démonstration  que  je  crgis  inutile  de  répéter,  suffit  à  dé- 
finir cette  aire.  Les  nombres/?  ety^'  en  fournissent  des  valeurs  appro- 
chées avec  une  erreur  moindre  que />'  —  p. 

Il  est  évident  que  ce  mode  de  définition  s'étend  à  l'aire  d'une 
courbe  fermée  quelconque,  pourvu  qu'on  sache  prouver  que,  parmi 
les  polygones  intérieurs  à  la  courbe  et  les  polygones  extérieurs,  il  y 
en  a  dont  les  aires  diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut. 

On  pourrait  ensuite  démontrer,  d'une  façon  analogue  à  celle  dont 
on  s'est  servi  pour  les  arcs,  que,  si  l'on  considère  deux  aires  P,  Q, 
limitées  respectivement  par  les  lignes  ABC,  DBC,  qui  ont  une  partie 
commune,  les  deux  aires  n'ayant  pas  de  points  communs  en  dehors 
de  la  limite  commune  BC,  le  nombre  P  -H  Q  mesure  l'aire  totale, 
obtenue  en  supprimant  la  limite  commune  BC,  et  limitée  ainsi  par 
la  courbe  ABDC.  On  suppose,  bien  entendu,  que  la  définition  qui  a 
été  précédemment  esquissée  s'applique  aux  aires  considérées. 


EXERCICES. 

1.  Calculer  les  valeurs  approchées  à  o,oi  près,  par  défaut,  des  nombres 
-,      T.\      -,      ^2,      s/r.  —  ^e, 
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en  supposant 

t:  =:  3,14159. . .,         6  =  2,71828.... 

2.  Soit  a  un  nombre  entier  plus  grand  que  i  et  n  un  nombre  naturel  quel- 
conque ;  la  valeur  approchée  à  —  près,  par  défaut,  d'un  nombre  quelconque  A 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

A„  =  ao+^-l--+...  +  -, 

en  désignant  par  ao  un  nombre  entier  et  par  ai,  a,,  . . .,  a„  des  nombres  entiers 
positifs  ou  nuls,  moindres  que  a,  et  ne  peut  être  mise  sous  cette  forme  que 
du  ne  seule  façon. 

En  supposant  «  =  2,  A  =  ^2,  «  =  lo,  calculer  les  nombres  ao,  a,,  a^  . . .,  aïo- 

3.  En  supposant  qu'on  ait  obtenu,  sous  la  forme  indiquée  dans  l'exercice 
précédent,  la  valeur  approchée  à  —  près  de  A,  par  défaut,  quelle  est  la  valeur 

approchée  de  A,  par  excès,  à  —  près  ?  quelle  est  la  valeur  approchée  de  A  par 

défaut,  à  —  près,  en  supposant  que  le  nombre  naturel/)  soit  inférieur  à  n? 


■4.  En  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  l'exercice  (2),  il  est  clair 
que,  si  l'on  se  donne  les  nombres  A  et  a,  le  nombre  a,î  est  déterminé,  quelque 
grand  que  soit  le  nombre  naturel  n  :  Dans  quel  cas  arrive-t-il  que  tous  les 
nombres  a/j  soient  nuls  à  partir  de  l'un  d'eux?  Dans  quel  cas  arrive-t-il  qu'ils 
se  reproduisent  périodiquement,  à  partir  de  l'un  d'eux  ? 

Quelle  est  la  période  des  nombres  «i ,  «2,  •  •  • ,  ^n-,  •  •  -i  quand  on  prend  a  =  2, 

A  =  l? 

7 
il  ne  peut  pas  arriver  que  les  nombres  aj,  «2,   ...,   a,.,   soient  tous  égaux 
à  a  —  I,  à  partir  de  l'un  d'eux. 

5.  Si  l'on  se  donne,  d'une  part,  le  nombre  entier  a  plus  grand  que  i  et, 
d'autre  part,  le  nombre  entier  positif,  nul  ou  négat'f  ao,  et  la  suite  infinie  (•) 
de  nombres  entiers  positifs  ou  nuls  et  tous  inférieurs  à  a, 

a,,     aa,      .  .  .,     a„,      .  .  ., 


(')  En  disant  que  la  suite  a,,  a^,  ...,   a„, est  infinie,  on  entent!   que  chaque 

terme  de  cette  suite  est  suivi  d'un  autre  terme;  en  disant  qu'on  se  donne  cette  suite, 
on  entend  qu'on  se  donne  le  moyen  de  calculer  n'importe  quel  terme  de  cette  suite 
quand  on  connaît  son  rang. 
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il  existe  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel  A  dont  la  valeur  approchée  à  — - 
près,  par  défaut,  est 

a        a^  «" 

et  cela  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n,  pourvu  toutefois  que  les  nombres 
ai,  a.,,  ...,  a„,  ...  ne  soient  pas,  à  partir  de  l'un  d'eux,  toujours  égaux 
à  a  —  I.  Si  pour  n^p  on  a  a,j  =  a  —  i,  le  nombre  A/,,  quand  n  grandit  indé- 
finiment, s'approche  indéfiniment  de  la  limite  A/, -i • 

6.  On  peut  calculer  la  valeur  de  ««  où  a  et  a  sont  des  nombres  positifs  donnés, 
avec  telle  approximation  que  l'on  veut,  par  des  multiplications  et  des  extrac- 
tions de  racines  carrées  :  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  a  par  sa  valeur 
approchée  à  —  en  prenant  n  suffisamment  grand.  Montrer  comment  le  calcul 

peut  se  faire  en  profitant  de  la  forme  indiquée  à  l'exercice  i. 

Calculer  de  cette  façon  3^-  en  se  servant  de  la  valeur  approchée  de   s/x 

à  — j-  près  :  Sur  quelle  approximation  peut-on  compter  ? 

,  7.  On  donne  une  suite  infinie  «i,  a^,  .  . .,  a„,  ...  de  nombres  entiers,  tous 
plus  grands  que  i. 

La  valeur  approchée  d'un  nombre  A  à près,  par  défaut,  peut  se 

«1  «2  •  •  •  ^/i 

mettre,  et  cela  d'une  seule  façon,  sous  la  forme 

«1  a.>  a.j  a„ 


A  „  =  ao 


tti        aya^        aiUitti  aia-2 


où  ao  désigne  un  nombre  entier  et  aj,  ol^,  ...,  ««  des  nombres  entiers  tous 
positifs  ou  nuls,  respectivement  inférieurs  à  «i,  «21  •  •  -i  «/c 

Calculer  les  nombres  «oi  ^tj,  a,,  as,  a^  en  supposant  A  =  2,7182818.  . . 
et  «1  =  2,   «2  =  3,    ...,«/,=  /i  -I-  1,  ... . 

Supposons,  en  revenant  au  cas  général,  qu'on  ait  mis  la  valeur  approchée 

de  A  à  près,  par  défaut,  sous  la  forme  indiquée  plus  haut,  corn- 
ez 1  of  2  . .  •  ^'^ti 


ment  peut-on  mettre  sous  la  même  forme,  la  valeur  approchée  de  A  à 

cil  ^2  '  •  •  ^^./ 

près,  par  excès,  la  \aleur  approchée  de  A  à  - — — — — ■  près,  par  défaut,  en 

aj  «2 • • •  ^p 

supposant  le  nombre  naturel  p  inférieur  an? 

8.  Si,  dans  l'exercice  précédent,  on  suppose  que  n  croisse  indéfiniment,  le 
nombre  a,,  est  évidemment  déterminé,  pour  chaque  valeur  de  aj,  quand  on  se 
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donne  A.  Montrer  qu'il  ne  peut  pas  arriver  que  l'on  ait  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  égales  ou  supérieures  à  /?,  «„  =  a„ —  i. 

Si  Ton  suppose,  comme  dans  l'exemple  numérique  de  l'exercice  précédent, 
4|ue  l'on  ait 

«1  =  2,  «2=3,  ...,  rt,j—  /i-i-i,  ..., 

les  nombres  aj,  a»,  ..,,  a„  seront  tous  nuls  à  partir  de  l'un  d'entre  eux  si  A 
est  rationnel,  et  seulement  dans  ce  cas. 

9.  Si  l'on  se  donne,  d'une  part,  la  suite  infinie  de  nombres  entiers  «i,  «a,  . . ., 
«,,,  . . .,  tous  plus  grands  que  i,  d'autre  part  le  nombre  entier  ao,  et  la  suite 
infinie  de  nombres  entiers  positifs  ou  nuls  ai,  a2,  ...,  a„,  ...  respectivement 
plus  petits  que  «i,  «2,  ....  «;,,  il  existe  un  nombre  A  tel  que  la  valeur  appro- 
chée de  ce  nombre  à près,  par  défaut,  soit  égale  à 

«,a2...a„'^ 

«1  «/i  *« 


«1        «1  «2  a^a-i  . . .  a,i 

et  cela  quel  que  soit  n,  pourvu  que  l'on  n'ait  pas  a,i=  a,i — 1  pour  toutes  les 
valeurs  de  n  supérieures  ou  égales  à  un  nombre  naturel  p. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  a„=  «„ — i  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures 
ou  égales  à  /?,  le  nombre  A„,  quand  n  grandit  indéfiniment,  s'approche  indé- 
finiment de  la  limite  A„H • 

«1  «2  •  .  •  «/» 

10.  A  quelle  condition  les  nombres  rationnels  a,  6,  a',  h'  doivent-ils  satis- 
faire pour  que  l'expression 

n\  '\-  b 
a' A  -H  b' 

où  A  est  un  nombre  irrationnel,  soit  un  nombre  rationnel? 

11.  Si  a  et  b  sont  des  nombres  rationnels  positifs,  le  nombre  ^a  -\-  ^b  ne 
peut  être  rationnel  si  a  et  6  ne  sont  pas  les  carrés  de  nombres  rationnels.  Il 
en  est  de  même  de  /a  —  /ô,  en  supposant  a  différent  de  b. 

12.  Si  a,  b  sont  des  nombres  i-ationnels  et  si  l'on  a  6  >  o,  les  expressions 
(a-Hy/^)',  \a  —  s/by  ne  peuvent  pas  être  des  nombres  rationnels,  à  moins 
que  b  ne  soit  le  carré  d'un  nombre  rationnel. 

13.  On  ne  peut  pas  avoir  une  relation  de  la  forme 

a  v/a*  -t-  6  y/a  +  c  =  o. 
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OÙ  «,  6,  c,  a  sont  des  nombres  rationnels  si  a  n'est  pas  le  cube  d'un  nombre 
rationnel  ou  si  «,  6,  c  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois. 

14.  En  désignant  par  a,  b  des  nombres  rationnels  satisfaisant  aux  condi»- 
tions  a  >  o,  a'^'^  b^  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'expres- 
sion sj a  +  y/b  -H  \  a  —  \/b   soit   un   nombre   rationnel   consistent  en   ce   que 

,    1    •     .  •     ■  <*  -+-  \ia^-—b     ,  ,1,  1  .  , 

«2 —  i)  doit  être,  ainsi  que 1  le  carre  d  un  nombre  rationnel. 

^  2 

15.  On  a 


\  a  -H  2 m  y/a  —  m'^  -f-  y  a  —  im  sJ a  —  m'^  =  2 i 


y/rt  -H  2  m  \J a  —  /?î'^  -)-  y/a  — ^  2  /?!  y/a  —  m''-  =  2  y^a  —  m^, 
suivant  que  l'on  a  im^  >  a  >  m^  ou  a  >  2/n2. 

16.  Trouver  deux  nombres  entiers  a,  ^  tels  que  l'on  ait 

v/y  +  5  y/a  =  a  4-  ^  y/2  . 

17.  Si  a,  ^  sont  des  nombres  rationnels  tels  que  (a  —  b^)b  soit  positif,  le 
nombre 


,  ^ /  ib'^-h  a      /a  —  b->  '^  ■ib''-  -^  a      / a 


—  b-^ 


3b 

est  rationnel.   On   montrera   que   les   quantités  qui   figurent  sous  les  racines 

cubiques  sont  les  cubes  d'expressions  de  la  forme  a+  Pi/ — T7 — '  ^^i  dési- 
gnant par  a,  p  des  nombres  rationnels. 


CHAPITRE  II. 

POLYNOMES. 


§  1.  -  PRÉLIMINAIRES. 

27.   Je  rappelle  tout  d'abord  quelques  définitions. 

Si  l'on  considère  une  ou  plusieurs  lettres  x,y,  s^  ...  susceptibles 
de  prendre  telles  valeurs  qu'on  voudra,  un  monôme  en  x^y,  z,  ... 
est  un  produit  de  facteurs  dont  l'un  (coefficient)  est  un  nombre,  dont 
chacun  des  autres  est  représenté  par  quelqu'une  des  lettres  x,  y, 
z,  ...  :  le  nombre  de  ces  derniers  facteurs  est  le  degré  du  monôme. 
Le  monôme  prend  une  valeur  numérique  déterminée  quand  on  attri- 
bue des  valeurs  numériques  déterminées  aux  variables  x,  y,  z,  ...  : 
c'est  ce  qu'on  entend  en  disant  qu'il  est  une /onction  de  ces  variables. 
Si  l'on  n'attribue  pas  une  valeur  numérique  déterminée  à  ces  varia- 
bles, le  monôme  est  une  simple  écriture,  caractérisée,  d'une  part  par 
son  coefficient,  d'autre  part  par  le  nombre  de  facteurs  .r,  le  nombre 
de  facteurs^,  .... 

Lorsque  le  monôme  est  précédé  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  on 
regarde  ce  signe  comme  attaché  au  coefficient,  que  l'on  écrit  d'habi- 
tude avant  les  variables  :  —  3xxy  est  un  monôme  dont  le  coefficient 
est  —  3.  Le  coefficient  d'un  monôme  peut  d'ailleurs  être  i  ou  —  i  : 
tel  serait  le  cas  pour  les  monômes  xx,  —  xy. 

Le  coefficient  d'un  monôme  peut  être  représenté  par  une  lettre 
que  l'on  choisira  habituellement  parmi  les  lettres  de  l'alphabet  éloi- 
gnées de  celles  qui  représentent  les  variables.  Axxy  est  un  monôme 
dont  le  coefficient  est  A.  Sans  doute  celte  lettre  peut  représenter  des 
nombres  distincts;  mais,  si  on  lui  attribue  des  valeurs  distinctes,  on 
aura  afl'aire  à  des  monômes  distincts.  Dans  un  même  monôme,  le 
coefficient,  s'il  est  représenté  par  une  lettre,  est  une  constante;  cette 
lettre  joue  un  rôle  tout  à  fait  différent  de  celles  qui  figurent  les  va- 
riables. 


6o  CHAPITRE    Tt. 

Deux  monômes  qui  ne  diffèrent  que  par  le  coefficient  sont  dits 
semblables.  Deux  monômes  sont  identiques  si  les  coefficients  sont 
les  mêmes,  et  s'ils  contiennent  le  même  nombre  de  facteurs  j:,  le 
même  nombre  de  facteurs  j>^,   .... 

Il  est  naturel  de  grouper  ensemble  les  facteurs  égaux  à  ^,  ceux  qui 
sont  égaux  à  jk?  •  •  . ,  et  d'employer  la  notation  des  exposants  pour 
représenter  les  produits  partiels  des  facteurs  x,  des  facteurs  y^  ...  : 
ces  exposants  sont  des  nombres  naturels  :  si  le  facteur  x  entre  n  fois 
dans  un  monôme,  si  le  facteur  j^  entre/?  fois,  .  .  .,  le  monôme  est  dit 
du  degré  n  en  x,  du  degré  p  en  y,  ....  Le  degré  du  monôme  en  .r, 
y.,  z,  ...  est  la  somme  des  exposants  dont  sont  affectées  ces  lettres. 

Une  lettre  x,  y^  z^  ...  qui  n'entre  qu'une  fois  comme  facteur  doit 
être  regardée  comme  affectée  de  l'exposant  i ,  qui  ne  s'écrit  pas. 

Il  peut  être  commode  de  regarder  celles  des  lettres  x.,  y,  z,  .  .  .  qui 
n'entrent  pas  effectivement  dans  le  monôme  comme  y  figurant  cepen- 
dant et  comme  étant  affectées  de  l'exposant  o  (n"  2^). 

Enfin,  il  peut  encore  être  commode  de  regarder  un  nombre,  oti 
une  constante,  comme  étant  aussi  un  monôme  en  a:,  y,  z,  .  .  .,  de 
degré  o  par  rapport  à  chacune  de  ces  variables. 

La  somme  de  plusieurs  monômes  eux^^y,  z,  .  .  .  est,  par  définition, 
un  polynôme  en  x,y,  s,  ...  ;  un  polynôme  peut  d'ailleurs  se  réduire 
à  un  seul  monôme;  parmi  les  monômes  qui  constituent  un  polynôme 
(les  termes  du  polynôme)  peut  figurer  une  constante.  Un  polynôme 
prend  une  valeur  numérique  déterminée  quand  on  attribue  des  va- 
leurs numériques  aux  variables  x,y,  z,  . . .;  c'est  une  fonction  de  ces 
variables.  Quand  on  n'attribue  pas  de  valeurs  déterminées  à  ces  va- 
riables, le  polynôme  est  une  simple  écriture  dont  les  éléments  essen- 
tiels sont  les  coefficients  et  les  exposants  qui  caractérisent  chacun  de 
ses  termes.  Le  polynôme  est  dit  réduit  lorsqu'il  ne  contient  pas  deux 
monômes  semblables;  étant  donné  un  polynôme,  on  peut  toujours 
effectuer  la  réduction  des  termes  semblables,  c'est-à-dire  remplacer 
l'ensemble  des  monômes  semblables  par  un  seul  monôme  qui  leur  soit 
semblable  et  dans  lequel  le  coefficient  est  la  somme  algébrique  des 
coefficients  des  termes  semblables,  et  supprimer  les  termes  dont  le 
coefficient  serait  nul  :  le  polynôme  que  l'on  obtient  ainsi  prend  la 
même  valeur  numérique  que  le  proposé  quand  on  attribue  aux  varia- 
bles X,  y,  ^,  ...  des  valeurs  numériques,  d'ailleurs  quelconques. 

Lorsqu'un  polynôme  en  x,  y,  z,  . . .  est  réduit,  son  degré,  enx,  est 
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l'exposant  le  plus  élevé  dont  est  affectée  la  lettre  x  dans  celui  ou  ceux 
des  monômes  constitutifs  du  poljnome  qui  la  contiennent  avec  le  plus 
fort  exposant.  De  même  pour  les  degrés  en  jk^  en  ^, Relative- 
ment à  l'ensemble  des  variables  x^y^  z^  ....  chaque  terme  du  poly- 
nôme, que  je  suppose  toujours  réduit,   a  un  degré,  la  somme  des 

exposants  dont  sont  affectées,  dans  ce  terme,  les  lettres  :r,  y,  2, 

Le  plus  grand  de  ces  degrés  est  le  degré  du  poljnome  en  x^y^  jî,  . . .  ; 
quand  tous  ses  termes  sont  de  même  degré,  le  poljnome  est  dit  homo- 
gène. 

Deux  poljnomes  sont  dits  identiques  lorsque,  étant  réduits,  ils 
sont  composés  des  mêmes  monômes.  Leurs  valeurs  numériques  sont 
alors  les  mêmes  quand  on  attribue  aux  variables  un  sjstème  de  valeurs 
numériques. 

L'ordre  dans  lequel  sont  écrits  les  termes  du  poljnome  réduit 
n'importe  pas.  Toutefois,  il  est  souvent  commode  déranger  ces  termes 
dans  un  ordre  déterminé,  à^ordonner  le  poljnome.  Quand  il  ne  con- 
tient qu'une  variable,  on  range  les  termes  par  degrés  croissants,  ou 
décroissants  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  ordonner  le  poljnome  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes  ou  décroissantes  de  la  variable. 

On  déduit  des  règles  relatives  à  l'addition,  à  la  soustraction,  à  la 
multiplication  des  nombres  des  règles  qui  permettent,  deux  polj- 
nomes étant  donnés,  de  trouver  un  poljnome  réduit  dont  la  valeur  nu- 
mérique soit  toujours  égale,  quel  que  soit  le  sjslème  de  valeurs 
numériques  attribuées  aux  variables,  à  la  somme,  à  la  différence,  ou 
au  produit  des  valeurs  numériques  des  poljnomes  donnés.  Je  ne 
reviens  pas  sur  ces  règles,  bien  connues  du  lecteur.  Que  la  solution 
qu'elles  fournissent  des  problèmes  posés  soit  la  seule  possible,  c'est 
ce  qui  sera  établi  tout  à  l'heure. 

L'objet  propre  de  l'Algèbre  est  l'étude  des  poljnomes  à  différents 
points  de  vue;  une  des  parties  les  plus  importantes  de  cette  étude  est 
la  recherche  des  sjstèmes  de  valeurs  qu'il  faut  attribuer  aux  variables 
pour  que  la  valeur  du  poljnome  soit  nulle  :  c'est  la  théorie  des  équa- 
tions algébriques.  Je  commencerai  par  l'étude  des  poljnomes  à  une 
variable,  en  me  plaçant  surtout  au  point  de  vue  de  la  façon  dont  la 
valeur  du  poljnome  dépend  de  la  valeur  de  la  variable.  Il  est  intéres-^ 
sant,  en  particulier,  de  savoir  si  la  valeur  du  poljnome  croît  ou  dé- 
croît, quand  la  valeur  de  la  variable  croît;  quel  est  le  signe  de  la 
valeur  du  poljnome,  etc. 
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Au  lieu  de  dire  valeur  du  polynôme  pour  une  valeur  déterminée 
de  la  variable,  il  m'arrivera  fréquemment  de  dire  simplement  le  poly- 
nôme par  une  ellipse  un  peu  incorrecte.  C'est  ainsi  qu'on  dit  :  le 
polynôme  est  nul,  il  croi(,  il  décroîl,  .... 

28.  L'élude  de  la  variation  a  été  faite  dans  les  éléments  pour  les 
polynômes  en  x  du  premier  et  du  second  degré  ax  +  6,  ax-  -^hx  -\-  c 
(a,  6,  c  sont  les  coefficients;  a  est  supposé  différent  de  o). 

On  sait  de  quelle  commodité,  pour  cette  étude,  est  la  représenta- 
tion graphique. 

Après  avoir  fait  choix  d'un  système  d'axes  coordonnés  rectangu- 
laires OX,  OY,  dont  l'origine  est  le  point  d'intersection  O,  d'une 


Fis.  6. 
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unité  de  longueur,  d'un  sens  positif  sur  chacun  des  axes,  on  fait  cor- 
respondre à  chaque  point  M  du  plan  ses  coordonnées  x^y^  c'est-à-dire 
les  deux  équivalents  algébriques  des  vecteurs  OP,  OQ  dont  les  extré- 
mités sont  les  projections  orthogonales  P,  Q  du  point  M  sur  les  axes, 
et  à  chaque  système  de  nombres  relatifs  .r,  y  le  point  dont  ces 
nombres  sont  les  coordonnées,  le  premier  étant  \ abscisse,  le  second 
\  ordonnée . 

On  sait  que  le  lieu  des  points  M,  de  coordonnées  x^  y^  pour  les- 
quels on  ajK  =  CLX  +  b  est  une  droite  (dont  on  dit  que  j^  =  ax  +  b 
est  l'équation)  :  a  est  le  coefficient  angulaire  ou  la  pente  de  cette 
droite  et  de  toutes  ses  parallèles;  c'est  l'ordonnée  du  point  d'abscisse 
égale  à  i,  pour  la  parallèle  à  la  droite  considérée  qui  passe  par  l'ori- 
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gine,  parallèle  dont  l'équation  esly  =  ax  :  celte  parallèle  est,  ou  non, 
située  dans  l'angle  des  coordonnées  positives  et  dans  l'angle  opposé 
par  le  sommet  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif. 

Fis.   7. 


Y 

B 

^^ 

M 

-.^ 

0 

P 

a"^---...^^ 

Si  l'on  suppose  que  le  point  variable  P,  d'abscisse  .r,  se  déplace  sur 
Taxe  des  x  de  gauche  à  droite,  que  x  croisse  de  —  oo  à  +  oo,  on  voit 
sur  les  figures  comment  l'ordonnée  y  =  ax-{-b  du  point  M  croît 
de  —  00  à  +  oc,  ou  décroît  de  +  oo  à  —  oc,  suivant  que  a  est  positif 
ou  négatif.  Le  nombre  y  =  ax  -{-  b  est  de  signe  contraire  à  «,  tant 

que  X  n'a  pas  atteint  la  valeur pour  laquelle  y  est  nul,  c'est- 
à-dire  tant  que  le  point  P  est  à  gauche  du  point  A,  où  la  droite  ren- 
contre l'axe  des  x  ;  y  est  au  contraire  du  même  signe  que  a  lorsque  x 

a  dépassé  la  valeur >  quand  le  point  P  est  à  droite  de  A, 

11  est  commode  d'imaginer  que  le  point  variable  P,  d'abscisse  x, 
se  meut  sur  l'axe  des  x  d'un  mouvement  uniforme  avec  une  vitesse 
égale  à  1 ,  en  passant  à  l'origine  à  l'époque  o,  en  sorte  que  cette  ab- 
scisse X  représente  le  temps,  mesuré  avec  une  unité  convenable.  Le 
point  Q,  correspondant  à  x,  se  meut  alors  dun  mouvement  uniforme 
sur  l'axe  desj^,  avec  une  vitesse  égale  à  a,  en  montant  ou  en  descen- 
dant constamment  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif  :  il  est  en  O 
quant  le  point  P  est  en  A  :  il  se  déplace  plus  ou  moins  vite  suivant 
que  la  valeur  absolue  de  a  est  plus  ou  moins  grande,  que  la  pente  de 
la  droite  est  plus  ou  moins  forte. 

Si  l'on  considère  une  droite  quelconque  (D),  non  parallèle  à  l'axe 
des^,  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  quelconque  de  celte  droite  véri- 
fieront une  équation^  =  ax  +  b^  dans  laquelle  les  constantes  a  et  b 
(la  pente  et  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  droite)  caractérisent  la  posi- 
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lion  de  la  droite.   Si  celle-ci  doit  passer  par  un  point  de  coordon- 
nées x' ^  y ,  on  doit  avoir 

et  son  équation  peut,  par  suite,  s'écrire 

y-~y=  a{x—x); 

telle  est  l'équation  d'une  droite  dont  la  pente  est  a  et  qui  passe  par 
le  point  x',  y'. 

Si  x",  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  celte  droite,  autre  que 
le  point  de  coordonnées  x',  y,  on  aura 

y-y. 


ainsi  la  pente  d'une  droite  qui  joint  deux  points  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  ordonnées  de  ces  deux  points,  divisée  par  la  différence  de 
leurs  abscisses.  En  particulier,  la  pente  d'une  droite  qui  joint  l'origine 

au  point  dont  les  coordonnées  sont  x',y  est  — ,• 

La  formule  "^-j — —,t  qui  donne  la  pente  de  la  droite  qui  joint  les 

deux  points  de  coordonnées  x',  y'  et  x",  y  représente  aussi  la  vitesse 
d'un  point  qui  se  mouvrait  uniformément  sur  l'axe  des  jK  et  qui,  aux 
époques  x',  x",  passerait  aux  points  dont  les  ordonnées  sont  jk'?  y"- 

L'équation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  coordon- 
nées x',  y  et  x",  y",  ou  l'équation  du  mouvement  uniforme  sur  l'axe 
des  jK  du  point  qui,  aux  époques  x',  x",  passe  aux  points  dont  les. 
ordonnées  sonly'^y",  est 

y"  —  y' 

dans  le  dernier  cas,  x  représente  le  temps. 

La  variation  du  trinôme  du  second  degré  ax-  -{-  hx  +  c,  la  forme 
et  la  disposition  de  la  parabole  lieu  des  points  dont  les  coordon- 
nées x^  y  vérifient  l'équation 

y  ^=  ax'^-\-  bx  -\-  c, 
résultent  aisément  de  ce  qu'on  vient  de  dire   sur  la  variation  d'un. 
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binôme  du  premier  degré  et  de  l'identité 


65 


tar2-+-  bx 
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X  ^. 


^ac  —  b^'] 


je  ne  m'y  arrêterai  pas,  non  plus  qu'à  la  façon  dont  le  point  Q,  d'or- 
donnée j',  se  déplace  sur  l'axe  des  y,  quand  le  point  P  d'abscisse  x' 
se  meut  uniformément  sur  l'axe  de  x,  de  gauche  à  droite. 

29.  Considérons  encore  la  fonction  «.r'',  où  a  est  un  nombre  diffé- 
rent de  o,  et  n  un  nombre  naturel. 

Le  cas' où  n  est  égal  à  i  a  été  étudié  plus  haut  :  on  peut  l'écarter. 

Comme  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  nombres  positifs  augmente 
quand  ces  nombres  augmentent,  il  est  clair  que  x"  croît  de  o  à  +  oo, 
quand  x  croît  de  o  à  +  oo  :  d'un  autre  côté,  quand  on  change  x  en 
—  X,  x'^  se  change  en  — j:",  ou  ne  change  pas,  suivant  que  n  est 
impair  ou  pair.  Il  suffit  de  ces  remarques  pour  reconnaître,  grossiè- 
rement, que  la  courbe  définie  par  l'équation  y^ax"^  a  l'une  des 
quatre  formes  figurées  ici. 


Fig.  8,  9,  10,  II. 


0         X 


Les  deux  premières  figures  se  rapportent  au  cas  où  n  est  impair,  la 
première  au  cas  où  a  est  positif,  la  seconde  au  cas  où  a  est  négatif; 
l'origine  est  alors  un  centre  de  symétrie  pour  la  courbe,  parce  que 
deux  points,  dont  les  coordonnées  sont  des  nombres  symétriques,  sont 
«eux-mêmes  symétriques  par  rapport  à  l'origine. 

Les  deux  dernières  figures  se  rapportent  au  cas  où  n  est  pair,  la 
troisième  au  cas  où  a  est  positif,  la  quatrième  au  cas  où  a  est  négatif. 
Dans  ce  cas  l'axe  desjK  est,  pour  la  courbe,  un  axe  de  symétrie. 

Dans  tous  les  cas,  ax"  est  nul  pour.r  =  o;  dans  le  premier  cas 
(/i  impair,  «  >  o),  pour  x=o,  ax'^  est  plus  petit  que  pour  les 
valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  o,  et  plus  grand  que  pour 
T.  5 
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les  valeurs  de  x  un  peu  plus  petites  que  o  :  on  dit  que  ax" ^  pour 
;r  =  o,  est  une  fonction  croissante.  Dans  le  second  cas  [n  impair, 
a  <^o)  pour  ^  =  o,  ax'^  est  plus  grand  que  pour  les  valeurs  de  x  un 
peu  plus  grandes  que  o,  et  plus  petit  que  pour  les  valeurs  de  x  un 
peu  plus  petites  que  o  :  on  dit  que  ax",  pour  x  =  o,  est  une  fonction 
décroissante. 

Dans  le  troisième  cas  {n  pair,  a>>o),  pour  x^o.,  ax"^  est  plus 
petit  que  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  o,  positives  ou  négatives  : 
on  dit  que  pour  ;r  =  o,  ax"^  passe  par  un  minimum]  dans  le  qua- 
trième cas,  enfin  (/i  pair,  a<;o),  pour  x^o.,  ax"  est  plus  grand 
que  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  o,  positives  ou  négatives  :  on  dit 
que  ax",  pour  x  ^  o^  passe  par  un  maximum. 

Lorsque  x  est  nul,  ax'^  est  nul;  quand  x  est  voisin  de  o,  ax"  est 
voisin  de  o.  11  est  aussi  voisin  de  o  qu'on  veut,  pourvu  que  x  soit  lui- 
même  suffisamment  voisin  de  o.  D'une  façon  précise,  si  l'on  se  donne 
un  nombre  positif  a,  aussi  petit  que  l'on  veut,  on  peut  trouver  un 
nombre  positif  p,  tel  que  ax"  soit  certainement  plus  petit  que  a,  en 
valeur  absolue,  pourvu  que  x  soit  plus  petit  que  j3,  en  valeur  absolue, 
tel,  en  d'autres  termes,  que  la  condition  [  a?  |  «<  j3  entraîne  l'inéga- 
lité I  ax"\  <<  a. 

Cette  dernière  inégalité,  en  effet,  est  vérifiée,  pourvu  que  l'on  ait 


il  suffira  donc  de  prendre  p  ^1/  .--,  • 

Le  fait  que  ax"  est  aussi  petit  que  l'on  veut,  en  valeur  absolue, 
pourvu  que  x  soit  suffisamment  petit  en  valeur  absolue,  s'exprime  en 
disant  que  ax"  est  infiniment  petit  avec  x. 

En  supposant  que  le  nombre  naturel  p  soit  plus  grand  que  /i,  bxP 
est  infiniment  petit  avec  ^,  de  même  que  ax".  On  dit  que  bxP  est 
infiniment  petit  par  rapport  à  ax",  en  entendant  parla  que  le  rapport 

— ^  =  -  xP""  est  infiniment  petit  avec  x. 
ax't         a  ^ 

Pourvu  que  x  soit  suffisamment  petit,  bxP  est  petit  par  rapport 
à  ax"  fnote  du  n°  19).  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  les  nombres 
«,  b  sont  supposés  différents  de  o. 

Considérons,  par  exemple,  les  expressions  2.x'-,  looo^^  etneconsi- 
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dérons  que  des  valeurs  de  x  moindres  que  0,01  en  valeur  absolue; 
IX-  restera,  en  valeur  absolue,  moindre  que  0,0002  et  loooa:^, 
moindre  que  0,0000001;  si,  sur  une  feuille  de  dessin,  on  voulait 
figurer  les  deux  courbes  dont  les  équations  sonty  =  2:r-,y  =  looo^r*, 
en  prenant  le  mètre  pour  unité  de  longueur,  la  portion  de  la  première 
courbe  dont  les  points  ont  une  abscisse  moindre  qu'un  centimètre,  en 
valeur  absolue,  ne  pourrait  guère  se  distinguer  de  l'axe  des  x\  la 
portion  analogue,  pour  la  seconde  courbe,  ne  s'en  distinguerait  nulle- 
ment; cette  courbe  ne  paraîtrait  guère  se  séparer  de  l'axe  des  x  que 
pour  les  points  dont  l'abscisse  serait  comprise  entre  quatre  et  cinq 
centimètres. 

En  particulier,  si  n  est  plus  grand  que  i,  ax"^  est  infiniment  petit 
par  rapport  à  x^  ou  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  x.  Quand  x 
est  suffisamment  petit,  en  valeur  absolue,  ax'^  est,  en  valeur  absolue, 
beaucoup  plus  petit  que  x. 

Considérons  la  courbe  dont  l'équation  estj>^  =  «J7";  le  rapport 


y 

X 


est  la  pente  de  la  droite  qui  joint  le  point  O  au  point  M  de  la  courbe, 
qui  a  pour  coordonnées  a?  et  jk  =  «^"  5  pourvu  que  x  soit  assez  petit 
en  valeur  absolue,  pourvu  que  le  point  M  soit  suffisamment  voisin 
du  point  O,  cette  pente  est  aussi  faible  qu'on  veut,  la  droite  qui  joint 
le  point  O  au  point  M  s'écarte  aussi  peu  qu'on  veut  de  l'axe  des  x  : 
c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  qvie  l'axe  des  x  est  tangent  à  la 
courbe  au  point  O.  Ceci  suppose  /i  ^  1 . 

Lorsque  n  est  impair  la  courbe  traverse  la  tangente  en  O  :  le 
point  O  est  un  point  d'inflexion. 

Lorsque  n  est  pair,  aux  environs  du  point  O,  la  courbe  est  tout 
entière  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  l'axe  de  x  :  c'était  pour  les  anciens 
la  propriété  caractéristique  de  la  tangente. 

Dans  tous  les  cas,  la  distance  MP  du  point  M  à  la  tangente  est 
beaucoup  plus  petite  que  OP,  pourvu  que  P  soit  assez  près  de  O. 

Quand  x  est  très  grand  en  valeur  absolue,  ax"  est  lui-même  très 
grand  en  valeur  absolue.  D'une  façon  précise  : 

Quelque  grand  que  soit  le  nombre  positif  A,  on  peut  trouver  un 
nombre  positif  B  tel  que  la  condition  |j7J^B,  entraine  l'inégalité 
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I  ax'^  I  >>  A.  On  pourra  prendre 


B 


nf    A 


On  dit  que  ax'^  est  infiniment  grand  avec  x. 

Si  l'on  suppose  />  >■  /«,  bxP  est  infiniment  grand  par  rapport  dax"^ 
c'est-à-dire  que  le  rapport  de  bxP  à  ax"  finit  par  être  aussi  grand 
qu'on  le  veut,  en  valeur  absolue,  pourvu  que  x  soit  suffisamment 
grand,  en  valeur  absolue.  En  particulier,  si  n  est  plus  grand  que  i, 
ax"  est  infiniment  grand,  par  rapport  à  x. 

Par  exemple,  on  a  vu  que,  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment  voi- 
sines de  o,  la  courbe  dont  l'équation  est  jk^=  looo^r*  est  située  entre 
l'axe  des  x  et  la  courbe  dont  l'équation  est  y  =  257-,  beaucoup  plus 
près  de  l'axe  que  cette  dernière;  pour  les  grandes  valeurs  positives 
de  X,  au  contraire,  la  première  courbe  monte  beaucoup  au-dessus  de 
la  seconde. 


§  2.  —   ÉTUDE  D'UN  POLYNOME  A  UNE  VARIABLE  POUR  LES  VALEURS 
DE  LA  VARIABLE  VOISINES  DE  ZÉRO. 

30.  On  verra  tout  à  l'heure  comment  l'étude  d'un  polynôme  en  x, 
pour  les  valeurs  de  x  qui  avoisinent  un  nombre  quelconque  Xo,  se 
ramène  à  l'étude  d'un  autre  polynôme  pour  les  valeurs  de  la  variable 
qui  sont  voisines  de  o.  C'est  sur  cette  étude  fort  importante  que  je 
vais  m'arrêter. 

Lorsqu'on  veut  étudier  un  polynôme  en  x  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  o,  il  convient  d'ordonner  ce  polynôme  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  x,  parce  que,  alors,  chaque  terme  est  petit, 
en  valeur  absolue,  par  rapport  à  ceux  qui  le  précèdent,  pourvu  que  x 
soit  suffisamment  petit  en  valeur  absolue. 

Considérons,  par  exemple,  le  polynôme 

3  —  2ar-i-4^- —  5a:^  -h  x^; 

chaque  terme  sera  plus  petit,  en  valeur  absolue,  que  le  terme  qui  le 
précède,  si  x  est,    en   valeur  absolue,    inférieur  au    plus    petit   des 

nombres 

1      1      A       <; 

2'         !>>         51        ^1 
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c'est-à-dire  plus  petit  que  ^.  Supposons  qu'on  n'ait  affaire  qu'aux 
valeurs  de  x  qui  vont  de  —  ^oô  ^  ^~  TJïï'  ^^^^  comme  on  dit,  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  (')  ( — —,  +tÙ1))'  ^^^  termes  — 2:r,  4^'i 
—  5^',  x^  resteront  tous  petits;  la  valeur  du  polynôme  sera  à  peu 
près  égale  à  3,  c'est  une  première  valeur  approchée.  Une  valeur  plus 
approchée  sera  fournie  par  celle  de  3  —  2X,  car  l'erreur  que  l'on 
commet  en  substituant  la  valeur  de  3  —  20:  à  celle  du  polynôme, 
c'est-à-dire  la  valeur  du  polynôme  /\  x- —  5x^  4-^*,  sera  très  petite; 
puisque  les  valeurs  (a])solues)  de  4^',  — 6x^,  a?*  sont  petites  par 
rapport  à  celle  de  .r.  3  —  2.27  est  une  expression  approchée  du  poly- 
nôme, beaucoup  plus  facile  à  calculer  que  ce  polynôme  lui-même,  et 
dont  il  suffira,  dans  bien  des  cas,  de  connaître  la  valeur.  L'expres- 
sion 3  —  2;r  -h  4^'  sera  de  même  une  expression  plus  approchée  du 
polynôme,  etc. 

Si,  par  exemple,  on  veut  calculer  la  valeur  du  polynôme  pour 
a?  r=  0,0020,  en  se  servant  des  expressions  approchées  3,  3  —  2X, 
3  —  2X  -h  4^*j  on  trouvera  les  valeurs  approchées 

3,     2,9950,     2,99502500; 

tandis  que  la  valeur  exacte  est  2,9950249219140620.11  n'y  a  pas  de 
science  d'observation,  si  précise  soit-elle,  où  cette  valeur  exacte 
importe,  ait  même  quelque  signification;  la  première  valeur  appro- 
chée, bien  souvent,  et  la  seconde,  presque  toujours,  suffiront  ample- 
ment dans  la  pratique. 

Ces  observations  semblent  n'avoir  qu'une  valeur  pratique;  on  va 
voir  qu'elles  ont  une  très  grande  importance  théorique.  Il  est  d'ail- 
leurs clair  qu'elles  ont  besoin  d'être  précisées,  car  elles  tomberaient 
en  défaut  s'il  y  avait  dans  le  polynôme  un  coefficient  très  grand; 
3  —  2^  ne  fournirait  pas,  pour  ;r  ^  o,  0026,  une  valeur  approchée  du 
polynôme  3  —  2^7  +  4^- —  5x^-h  io-".r'. 

Observons  d'abord  que  si,  dans  un  polynôme,  on  remplace  tous 
les  coefficients  par  leur  valeur  absolue  et  x  par  sa  valeur  absolue,  ou 
un  nombre  plus  grand,  on  ne  peut  qu'augmenter  la  valeur  absolue  du 
polynôme.  Si,  en  particulier,  on  ne  veut  considérer  que  des  valeurs 


(')  Si    a,   b  sont    des    nombres   dislincts    Vintervalle    (a,  b)   est    l'ensemble    des 
nombres  a,  b  et  des  nombres  réels  compris  entre  a,  b. 


CHAPITRE   II. 


de  la  variable  qui  soient,  en  valeur  absolue,  au  plus  égales  à  i,  il  est 
clair  que  la  valeur  absolue  du  polynôme  sera  au  plus  égale  à  la  somme 
des  valeurs  absolues  de  ces  coefficients.  D'un  autre  côté  lorsque,  dans 
un  produit  de  facteurs  positifs,  on  remplace  un  des  facteurs  par  un 
nombre  plus  grand,  on  ne  peut  qu'augmenter  le  produit. 

Ces  simples  remarques  nous  fournissent  un  moyen  simple  d'évaluer 
des  limites  des  erreurs  que  l'on  commet  en  procédant  comme  on  vient 
de  l'expliquer. 

Si,  par  exemple,  on  revient  au  polynôme 

3 —  ix  -+-  4^^ —  5a73-Ha7*, 

et  si  l'on  désigne  par  x^  la  valeur  absolue  de  x^  supposée  inférieui'é 
à  i,  on  voit  que  les  erreurs  que  l'on  commet  quand  on  substitue  au 
polynôme  les  expressions  approchées  3,  3 — nx^  3  —  ix  -\-  ^x"^^  à 
savoir  les  valeurs  des  polynômes 

—  IX  -\-  !\x'''  —  5a;'^-f-  37*  =  x{ —  9,  —  t\x  —  Srr^-f-  a^^^^ 

^x""- — 5 :c^ -H  .T*  =  a:^ ( 4 — lar-i-a;-), 

—  5  a;*  +  37*  =  ar^  ( — j+a"), 

sont  respectivement  moindres,  en  valeur  absolue,  que 

37' ( -2 -(- 4 -t- 5 -t- 1  )  =  1  •;>.  37', 

a7'2(4  -4-  5  -I-  1)  =I037'2, 

a7''(5-f-l)  =  637'3, 

et  par  conséquent,  si  x'  est  moindre  que  0,01,  respectivement 
moindres  que 

0,12,      0,001,      O,OOO0O(). 

Si  l'on  prenait  le  mètre  pour  unité  de  longueur,  et  si  l'on  voulait 
construire,  sur  une  feviille  de  papier  à  dessin,  la  partie  de  la  courbe 
dé^nie  par  l'équation 

JK=   3  —  IX  -r-  \X^ 537^-1-3"* 

qui  correspond  aux  valeurs  de  x  comprises  entre  — 0,01  et  0,01, 
cette  partie  de  courbe  différerait  peu  de  la  droite  dont  l'équation  est 

JK=3  — 23-, 
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et  ne  pourrait  pas  se  distinguer  de  la  parabole  dont  l'équation  est 

y  =  0  —  'i.x  ~\r  4^^. 

31.  Les  propriétés  des  poljnomes  ordonnés  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  vont  toutes  se  déduire  du  théorème  suivant  : 

Si  un  polynôme  en  x  ne  contient  pas  de  terme  constant,  ce 
polynôme,  qui  s' annule  pour  x  ^=  o,  reste  aussi  petit  qu'onveut,  en 
valeur  absolue,  pourvu  que  x  soit  suffisamment  petit  en  valeur 
absolue.  En  d'autres  termes,  vm  tel  poljnome  est  infiniment  petit 
avec  X. 

Quand  il  ne  contient  pas  de  terme  constant,  un  poljnome  est  nul 
pour  x  =  o;  réciproquement,  pour  que  la  valeur  d'un  poljnome  ré- 
duit soit  nulle  pour  x  =  0,  il  faut  évidemment  que  le  terme  constant 
soit  nul;  tel  est,  par  exemple,  le  poljnome,  ordonné  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x^ 

ix^  —  x'*-+-  3.r» —  4^*' 

Si  l'on  désigne  par  x'  la  valeur  absolue  de  x^  la  valeur  absolue  du 
poljnome  ne  peut  dépasser 

1  .r'3  -4-  x'^  -t-  3  a;'»  -4-  4  ^'®  —  •a^''  (  2  -h  a;'  -i-  3  x'-  -h  4  .r'*  ), 

ni  ti  fortiori 

( 2  -t-  I  -i-  3  -f-  J\)x'^  =  loa;'^, 

si  x'  est  moindre  que  i . 

Si  x'  est  très  petit,  il  en  sera  de  même  de  lOJ?'^,  a  fortiori  de 
la  valeur  absolue  du  poljnome;  quand  x  reste  voisin  de  o,  la 
valeur  du  poljnome  reste  elle-même  voisine  de  o;  d'une  façon 
précise  : 

Si  Von  considère  un  polynôme  en  x,  sans  terme  constant,  et 
si  Von  se  donne  un  nombre  positif  (x.,  aussi  petit  qu'on  le  veut,  on 
peut  fixer  un  nombre  positif^,  tel  que  le  polynôme  reste,  en  va- 
leur absolue,  moindre  que  a,  pourvu  que  x  soit  moindre  que  ,3  en 
valeur  absolue. 

Pour  que  le  précédent  poljnome,  par  exemple,  reste  moindre  que 
0,01,  en  valeur  absolue,  il  suflîi'a  de  supposer  x'<l  0,1. 
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Si  un  polynôme  en  x  contient  un  terme  constant,  sa  valeur,  pour 
X  =  o^  est  celle  de  ce  terme  constant  :  je  vais  montrer  que,  si  x  reste 
voisin  de  o,  la  valeur  du  polynôme  reste  voisine  de  celle  de  ce  terme 
constant. 

Considérons,  par  exemple,  le  polynôme  ordonné  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x^ 

—  5  +  2  373  —  x'^-^Zx^  —  4^®j 

sa  valeur,  pour  37  =  0,  est  — 5;  sa  valeur,  pour  n'importe  quelle 
valeur  Xq  de  x^  s'obtient  en  faisant  la  somme  de  —  5  et  de  la  valeur, 
pour  37  =  ^05  du  polynôme  ix'^  —  x''-{-?>x^ — 4-2?*'?  qui  ne  contient 
pas  de  terme  constant;  cette  dernière  valeur  sera  voisine  de  o,  si  ;r 
est  voisin  de  o.  La  différence  entre  la  valeur  du  polynôme  proposé  et 
la  valeur  —  5  qu'il  prend  pour  x  =  o  reste,  en  valeur  absolue,  aussi 
petite  qu'on  le  veut,  pourvu  que  x  reste  suffisamment  voisin  de  o. 
En  d'autres  termes,  qui  s'appliquent  d'ailleurs,  soit  que  le  polynôme 
comporte  un  terme  constant,  soit  qu'il  n'en  comporte  pas  : 

Si  Von  se  donne  un  nombre  positif  a,  on  peut  lui  faire  cor- 
respondre un  nombre  positif  ^  teL  que  la  différence  entre  les 
valeurs  que  le  polynôme  prend  pour  x^o  et  pour  x  =  Xo  soit 
moindre  que  a  en  valeur  absolue,  pou/vu  que  Xq  soit  lui-même 
moindre  que  [i  en  valeur  absolue. 

C'est  ce  que  l'on  exprime  d'une  façon  abrégée  en  disant  que  tout 
polynôme  en  x  est  une  fonction  continue  de  x,  pour  x  ^  o. 

Un  polynôme  en  x,  qui  contient  un  terme  constant.,  ne  s'annule 
pas  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment  voisines  de  o;  pour  ces 
mêmes  valeurs,  il  est  de  même  signe  que  son  premier  terme. 

11  suffira  de  prendre,  dans  l'exemple  précédent,  a  inférieur  à  la 
valeur  absolue  5  du  terme  constant,  et  de  déterminer  p  de  façon  que 
la  valeur  absolue  du  polynôme  2x'^  —  ^'-f-Sa^^ — ^^c  soit  moindre 
que  a  ;  on  sera  certain  que,  si  x  est  moindre  en  valeur  absolue  que  ^, 
le  polynôme 

—  5  -+-  ix^ —  x''  -^  3x^ —  4^* 

ne  sera  jamais  nul,  et  qu'il  sera  toujours  du  signe  de  —  5. 
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C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  l'on  prend 

a  =  4,         P  =  o,7<^. 

Pour  les  valeurs  de  X,  autres  que  o,  mais  suffisamment  voisines 
de  o,  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X  et  ne  contenant  pas  de  terme  constant  ne  s'annule  pas  et  est 
du  même  signe  que  son  premier  terme. 

Considérons,  par  exemple,  le  poljnome 

Sa  valeur  est  égale  au  produit  de  x^  par  celle  du  polynôme 

1  —  4  -ï'  -+-  5  372  ; 

celle-ci,  pourvu  que  x  ne  soit  pas  nul  et  soit  moindre,  en  valeur 
absolue,  qu'un  nombre  positif  convenablement  choisi,  est  différente 
de  o  et  du  même  signe  que  2;  son  produit  par  x^  sera  donc,  dans  les 
mêmes  conditions,  du  même  signe  que  ix^^  et  ne  s'annulera  que 
pour  a?  =  o. 

Le  poljnome  ix^ —  4-^*+  ^^^  6st  nul  pour  a?  =  o,  positif  pour  x 
un  peu  plus  grand  que  o,  négatif  pour  x  un  peu  plus  petit  que  o,  de 
même  que  ix^',  les  valeurs  qu'il  prend  pour  des  valeurs  de  x  un  peu 
phis  grandes  ou  un  pe^  plus  petites  que  o  sont  respectivement  plus 
grandes  ou  plus  petites  que  celles  qu'il  prend  pour  x=^o.  C'est 
ce  qu'on  exprime  en  disant  que  le  poljnome  est,  pour  ^  =  o,  une 
fonction  croissante  de  x  (n"  29). 

Soit,  en  général,  ax"^  le  premier  terme  d'un  poljnome  ordonné 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  dans  lequel  ne  figure  pas  de 
terme  constant.  Pour  ^  =  0,  le  poljnome  sera  nul,  comme  ax"^; 
pour  X  voisin  de  o,  le  poljnome  sera  dii  même  signe  que  ax'"^  :  le 
poljnome  sera,  comme  «.r'",  plus  grand  ou  plus  petit  que  la  valeur 
qu'il  prend  pour  x  =  o;  le  poljnome,  au  point  de  vue  de  la  variation, 
se  comporte,  pour  x  =  o,  comme  son  premier  terme  ax"^.  Si  m  est 
impair,  il  sera  croissant  ou  décroissant,  suivant  que  a  sera  positif  ou 
négatif.  Si  m  est  pair,  le  poljnome,  suivant  que  a  sera  positif  ou  né- 
gatif, passera,  pour  x  =  o^  par  un  minimum  ou  un  maximum,  c'est- 
à-dire  qu'il  sera,  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  o,  positives  ou  né- 
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gatives,  plus  grand  que  pour  ;r  =  o,  dans  le  premier  cas,  plus  petit 
que  pour  x  ^  o^  dans  le  second  cas. 

Si  le  polynôme  contient  un  terme  constant,  ce  terme  constant 
n'influe  pas  sur  le  sens  de  la  variation  :  on  n'en  tiendra  pas  compte, 
et  l'on  regardera  seulement  le  terme  «.r"*,  du  plus  bas  degré,  en 
dehors  du  terme  constant.  Pour  x  =  o,  le  polynôme  sera  croissant 
ou  décroissant,  présentera  un  minimum  ou  un  maximum,  dans  les 
mêmes  conditions  que  ax"^.  Seulement,  sa  valeur,  pour  x  =  o,  sera  le 
terme  constant,  au  lieu  d'être  o,  comme  dans  le  cas  précédent. 

Considérons,  par  exemple,  le  polynôme 

1  —  IX  -\-  l[X^  —  5x^-i-  x'^ 

et  la  courbe  définie  par  l'équation 

^  =  3  —  ix  -h  ^x^  —  jx^-+-  x'*, 

ou  plutôt  la  portion  de  cette  courbe  qui  correspond  à  des  valeurs  de  x 
voisines  de  o. 

Fis.   .a. 


1 

Y 

A' 

^ 

M                                  ♦ 

\b 

0 

P         \                                 X 

Pour  x  =  o,y  est  égal  à  3;  3  est  l'ordonnée  du  point  A  de  la 
courbe  situé  sur  l'axe  des  y,  pour  avoir  les  ordonnées  des  autres 
points  il  faut  ajouter  à  3  la  valeur  de  —  2.2:  4-  4^" —  5  x^  -{-  ^^  '■,  pour 
les  valeurs  de  x  voisines  de  o,  la  valeur  de  ce  polynôme  est  positive 
si  X  est  négatif,  négative  si  x  est  positif;  la  valeur  de  y  est  d'abord 
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un  peu  plus  grande  que  3,  puis  un  peu  plus  petite;  à  gauche  de 
l'axe  desjK  la  courbe  est  au-dessus  de  la  droite  AA';  à  droite,  elle  est 
au-dessous  :  pour  x  =  o,  le  polynôme  est  décroissant.  Considérons 
la  droite  dont  l'équation  est  y  =  3  —  2;r,  droite  que  le  lecteur  sait 
tracer;  pour  les  valeurs  de  a:  voisines  de  o,  l'ordonnée  de  cette  droite 
diffère  peu  de  celle  de  la  courbe;  à  un  point  M'  de  la  droite  corres- 
pond un  point  M  de  la  courbe,  de  même  abscisse  x  ;  on  obtient  l'or- 
donnée de  ce  point  M  en  ajoutant  à  l'ordonnée  3  —  '2X  du  point  M' 
la  valeur  du  polynôme  4^" —  5a:^4-  x'  :  cette  valeur  est  l'équivalent 
algébrique  du  vecteur  M'M,  en  prenant  pour  direction  positive,  sur 
les  parallèles  à  l'axe  des  y,  la  même  direction  que  sur  cet  axe. 

Le  polynôme  4^^ —  ùx^  -\-x''  est  positif,  quand  x  est  voisin  de  o  : 
la  courbe  est  au-dessus  de  la  droite  AB,  de  part  et  d'autre  de  A. 
Cette  droite  est  tangente  à  la  courbe,  au  sens  que  les  anciens  donnaient 
à  ce  mot;  elle  lui  est  encore  tangente,  dans  le  sens  des  modernes;  en 
effet,  la  pente  de  la  droite  qui  joint  au  point  A,  dont  les  coordonnées 
sont  o  et  3,  le  point  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  x  et 

3  —  ■?.x  -\-  f\x-  —  '^x^-\-  x'*^ 
est(n°28) 

3  —  ix-\-&x^ — bx'^-\-x'* — 3  ,  .    . 

■ =—2+4^  +  3^+^; 

x 

cette  pente  diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  de  la  pente  de  la  droite  AB, 
qui  est  égale  à  —  2,  pourvu  que  x  soit  suffisamment  voisin  de  o. 
C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  la  droite  AB  est  la  limite  d'une 
sécante  qui  joint  le  point  A  à  un  point  voisin  de  la  courbe,  c[uand 
ce  point  se  rapproche  du  point  A,  ou  encore  en  disant  que  la 
droite  AB  est  tangente  en  A  à  la  courbe. 

Je  n'ai  pas  tracé,  pour  ne  pas  compliquer  la  figure,  la  parabole  dont 
l'équation  estjK  :=  3  —  ix  -[-  ^x-,  qui,  pour  les  valeurs  de  x  voisines 
de  o,  semblerait  presque  se  confondre  avec  la  courbe,  et  qui  est,  elle 
aussi,  tangente  à  la  droite  AB,  en  A;  pour  une  même  valeur  de  x 
l'ordonnée  de  la  courbe  s'obtient  en  ajoutante  l'ordonnée  de  la  para- 
bole la  valeur  du  polynôme  —  6x^-\-x'^,  qui,  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  o,  est  positive  si  x  est  négatif,  négative  si  x  est  positif.  A 
droite  de  l'axe  des  j^,  la  courbe  est  au-dessus  de  la  parabole,  à  gauche 
elle  est  au-dessous  :  les  deux  courbes  se  traversent  au  point  A,  où 
elles  sont  tangentes. 
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La  signification  des  expressions  approchées  que  l'on  peut  substituer 
au  polynôme  apparaît  clairement. 

Dans  le  polynôme  qu'on  vient  d'étudier,  il  y  avait  un  terme  du 
premier  degré.  Les  choses  se  passeraient  un  peu  différemment  si  ce 
terme  n'existait  pas,  et  suivant  que  le  premier  terme  qui  ne  manque- 
rait pas  serait  de  degré  pair  ou  de  degré  impair.  Je  me  contente  d'in- 
diquer les  résultats  sur  un  exemple. 

Si  l'on  considère  le  polynôme  2  -{-  4x-  —  ox^-i-  ce'',  ou  la  courbe 
définie  par  l'ëquation 

jy  =  •!  -h  /[x-  —  5^'  -I-  x'*, 

on  voit  que,  pour  x  =  o,  le  polynôme  passe  par  un  minimum,  dont 
la  valeur  est  2  ;  la  tangente  en  A  à  la  courbe  est  parallèle  à  l'axe  des  jkî 


FiK.  i3. 


I    ^  ' 

A  A' 


la  courbe  est,  dans  le  voisinage  du  point  A,  au-dessus  de  sa  tangente; 
la  parabole  dont  l'équation  est  j^  =  2  +  4.2^"  a  été  figurée  en  ponctué; 
elle  traverse  la  courbe  en  A  tout  en  lui  étant  tangente. 

Enfin,  si  l'on  considérait  le  polynôme  2  —  5x^-{-x^  ou  la  courbe 
définie  par  l'équation 

JK  =  2  —  5x^-\-/ix'*, 

on  voit  encore  que  le  polynôme  est  décroissant  pour  57  =  o  ;  la  tan- 
gente à  la  courbe  au  point  A,  dont  les  coordonnées  sont  o  et  3,  est 
encore  parallèle  à  l'axe  des  x;  la  courbe  est  au-dessus  de  la  tangente 
à  droite  de  l'axe  des  y,  elle  est  au-dessous,  à  gauche.  Elle  serait  au- 
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dessus  de  la  courbe,  facile  à  tracer,  dont  l'équation  est 

jK  =  3  —  5cc^. 

Le  point  A  est  un  point  d'inflexion  des  deux  courbes. 

Fig.  14. 
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Si  l'on  considère,  d'une  façon  générale,  le  polynôme 

Ao-+-  Al  a;  -+-  A,^^^  AsO^^-h.  . ., 

dans  lequel  on  admet  que  certains  des  coefficients  Aq,  A,,  ... 
puissent  être  nuls;  la  valeur  du  polynôme,  pour  x  =  o,  est  Ay  ;  elle 
est  voisine  de  Aq,  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  o. 

Pour  ces  valeurs  le  signe  du  polynôme  est  le  même  que  celui  du 
premier  des  termes  A(,,  A,x,  Aa^^,  . . .,  dont  le  coefficient  n'est  pas 
nul.  Le  sens  de  la  variation  du  polynôme  pour  x  ^  o  est  donné  par 
le  premier  de  ces  termes,  autres  que  Aq,  dont  le  coefficient  n'est  pas 
nul.  Si  le  premier  de  ces  termes  est  de  degré  impair,  le  polynôme, 
pour  X  =  o,  est  croissant  ou  décroissant,  suivant  que  le  coefficient 
du  premier  terme  est  positif  ou  négatif;  si  le  pi-emier  de  ces  termes 
est  de  degré  pair,  le  polynôme,  pour  x  ^  o,  passe  par  un  minimum 
ou  un  maximum  suivant  que  le  coefficient  du  premierterme  est  positif 
ou  négatif. 

Les  expressions 

Ao,     Ao-l-Aia7,     Ao4- Ai-r-t- A2a7-,      ... 

sont  des  expressions  approchées  du  polynôme,  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  o  ;  on  sait  calculer  une  limite  de  l'erreur  que  l'on  commet 
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quand  on  substitue  à  la  valeur  du  polynôme  l'une  de  ces  expressions 
approchées. 

L'équation 

jK=Ao-+-A,a7 

est  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  définie  par  l'équation 

y  =  Ao  H-  A,a7-f-  A2a72  +  . . ., 

au  point  de  cette  courbe  qui  est  sur  l'axe  des  y.  Cette  courbe  est, 
dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  d'un  même  côté  par  rapport  à 
sa  tangente,  si  le  premier  des  termes  Ao^r-,  Aa^^,  A^x'',  . . .,  dont  le 
coefficient  n'est  pas  nul,  est  de  degré  pair;  au-dessus,  ou  au-dessous, 
suivant  que  ce  coefficient  est  positif  ou  négatif.  Elle  traverse  sa  tan- 
gente, le  point  de  contact  est  un  point  d'inflexion,  si  le  premier 
terme  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul  est  de  degré  impair. 

32.  Il  nous  sera  très  utile  plus  tard  d'avoir  observé  que  ces  propo- 
sitions s'étendent  à  des  expressions  qui  ne  sont  pas  des  polynômes, 
mais  qui  peuvent  être  mises  sous  une  forme  analogue  à  celle  que  nous 
venons  de  considérer. 

Reprenons  l'expression 

Ao-t-  Aïo;  -h  A^x'^-h. .  .-h  A,i-ix"~^-i-  A„a7", 

qui  nous  a  servi  jusqu'ici  à  représenter  un  polynôme.  Je  suppose  que 
toutes  les  quantités  Aq,  A|  soient  des  constantes,  sauf  la  dernière  A„  ; 
quant  à  cette  dernière,  qui  peut  maintenant  dépendre  de  x,  je  fais 
seulement  sur  elle  l'hypothèse  suivante  :  en  désignant  par  a  un 
nombre  positif  plus  petit  que  i,  convenablement  choisi,  A„  reste,  en 
valeur  absolue,  moindre  qu'un  certain  nombre  positif  fixe  B,  pourvu 
que  x  soit  lui-même  moindre  que  a,  en  valeur  absolue.  Telle  serait, 
par  exemple,  l'expression 

3  —  2  37  -1-  4^:2 —  5x^-\-  x'^  sina;, 

puisque  la  valeur  absolue  de  sin.z'  est,  au  plus,  égale  à  1 . 

Alors  toutes  les  conclusions  précédentes  subsistent  :  en  effet,  si 
l'on  désigne  par  x'  la  valeur  absolue  de  x  et  par  A^,  A',,  ...,  A'^_,  les 
valeurs  absolues  des  coefficients  constants  Ao,  A,,  .  .  .,  A«_|,  il  est 
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clair  que,  si  l'on  suppose  x'  plus  petit  qvie  a,  la  valeur  absolue  de  l'ex- 
pression 

Ao-t-  Aia;  -f-. .  .-4-  A„_ia?"-i-+-  A„a"" 

sera  moindre  que  S  en  désignant  maintenant  par  S  la  somme  des 
nombres  A[,,  A',,  ...,  k.[^_^  et  B.  C'est  une  remarque  de  cette  nature 
qui  a  été  notre  point  de  départ;  toutes  les  démonstrations  peuvent 
être  reprises  sans  changement,  et  les  conclusions  sont  les  mêmes. 

Le  lecteur  n'aura,  par  exemple,  aucune  peine  à  prouver  que,  si  l'on 
suppose  j:'<;7'  l'expression  — o.  •\- /\x -\- ^x--]- x^  s\nx  ne  peut 
s'annuler  et  est  du  même  signe  que  —  2  ;  dans  les  mêmes  conditions, 
l'expression  — 2.x-\-j\x- — tix^  -\-  x''ûnx  ne  s'annule  pas,  sauf  pour 
x=^o]  elle  est  du  même  signe  que  — ix)  si  l'on  regarde  — ix 
comme  une  expression  approchée,  l'erreur  commise  en  la  substituant 
à  —  2X-\-^x- — 5^^-f-^^sin^  sera  moindre,  en  valeur  absolue, 
que  x'-{/\  +  5  +  i)  =  \ox''-. 

On  voit  se  reproduire  toutes  les  circonstances  des  démonstrations 
précédentes,  et  je  crois  inutile  d'insister  davantage,  pour  montrer 
que  les  conclusions  relatives  à  la  continuité,  à  la  croissance  ou  à  la 
décroissance  pour  ^  =  o,  au  signe  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  o 
subsistent  :  les  mots  continuité,  croissance,  décroissance  doivent 
être  entendus  dans  le  même  sens  qu'on  leur  a  attribué  quand  il 
s'agissait  des  polynômes. 

Il  convient  toutefois  de  remarquer  que  les  conclusions  relatives  au 
signe  ou  à  la  variation  de  l'expression  considérée  n'offrent  d'intérêt 
que  si,  dans  celte  expression,  le  terme  qui  détermine  soit  le  signe, 
soit  le  sens  de  la  variation,  n'est  pas  le  dernier  terme  A„x",  dont  on 
sait  seulement  que  le  coefficient  A«  reste  compris  entre  certaines 
limites  quand  x  est  suffisamment  petit,  mais  bien  un  des  termes  pré- 
cédents, à  coefficient  différent  de  o. 


§  3.  —  POLYNOMES  IDENTIQUES. 

33.  Un  polynôme  réduit,  à  une  variable,  ne  peut  être  nul  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  que  si  tous  les  coefficients  sont 
nuls  :  on  dit  alors  que  le  polynôme  est  identiquement  nul. 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède. 
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Deux  polynômes  en  x^  réduits^  ne  peuvent  prendre  des  valeurs 
égales,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x^  sans  être  composés  exacte- 
ment des  mêmes  termes. 

En  effet,  la  différence  des  valeurs  de  ces  deux  polynômes  est  la 
valeur  d'un  polynôme  dont  les  coefficients  sont  les  différences  des 
coefficients  respectifs  des  polynômes  proposés  :  ces  différences  doivent 
être  nulles  d'après  la  proposition  précédente  ('). 

Ces  propositions,  qui  sont  capitales,  s'étendent  de  suite  aux  poly- 
nômes à  deux,  trois,  . . .  variables. 

Par  exemple,  un  polynôme  réduit  à  deux  variables  x,  y  ne  peut 
être  nul  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  attribuées  à  la  variable  sans 
que  tous  ses  coefficients  soient  nuls. 

Un  polynôme  en  :r,  jk,  en  effet,  peut  être  ordonné  suivant  les  puis- 
sances d'une  des  variables,  dey  par  exemple  ;  en  réunissant  ensemble 
tous  les  termes  qui  contiennent  y  au  même  degré  et  en  mettant  en 
factevir  la  puissance  de  y  qui  figure  dans  tous  ces  termes,  on  par- 
viendra à  une  expression  de  la  forme 

Po  +  Pi r -^  l'a  Jk2  H- .  .  .  +  P„  j'S 


(*)  Les  propositions  et  leurs  démonstrations  subsistent  pour  ces  sortes  de  poly- 
nômes que  l'on  a  considéi'és  dans  le  numéro  précédent  :  Une  expression  de  la  forme 

A„+  A,^  +  A„:r-+ h  A„_,a;"-'+  A„a:", 

où  Aq,  a,,  ...,  A„_,  sont  des  constantes  et  où  l'on  sait  que  A„,  qui  peut  d'ailieui-s 
dépendre  de  x,  reste  compris  entre  deux  nombres  fixes,  quand  x  reste  compris  entre 
—  a  et  +  a,  ne  peut  être  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  enlrc  — a 
et  -\- a.  que  si  les  coefficients  constants  A„,  A,,  ...,  A„_,  sont  nuis  et  si  A„  est  nul 
pour  toutes  ces  valeurs  de  x. 
Deux  expressions  de  la  forme 

A,,  +  A,  :z:  +  A2  07- -»- . . .  +  A„_i  ^"-' -I- A„  a;", 
B|,+  B,a:  +  M^x''-  -f-...-+-B,,_i^"-i+  B„^", 

où  les  coefficients  A,,  A,,  ...,  A„_i  ,  B„,  B,,  ...,  B„_,  sont  constants,  et  où  Ton  sait 
que  les  quantités  A„,  B,,,  qui  peuvent  dépendre  de  x,  sont  comprises  entre  des 
nombres  fixes  quand  x  reste  compris  entre  —  a  et  +  a,  ne  peuvent  être  égale,  pour 
toutes  ces  valeurs  de  x  que  si  l'on  a  Aj  =  B„,  A,  =  B,,  ...,  A„_,  =z  B„_,,  et  si,  en 
outre,  A„  et  B,^  ont  toujours  des  valeurs  égales.  Il  convient  toutefois  d'observer  que 
cette  dernière  proposition  suppose  que  le  nombre  naturel  n  est  le  même  dans  les 
deux  expressions.  Il  est  aise  de  s'arranger  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  en  mettant  dans 
les  derniers  termes  de  l'une  des  expressions  une  puissance  convenable  de  x  en 
facteur. 
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OÙ  Pq,  Pt5  P25  .  • .,  P«  ^O'^t  ^^^  polynômes  en  ûc,  dont  les  coefficients 
sont  manifestement  les  coefficients  du  polynôme  proposé  en  x,  y. 
Supposons  que  ce  dernier  polynôme  soit  nul  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  à  x,  y.  Si  l'on  attribue  à  x  une  valeur  numérique  x\ 
les  polynômes  (en  ^)  Po,  Pj,  ...,  P«  prendront  des  valeurs  numé- 
riques P„,  P^,  . ..,  P,'j  et  l'expression  précédente  deviendra  un  poly- 
nôme à  une  variable  JK 

p;  +  p'i  jK  ^-  p'îj"-^- . .+ p;r"- 

La  valeur  de  ce  polynôme  en  y  doit  être  nulle  pour  une  valeur 
quelconque  y  dejK,  puisqu'elle  est  évidemment  la  même  que  celle  du 
polynôme  proposé  {exix^y)  pour  x^x'^  y^y'-  il  faut  donc  que 
l'on  ait  Po  =  o,  Pj  =  o,  ...,P^j=o,  c'est-à-dire  que  chacun  des  poly- 
nômes (en  x)  Po,  Pi,  ...,  P//  doit  s'annuler  quand  on  remplace  x 
par  un  nombre  quelconque  x',  c'est-à-dire  encore  que  chacun  de  ces 
polynômes  est  identiquement  nul  :  tous  les  coefficients  du  polynôme 
proposé  (en  x,y)  sont  nuls. 

Du  cas  de  deux  variables  on  passe  au  cas  de  trois  variables,  puis 
de  quatre,  etc Le  théorème  est  général. 

On  en  déduit  que  deux  polynômes  réduits,  à  n  variables,  ne  peuvent 
prendre  la  même  valeur  pour  tout  système  de  valeurs  de  ces  variables 
sans  être  identiques  terme  à  terme. 

34.  La  portée  de  cette  proposition  est  considérable  ;  elle  éclaire 
tout  d'un  coup  les  opérations  de  l'addition,  de  la  soustraction,  de 
la  multiplication  des  polynômes,  en  montrant  que  ces  opérations 
jouissent  de  propriétés  que  l'on  a  établies  pour  les  nombres  : 

En  parlant  du  polynôme  qui  est  la  somme,  la  difierence,  le  produit 
de  deux  polynômes  donnés,  j'entendrai  toujours  parler  du  polynôme 
réduit  que  l'on  sait  former  par  les  éléments  de  l'Algèbre  et  dont  la 
valeur  est  égale,  comme  on  sait,  à  la  somme,  à  la  différence,  ou  au 
produit  des  valeurs  des  polynômes  proposés,  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  aux  variables  ;  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  n'y 
a  qu'un  seul  polynôme  qui  puisse  avoir  cette  propriété  ;  tous  les 
autres  lui  sont  identiques  terme  à  terme.  Je  me  borne  à  énoncer  les 
propositions  suivantes,  en  me  contentant  de  donner  quelques  expli- 
cations sur  la  dernière,  afin  de  bien  fixer  le  sens  qu'il  faut  leur  attri- 
buer à  toutes. 

T.  6 
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Plusieurs  polynômes  étant  donnés,  on  peut  les  ajouter  dans  l'ordre 
qu'on  voudra,  on  retombera  toujours  sur  le  même  polynôme  (réduit). 

Dans  une  somme  de  plusieurs  polynômes,  on  peut  remplacer  tels 
polynômes  que  l'on  veut  par  leur  somme  effectuée. 

On  peut  multiplier  plusieurs  polynômes  dans  l'ordre  que  l'on  veut  ; 
le  polynôme  produit,  après  qu'on  l'a  réduit,  est  toujours  le  même. 

Dans  un  produit  de  polynômes,  on  peut  remplacer  tels  facteurs 
(polynômes)  que  l'on  veut  par  leur  produit  effectué  ;  le  produit  final 
est  toujours  le  même  polynôme. 

Le  produit  de  plusieurs  polynômes  ne  peut  être  identiquement  nul 
que  si  l'un  des  facteurs  est  identiquement  nul  (<). 

Pour  multiplier  la  somme  de  deux  polynômes  P,  Q  par  un  poly- 
nôme R,  on  peut  multiplier  par  R  chacun  des  polynômes  P,  Q  et 
ajouter  les  deux  produits. 

Ce  dernier  théorème  s'exprime  par  l'identité 

(P  +  Q)R:=  PR  +  QR. 

Dans  le  premier  membre,  P  +  Q  représente  le  polynôme  oblenu 
en  ajoutant,  d'après  la  règle  élémentaire,  les  polynômes  P,  Q  ; 
(P-I-Q)R  représente  le  polynôme  (réduit)  obtenu  en  multipliant, 
d'après  la  règle  élémentaire,  le  polynôme  P+Q  par  le  polynôme  R  ; 
dans  le  second  membre  PR,  QR  représentent  de  même  les  polynômes 
obtenus  en  multipliant  le  polynôme  P  par  le  polynôme  R,  le  poly- 
nôme Q  par  le  polynôme  R;  PR  +  QR  représente  le  polynôme  (ré- 
duit) obtenvi  en  ajoutant  les  deux  polynômes  PR,  QR;  en  disant  que 
l'égalité  écrite  est  une  identité,  on  entend  que  le  polynôme  (réduit) 
(P  4-  Q)R  est  le  même  polynôme  que  le  polynôme  (réduit)  PR  4-  QR, 

Qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  ce  qui  résulte  évidemment  de  la  proposi- 
tion précédente  ;  en  effet,  si  l'on  attribue  aux  variables  des  valeurs 
numériques  quelconques,  les  polynômes  P,  Q,  R  prennent  des 
valeurs  numériques  P',  Q',  R'  et  le  nombre  (P'+  Q')!^'  ^^^  certaine- 
nement  égal  au  nombre  P'R'H-  Q'R'.  Cela  revient  à  dire  que  les  deux 


(>)  Je  rappelle  à  ce  propos  que,  lorsqu'on  fait  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
polynômes  en  x,  le  terme  du  plus  bas  degré  s'obtient  en  faisant  le  produit  des 
termes  du  plus  bas  degré  dans  les  différents  facteurs;  le  terme  du  plus  haut  degré 
s'obtient  de  même  en  faisant  le  produit  des  termes  du  plus  haut  degré  dans  les  diffé- 
rents facteurs. 
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polynômes  (P  -h  Q)R  et  PR  -+-  QR  prennent  les  mêmes  valeurs  nu- 
mériques pour  un  système  quelconque  de  valeurs  numériques  attri- 
buées aux  variables  ;  les  deux  polynômes,  lorsqu'ils  sont  réduits,  sont 
donc  identiques  terme  à  terme. 

Il  est  à  peine  utile  d'appeler  l'attention  du  lecteur  sur  les  consé- 
quences de  ce  dernier  théorème  :  si  dans  une  somme  de  produits  de 
polynômes  figure,  dans  chaque  terme  de  la  somme,  un  même  poly- 
nôme, on  peut  le  mettre  en  facteur;  pour  multiplier  une  somme  de 
polynômes  par  une  somme  de  polynômes,  on  peut  multiplier  cliaque 
terme  de  la  première  somme  par  chaque  terme  de  la  seconde  et 
ajouter  les  produits  partiels;  le  polynôme  ainsi  obtenu  est  le  même 
que  celui  qu'on  aurait  obtenu  en  effectuant  la  première  somme,  puis 
la  seconde  et  en  multipliant  les  résultats. 

Si,  en  multipliant  les  deux  polynômes  A,  B  par  le  polynôme  C,  non 
identiquement  nul,  on  trouve  le  même  produit,  c'est  que  les  deux 
polynômes  A,  B  étaient  identiques  ;  en  eilet,  le  polynôme  AC  —  BC 
étant,  par  hypothèse,  identiquement  nul,  il  en  est  de  même  du  pro- 
duit (A —  B)C,  qui  lui  est  identique;  si  donc  le  polynôme  G  n'est 
pas  identiquement  nul,  c'est  que  la  différence  A  —  B  est  identique- 
ment nulle,  ou  que  le  polynôme  A  est  identique  au  polynôme  B. 

§  4.  —  ÉTUDE  D'UN  POLYNOME  POUR  LES  VALEURS  DE  x 
VOISINES  DE  a. 

3o.  Après  cette  digression,  arrivons  à  l'étude  des  valeurs  d'un 
polynôme  en  x,  pour  les  valeurs  de  a:  voisines  d'un  nombre  donné  a. 

Soit 

f(x)  =  \o-+-  \ix  -{-  Ai  x^ -+-...-{-  X„x"^ 

le  polynôme  proposé,  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x; 
je  suppose  qu'il  soit  de  degré  n,  c'est-à-dire  que  le  dernier  coeffi- 
cient A„  ne  soit  pas  nul.  Quelques-uns  des  autres  coefficients  Au, 
A),  . ..,  A„_,  peuvent  d'ailleurs  être  nuls. 

Pour  ramener  l'étude  qu'on  veut  faire  au  cas,  déjà  traité,  où  la  va- 
riable reste  voisine  de  o,  il  suffit  de  poser  .v  =  a  -i-  h,  en  regardant  A 
comme  une  variable  qui  restera  voisine  de  o  ;  la  valeur  de  a  -h  h,  ou 
de  a",  restera  voisine  de  a.  Le  polynôme  proposé  deviendra  alors 

/(a -H  h)  =  Ao-T- A,(a-f-  /i)-t-  A2(a  +  A)^ +•...+ A„(a  + /t)«. 
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On  sait,  par  dé  simples  additions  et  multiplications  de  polynômes, 
développer  le  second  membre  et  l'ordonner  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  /<,  de  manière  à  le  mettre  sous  la  forme 

Relativement  à  ce  développement,  je  ferai  d'abord  quelques 
remarques,  qui  concernent  surtout  les  deux  premiers  coefficients  et 
le  dernier. 

Lorsque,  en  désignant  par  /•  un  nombre  naturel  quelconque,  on 
développe  (a  -h  hy  et  qu'on  l'ordonne  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  /i,  c'est-à-dire  lorsqu'on  effectue  le  produit  de  /'polynômes 
égaux  à  <2  +  A,  le  premier  terme  (le  terme  de  moindre  degré)  est  égal 
à  a'',  le  terme  du  plus  haut  degré  est  A^,  puisque  ces  termes  s'ob- 
tiennent respectivement  en  multipliant  les  termes  du  plus  bas  degré, 
ou  du  plus  haut  degré  dans  les  /•  facteurs;  il  est  aisé  d'avoir  aussi  le 
terme  du  premier  degré  en  h  :  il  est  2 ah,  3a- h,  ^a^Ii,  ...  dans  les 
développements  de  {a  +  /i)^,  (a  +  A)-',  {a  +  A)'*,  ...  ;  il  est  /'«'""'  k 
dans  le  développement  de  (a -i- A)'';  si  l'on  admet,  en  effet,  que  la 
proposition  soit  vraie  pour  le  nombre  /■,  on  aura 

(a  -+-  A)''=  a''-\-  ra'-^h  -4-. . ., 

les  termes  non  écrits  au  second  membre  contenant  A-,  A^,  ...  ;  si  l'on 
multiplie  les  deux  membres  par  a  +  A,  les  termes  non  écrits  dans  le 
second  membre  ne  fourniront  pas  de  termes  du  premier  degré  en  A. 
Le  terme  du  premier  degré  en  A,  dans  le  développement  de  (a  +  A)''+* 
proviendra  exclusivement  du  produit  de  «'"-h  /'«'"*  A  par  «  +  A  ('  )  ; 
il  est  (/•  -h  i)«''A  ;  la  loi  se  continue  donc. 

11  résulte  des  remarques  précédentes  que,  si  l'on  ordonne  le  poly- 


(')  Il  y  a  là  une  remarque  générale  qu'il  est  bon  de  faire  :  Lorsqu'on  a  à  elTectuer 
le  produit  de  deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  a:, 

Oo  H- «i  ^  +  «2  ^' +  •  •  •  ' 
6„+  b^x  -h  ôjiz;--}-. . ., 

et  qu'on  ne  veut  conserver  au  produit  que  les  termes  de  degré  m  ou  de  degré  infé- 
rieur, on  pourra,  dans  les  deux  facteurs,  effacer  les  termes  de  degré  supérieur  à  m^ 
faire  ensuite  le  produit,  en  supprimant,  dans  ce  produit,  les  termes  qui  sont  de  degré 
supérieur  à  m. 
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nome 

/(a-h  h)  =  \o-h  Xi(a  +  h)  -{-  Xi(a  -*- /i)2-H. .  .-l- A„(a  4- /t)« 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  h,  on  tombera  sur  un  polynôme 
de  la  forme 

(i)  f{a-^h)=  Bo+B,/i-KB2/i2  +  ...-i-B„/t«, 

où  B„  est  égal  à  A,,,  puisque  P^n{(i  +  ^)"  est  le  seul  terme  qui  four- 
nisse un  terme  en  A",  et  où  l'on  a 

Bo=Ao-+-    Aitt-i-    Aja^-h...-;-     A,ja", 
B|  =  Al  -H  2  Aoa  -i-  SAsa^-i-. .  .-i-  /iA,ja«-i  ; 

quant  aux  autres  coefficients,  on  donnera,  un  peu  plus  tard,  une  règle 
simple  pour  les  calculer. 

Dans  le  développement  de  /(a-\-h),  ordonné  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  h,  le  terme  constant  Bq  esl/(a)  ;  il  s'obtient  en 
remplaçant  a:  par  a  dans  le  polynôme  proposé  f{x)  :  ce  résultat  est 
d'ailleurs  évident  sur  l'identité  (i)  elle-même  ;  il  suffit,  pour  l'obtenir, 
de  faire  /<  =:  o  dans  cette  identité. 

Le  coefficient  B(  de  A,  dont  on  verra  bientôt  toute  l'importance, 
s'obtient  en  remplaçant  x  par  a  dans  le  polynôme 

f'{x)  —  A,  -+-  "xPl^x  -i-  3  Asa?^  -+-. .  .-t-  nknX'^-^^ 

qu'on  appelle  la  dérivée  (')  du  polynôme y(x),  ou  le  polynôme  dé- 
rivé de  f{x),  et  qui  se  déduit  de  ce  dernier  polynôme  par  la  règle 
suivante  : 

On  supprime  le  terme  constant  dans  le  polynôme  proposé  ;  on 
multiplie  chaque  coefficient  par  l'exposant  de  x  dans  le  terme  corres- 
pondant (-).  On  diminue  enfin  cet  exposant  d'une  unité. 

Au  lieu  de  dire  quey'(a  +  /i)  se  met  sous  la  forme  (i),  il  revient 
au  même,  en  remettant  x  —  a  à  la  place  de  h,  de  dire  que  le  poly- 


(')  La  notion  de  dérivée  a  été  déjà  introduite  dans  les  éléments,  à  un  autre  point 
de  vue  auquel  je  reviendrai  plus  tard.  On  verra,  lorsqu'il  sera  question  de  polynômes 
à  variables  imaginaires,  l'intérêt  de  la  définition  actuelle. 

(')  Cette  dernière  règle,  appliquée  au  terme  Aj  ou  A^a;",  conduirait  à  supprimer 
ce  terme,  comme  ou  doit  le  faire  effectivement. 
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noine/(^)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a)  f{x)  —  Bo-f-B,(a:  — a)-t-B,(a7  — a)2H-...-i-B„(a7  — a)". 

C'est  ce  qu'on  appelle  ordonner  le  polynôme  f(x)  suivant  les 
puissances  àe  x  —  a. 

Les  coefficients  Bq,  B,,  ...,  B„_,  peuvent  être  nuls,  mais  non  le 
dernier  coefficient  B„,  qui  est  égal  à  A„. 

Quand  h  est  voisin  de  o,  la  valeur  du  polynôme  (en  /i),  f(^a  -\-  h), 
est  voisine  de  la  valeur  Bq  que  prend  ce  polynôme  pour /i  =  o  ;  le 
polynôme  f{x)  est  voisin  de  la  valeur  Bo^/(«)  qu'il  prend 
pour  x  =  a;  la  valeur  du  polynôme  reste  aussi  voisine  qu'on  veut 
de  Bo  pourvu  que  x  reste  suffisamment  voisin  de  «;  c'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant  que  le  polynôme  f(x)  est  une  fonction  continue  (') 
de  X  povir  x  ^  a. 

Pour  les  valeurs  de  h  suffisamment  voisines  de  o,  le  polynôme 
fUi-\-h)  est  du  signe  du  premier  de  ses  termes  Bq,  B,/i,  B2/i-,  ..., 
dont  le  coefficient  n'est  pas  nul;  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment 
voisines  de  «,  le  polynôme  f{x)  est  du  signe  du  premier  des  termes  Bo, 
B,  [x  —  a),  B2(^  —  «)-,  . . .  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul. 

Laissons,  pour  le  moment^  Bo  de  côté.  Le  premier  des  coefficients 
suivants  B,,  Bo,  . . .,  B,,,  qui  n'est  pas  nul,  joue  un  rôle  important, 
c'est  lui  qui  fixe  en  quelque  sorte  la  façon  dont  le  polynôme  se 
comporte,  pour  les  valeurs  de  x  voisines  àea.  Soit  B^  ce  coefficient  : 
si  /"  est  impair,  en  sorte  que  le  terme  B,-/i'',  ou  ^r{x  —  a)''  soit  de 
degré  impair,  le  polynôme  /{x),  lorsque  B^.  est  positif,  est  plus  grand 
pour  X  ==  o  que  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  petites  que  a,  plus 
petit  que  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  a  :  le  poly- 
nôme/*(  5?)  est  alors  croissant  pour  x  =  a;  quand,  au  contraire,  B,.  est 
négatif,  le  polynôme  /(a?)  est  décroissant  pour  x  =  a. 

Si  /•  est  pair,  en  sorte  que  B,/i''  ou  B^(x  —  a)'"  soit  de  degré  pair, 
le  polynôme  f{x)  est  plus  petit,  ou  plus  grand,  pour  x  =  a,  que 
pour  les  valeirrs  voisines,  suivant  que  B,- est  positif  ou  négatif;  suivant 


(  ')  Pour  peu  qu'il  veuille  y  réfléchir,  le  lecteur  reconnaîtra  que  cette  continuité  est 
admise  implicitement  quand  on  admet  que  l'équation  y  =  f{x)  peut  être  représentée 
par  une  courbe.  Quand  un  point  décrit  une  courbe,  l'ordonnée  varie  très  peu,  lorsque 
l'abscisse  varie  très  peu.  C'est  donc  prématurément  que  j'ai  parlé  de  la  courbe 
qui  représente  un  polynôme. 
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les  cas,  le  poljnomey(.r)  passe,  pour  x  =.a^  par  un  minimum  ou  un 
maximum. 

Les  expressions 

Bo,     Bo-+-B,(ar  — «),     Bo+Bi(ar  — a)-+-B2(a7  — a)2,     ... 

fournissent  des  expressions  approchées  de  la  valeur  du  polynôme  f{^x^ 
pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  a;  on  sait  calculer  une  limite  de 
l'erreur  commise  en  substituant  au  polynôme  l'une  de  ces  expressions  : 
par  exemple,  si  l'on  choisit  la  dernière,  et  si  l'on  suppose  que  la 
valeur  absolue  de  a;  —  a  soit  inférieure  à  i,  l'erreur  commise  sera 
moindre  en  valeur  absolue  que  S(x — a)',  en  désignant  par  S  la 
somme  des  valeurs  absolues  des  coefficients  B3,  B,,  . . .,  B^. 

Pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  «,  la  courbe  dont  l'équation 
est  j^  z=zf(^x)  se  rapproche  de  la  droite  dont  l'équation  est 

j  =  Bo-f-B,(a7  —  a); 

quand  Bj  n'est  pas  nul,  suivant  que  Bj  est  positif  ou  négatif,  la  courbe 
est  au-dessus  ou  au-dessous  de  cette  droite,  qu'elle  affleure  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  x  =  a^  y  =  ^0  =f(^a)  ;  si  Bo  est  nul  sans 
que  B3  le  soit,  la  courbe  traverse  la  droite  au  même  point. 

Dans  tous  les  cas,  la  droite  est  tangente  à  la  courbe  :  en  effet,  la 
pente  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  dont  les  coordonnées  sont 
respectivement  a  ei/(a)  =  B^,  a  -{-  h  et/(  a-\-  /i)  =  B^-i-  B,  /t  4-. . . 
est  (n"  28) 

/(a.^A)-/(a^^B./.-^B.A^+B..,/.3^...^       ^       ^^^ 
a  -r-  h  —  a  h 

et  cette  dernière  quantité  est  aussi  voisine  de  B,  qu'.on  le  veut,  pourvu 
que  h  soit  suffisamment  petit;  en  d'autres  termes,  B,  est  la  limite  de 
la  pente  d'une  sécante  joignant  les  deux  points,  quand  le  second  se 
rapproche  du  premier.  C'est  la  pente  delà  tangente  (')au  point  dont  les 
coordonnées  sont  a  et  f(^a)  =  Bq',  Téqualion  de  celte  tangente  est 


(')  Par  définition,  Id  pente  d'une  courbe  en  un  point  de  celte  courbe  est  la  pente 
de  la  tangente  en  ce  point  :  on  peut  donc  dire  que  la  pente  de  la  courbe  définie  par 
l'équation  jj' =/( a;),  au  point  de  cette  courbe  dont  les  coordonnée^  sont  a  el/{a), 
est 

Bj:=  \^  -+-  2\.^a  +  3  A3a-  +  . .  .-i-  «A^a"-'. 
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bien  y  —  Bq  =  B,  (:r  —  a)  (n"  28).  Ce  résultat  subsiste,  ainsi  que  la  dé- 
monstration, lors  même  que  l'un  ou  l'autre  des  coefficients  Bo,  B,  est 
nul.  S'ils  sont  nuls  tous  deux,  l'axe  des  a^  est  la  tangente  à  la  courbe. 
Pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  «,  la  parabole  dont  l'équation  est 

y  =  Bq-H  B,(a7  —  a)  H-  BîCiT  —  ay 

est  très  voisine  de  la  courbe  dont  l'équation  est  j^  :=  /'(a?),  etc. 
Si,  par  exemple,  le  lecteur  veut  étudier  le  polynôme 

f{x)  ~  3  —  2  3"  -i-  4^7' —  5x^^  x'*, 

pour  les  valeurs  de  x  voisines  de    i,   il  trouvera,  en  effectuant  les 
calculs, 

/(i-i-  A)  =  I  —  5 /t  -1-  5 A-  —  A» -f-  A^, 

f{x)  =  1  —  5(^  —  1)—  5(;r  — 1)2— (a;  — r)-»-f-(.r  — i)i. 

Pour  X  =  i^  le  polynôme  prend  la  valeur  i ;  pour  cette  valeur  il  est 
décroissant;  au  point  dont  les  coordonnées  sont  .r  =  i ,  j'  =  i ,  la  tan- 
gente à  la  courbe  définie  par  l'équation 

y  —  3  —  237  +  4^^ —  ^x^-^  x'*  =1  —  ^{x l)  —  ... 

a  elle-même  pour  équation ./  =  i  —  ^{x  —  i ) . 

36.  Il  importe  de  se  rappeler  le  rôle  du  coefficient  B,  dont  la  va- 
leur s'obtient  en  remplaçant  x  par  a  dans  la  dérivée  f  {x)  du  poly- 
nôme/*(  5?)  : 

La  pente  de  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  définie  par 
V équation  y  =y(:r),  dont  l'abscisse  est  a,  s'obtient  en  remplaçant 
X  para  dans  la  dérivée  f  i^x^  du  polynôme  f{x). 

Lorsque  le  résultat  f  {a)  de  cette  substitution  n^est  pas  nul,  le 
polynôme  /(x)  est  croissant  ou  décroissant  pour  x  ^=  a  suivant 
que  f  {et)  est  positif  ou  négatif. 

37.  Le  cas  particulier  où  le  polynôme  f{x)  s'annule  pour  x  =  a 
mérite  qu'on  s'y  arrête;  on  dit  alors  que  a  est  une  racine  du  poly- 
nôme f{x);  Bo  est  alors  nul,  et  il  peut  se  faire  que  plusieurs  des 
coefficients  suivants  B,,  Bo,  ...,  Ba_i  soient  nuls;  je  suppose  que  B^ 
soit  différent  de  o.  (On  sait  que  tous  les  coefficients  ne  peuvent  être 
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nuls.)  On  a  alors 
/(a-f-A)  =  Ba/i«-4-Ba^i/i^+'+...-f-B„/i"  =  AaCBa+Ba+iA-+-...-4-B„/t«-a), 

en  posant 

ffix)  =  Ba-l-  Ba+i(a7  —  a)  -h. . .+  B„(x  —  «)«-«; 
le  polynôme  (en  h) 

g(a^h)  =  Ba+ Ba+i  A -+-... -l-B„/i«-=' 

ne  s'annule  ni  pour  h  =  o,  ni  pour  les  valeurs  de  h  voisines  de  o;  le 
polynôme  g'{x)  ne  s'annule  ni  pour  x  =  a,  ni  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  a. 

Dans  ces  conditions,  on  dit  que  a  est  une  racine  d'ordre  de  multi- 
plicité a  du  polynôme  f{x).  Si  a  est  égal  à  i ,  la  racine  a  est  dite 
simple.  Si  a  est  plus  grand  que  i ,  la  racine  a  est  dite  multiple  :  elle 
est  double,  triple,  quadruple,  ...,  si  a  est  égal  à  2,  3,  4?  •••'■>  c'est 
par  un  abus  de  langage,  quand  la  racine  est  simple,  que  l'on  dit  que 
son  ordre  de  multiplicité  est  1 . 

Un  polynôme  en  x  étant  donné,  on  appelle  racine  de  ce  polynôme 
toute  valeur  de  x  pour  laquelle  il  s'annule;  si  a  est  une  racine., 
en  remplaçant  x  par  a  •{-  li  dans  le  polynôme,  en  ordonnant 
ensuite  suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  on  obtient  un 
polynôme  en  A,  sans  terme  constant  :  le  degré  du  premier  terme 
de  ce  polynôme  est,  par  définition,  Vordre  de  multiplicité  de  la 
racine  a. 

Le  polynôme  ix'^-\-hx-  —  /\X  —  1,  par  exemple,  s'annule  pour 
x=^\.  I  est  une  racine;  en  remplaçant  x  par  i  +  A,  le  polynôme 
devient  h- -\- 1  h'-^ .  i  est  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  2,  ou,  si 
l'on  veut,  une  racine  double. 

Lorsqu'un  polynôme,  ordonné  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes de  X,  ne  contient  pas  de  terme  constant,  o  est  une  racine  de  ce 
polynôme.  L'ordre  de  multiplicité  de  cette  racine  est  le  degré  du  pre- 
mier terme. 

On  a  vu  plus  haut  que,  si  a  était  une  racine  du  polynôme  f{x), 
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d'ordre  de  multiplicité  a,  on  pouvait  mettre _/( 5:^)  sous  la  forme  (') 

f{x)  =  {x-~a)^  g{x) 

g{x)  étant  un  polynôme  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  a^  et  que  l'on 
a  d'ailleurs  appris  à  former. 

Inversement  cette  forme  même  caractérise  une  racine  d'ordre  a  de 
multiplicité  :  en  d'autres  termes,  si  l'on  a  réussi,  n'importe  comment, 
à  mettre  le  poljnome  f{x)  sous  la  forme  (x  —  a)'^ g{x),  g{x)  étant 
un  poljnome  en  x  qui  ne  s'annvile  pas  pour  ^  =r  a,  on  peut  affirmer 
que  a  est  une  racine  àef[x),  d'ordre  a  de  multiplicité. 

En  effet,  si,  dans  l'identité  f{x)  =  (x  —  a)"- g^x),  on  remplace  x 
par  a-\-  h,  elle  devient 

f(a  +  /i)  =  h*g-{a-h  h); 

si  l'on  développe  le  polynôme  g(a  +  h)  et  qu'on  l'ordonne  suivant 
les  puissances  croissantes  de  A,  le  développement  commence  par  un 
terme  constant,  ^(«),  qui,  par  hypothèse,  n'est  pas  nul.  Le  dévelop- 
pement de  /(a  +  h)  commencera  donc  par  le  terme  h^  g{a),  qui  est 
de  degré  a  en  h. 

On  peut  tirer  d'autres  conséquences  de  ce  dernier  résultat  :  c'est 
précisément  ce  premier  terme  du  développement  de  f(a-j-h)  qui, 
d'après  le  numéro  précédent,  détermine  la  façon  dont  varie  /{x) 
pour  X  =  rt,  et  la  forme  de  la  courbe  dont  l'équation  est  jk  =/(x)  aux 
environs  du  point  A,  d'abscisse  a,  où  cette  courbe  rencontre  l'axe 
des  X.  Si  a  est  impair,  en  particulier  si  a  est  racine  simple,  elle  tra- 
verse cet  axe  en  montant  (lorsque  x  croît),  ou  en  descendant,  suivant 
que  g(a)  est  positif  ou  négatif.  Si  a  est  pair,  la  courbe,  aux  environs 
du  point  A,  reste  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  des  x,  suivant 
que  g(a)  est  positif  ou  négatif.  Si  a  est  plus  grand  que  i,  elle  est 
tangente  à  l'axe,  au  point  A.  Si  a  est  égal  à  1 ,  si  a  est  racine  simple, 
la  pente  de  la  tangente  en  A,  ou  de  la  courbe,  est  g{a).  Tout  ceci 
résulte  de  la  règle  générale  pour  la  détermination  de  la  tangente. 

38.  Décomposition  en  facteurs  d'un  polynôme  dont  on  connaît  les 
racines.  —     Supposons  toujours  que  a  soit   une   racine   d'ordre    de 

(  '  )  On  entend  par  là  que  les  deux  polynômes  f{x)  el  {x  —  a^  g{x)  sont  iden- 
tiques. 
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multiplicité  a  du  polynôme 

/(x)  =  Ao-h  AiX  -r-  XiX'^-i-..  .-h  AnX", 

en  sorte  que  Ton  ait,  avec  les  mêmes  notations  que  précédemment, 

/(x)  =  {x  —  a)^ff(x), 

le  polynôme  g(x)  ne  s'annulant  pas  pour  x  =  a;  puisque  le  produit 
des  termes  du  plus  haut  degré  dans  (x  —  a)^  et  dans  g{x)  doit  repro- 
duire A,iX",  on  voit  que  le  terme  du  plus  haut  degré  dans  g{x) 
est  A/jX""*  et  que  g(x)  est  de  degré  n  —  a. 

Supposons  maintenant  quey(:p)  s'annule  pour  un  nombre  b,  autre 
que  a;  il  faudra  que  ^b  —  ci)^ g{b)  soit  nul  et,  comme  le  premier 
facteur  n'est  pas  nul,  que  le  second  g{h)  le  soit;  b  est  donc  racine 
de  g(^x)]]e  dis  que  b  est  une  racine  du  même  ordre  de  multiplicité 
pour  g{x)  que  pour  f{x). 

Si,  en  effet,  b  est  d'ordre  de  multiplicité  [3  pour ^'(a^),  c'est  que  l'on 

peut  poser 

g{x)  =  (x  —  b)^h(x), 

h(x)  étant  un  polynôme  qui  ne  s'annule  pas  pour  x=  b;  le  poly- 
nôme y(:c)  pourra  donc  se  mettre  sous  la  forme 

f(:r)  =  (x-bynio^-a)'^h(x)], 

et  comme  le  polynôme  entre  crochets  ne  s'annule  pas  pour  x  =  b, 
b  est  bien  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  [S  pour  f{x).  Le  poly- 
nôme h[x)  ne  s'annule  pas  non  plus  pour  a:  =  «,  sans  quoi  a 
serait  une  racine  de  g{x)',  s'il  y  a  un  nombre  c,  différent  de  a  et  de 
6,  qui  annule /(.r),  ce  nombre  est  aussi  une  racine  de  h(x),  du  même 
ordre  de  multiplicité  y  poury*(a7)  que  pour  h{x)j  et  l'on  peut  poser 

/(x)  =  {x  —  a)'^{x  —  b)P{x  —  cy  k(x), 

k{x)  étant  un  polynôme  qui  ne  s'annule  pour  aucune  des  trois  va- 
leurs a,  b,  c  de  x. 

g{x)  étant  de  degré  n  —  a,  h{x)  est  de  degré  n  —  a  —  [3,  k{x)  de 
degré  n  —  a — ^  —  y;  dans  chacun  de  ces  polynômes,  le  terme  du 
plus  haut  degré  en  j?  a  toujours  pour  coefficient  A,,. 

Il  est  clair  que  le  raisonnement  peut  se  continuer,  et  que,  si  le 
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polynôme  /(a: )  admet  les  raeines  distinctes  a,  b,  . . .,  /avec  les  ordres 

de  multiplicité  respectifs  a,  |iJ, A  et  n'en  admet  pas  d'autres,  on 

aura 

f(x)  =  {x  —  a )=<-{x  —  b)'?> . .  .{x  —  l)'>^  o{x), 

^{x)  étant  un  polynôme  de  degré  ri  —  a —  ^  — ... —  \  qui  ne  s'annule 
plus  pour  aucune  valeur  de  j?,  et  dans  lequel  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  est  A,^  ;  si  l'on  avait 

a  -+-  p  -+-...-+-  X  =  n, 

on  aurait  identiquement 

f{x)  =  A„(:r  -  a)^{x  -  b)<^ . .  .{x  -  l)\ 

Tl  est  bien  clair  que  t. -{-  '^  -{-... -\-\  ne  peut  dépasser  n  et  que, 
•en  particulier,  le  nombre  des  racines  distinctes  d'un  polynôme  de 
•degré  n  ne  peut  dépasser  n. 

Ceci  complète  une  proposition  établie  au  n°  33;  non  seulement  un 
polynôme  en  x,  qui  n'est  pas  identiquement  nul,  ne  peut  être  nul 
pour  toutes  les  valeurs  de  x,  mais  il  ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines 
différentes  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré.  Il  en  résulte  que  deux 
polynômes  dont  le  degré  est  inférieur  ou  égal  à  n  ne  peuvent  pas, 
sans  être  identiques,  être  égaux  pour  plus  de  /i  valeurs  distinctes  de  .r, 
puisque  leur  différence  s'annulerait  pour  ces  valeurs  de  x. 

39.  Grandes  valeurs  de  la  variable.  —  Il  me  reste  à  dire  quelques 
mots  de  l'étude  des  valeurs  d'un  polynôme  pour  de  très  grandes 
valeurs  absolues  de  la  variable. 

Pour  cette  étude,  il  convient  d'ordonner  le  polynôme  par  rapport 
aux  puissances  descendantes  de  la  variable  et  de  porter  son  attention 
sur  les  premiers  termes,  qui  importent  le  plus;  si  la  valeur  absolue  de 
la  vai^able  est  assez  grande,  chaque  terme  est  plus  grand  que  ceux  qui 
le  suivent,  et  l'erreur  relative  que  l'on  commet  en  ne  conservant  que 
les  premiers  termes  est  faible. 

Si  l'on  veut  avoir  par  exemple  la  valeur  pour  x  =  loooo  du  poly- 
nôme 3.2?^ — 2x--\-x  —  I,  les  erreurs  relatives  que  l'on  commettra 
en  calculant,  au  lieu  de  la  valeur  du  polynôme  proposé,  celle  des  po- 
lynômes 3x'^,  3x^ —  2x'-  seront  respectivement  plus  petites  que — ^ — jf 

-•  Ceci  va  d'ailleurs  être  précisé. 
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Considérons  en  général  le  polynôme,   ordonné  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x^ 

f{x)  —  rto^"-H  «ia^"~*-i-. . .-+-  an.-\X -^  an', 

a^^  ax^  .  .  .^  a,i  sont  les  coefficients  :  je  suppose  que  le  premier  a^  ne 
soit  pas  nul, 

La  valeur  de  ce  polynôme,  pour  une  valeur  quelconque  de  x^  autre 
que  o,  est  égale  au  produit  de  la  valeur  de  x"  par  celle  de  l'expression 

II  [  ( 

X  X''  37"+'  X'^ 

qui  peut  être  regardée  comme  un  polynôme,  dont  la  variable  s'appel- 
lerait —  y  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  cette  variable; 
quand  x  est  très  grand  en  valeur  absolue,  —  est  très  petit  en  valeur 

absolue,  le  lecteur  prévoit  bien  qu'il  va  être  ramené  à  un  cas  qu'il 
connaît  déjà. 


Posons 


—  =  2,  o(^)  =  ai^ -I- a2  5^-)-. .  .-I- a„z"; 


on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  autres  que  o, 

/(^)  =  ^"[«o-t-?(^)]; 

le  polynôme  «5(5)  s'annule  pour  ^  ^  o;  sa  valeur  absolue  reste  aussi 
petite  qu'on  veut  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  z  soit  assez  petite,^ 
que  celle  de  x  soit  assez  grande. 

Désignons  par  ^',  z\  a'^  les  valeurs  absolues  àex,  z^  a^.  Donnons- 
nous  un  nombre  positif  e  aussi  petit  qu'on  voudra,  moindre  en  par- 
ticulier que  rt„.  Supposons  qu'on  ne  considère  que  des  valeurs  de  x 
assez  grandes  absolument  pour  que  la  valeur  absolue  de  '-^{z)  soit 
moindre  que  £.  Il  suffit  pour  cela  que  z'  soit  inférieur  à  un  nombre- 
positif  que  l'on  sait  calculer,  que  x'  soit  supérieur  à  l'inverse  de  ce 
dernier  nombre.  Dans  ces  conditions,  la  valeur  absolue  de  «0+  ?(-) 
sera  évidemment  supérieure  au  nombre  positif  «'„ — s;  «o+?(^) 
ne  s'annulera  pas  et  sera  toujours  du  signe  de  «o  5  le  produit 
^"[«0+  ?(^)]  lie  s'annulera  pas  non  plus  et  sera  du  signe  de  aoX",. 
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la  valeur  absolue  de  ce  produit  est  supérieure  à  (a|, —  e)x'"  et  ce 
dernier  nombre  peut  évidemment  être  supposé  aussi  grand  qu'on 
veut  pourvu  que  x'  soit  suffisamment  grand. 

Pourvu  que  la  valeur  absolue  de  x  soit  plus  grande  qu' un 
nombre  positif  P  qu  on  sait  calculer,  le  polynôme  /{x)  ne  s'an- 
nule pas,  il  est  du  même  signe  que  son  premier  terme  a^x";  sa 
valeur  absolue  est  aussi  grande  qu^on  veut,  pourvu  que  la  valeur 
absolue  de  x  soit  suffisamment  grande. 

Si  l'on  considère  par  exemple  le  polynôme 

f{x]  =  ix» —  \x'^-\-  5x^ —  Sx  -i-  2, 
le  polynôme  ^(z)  sera  ici 

pourvu  que  z'  soit  plus  petit  que  i,  il  est  plus  petit  en  valeur  absolue  que 
ig^'î,  que  2  par  conséquent,  si  l'on  suppose  z'  <i  ->  «■'>  4-  Si  la  valeur  absolue 

4 

de  X  est  plus  grande  que  4,  le  polynôme  f{x)  ne  sera  jamais  nul,  il  sera  «lu 
signe  de  son  premier  terme  2.r'',  |)Osilif  si  x  est  positif,  négatif  dans  le  cas 
contraire,  plus  grand  en  valeur  absolue  que 

si  l'on  voulait  déterminer  un  nombre  positif  B  tel   que  la  condition   a;'>B 

»      ■/•/NI  -1         r,--i  I         T>  */iO  ooo  , 

entraînât  \/{x)  \  >iooo,  il  suturait  de  prendre   B  >  i  / — ,  par  exemple 

B  =  4,2. 

En  supposant  a?'>  4î2  le  polynôme  sera  plus  grand  que  looosi  x  est  positif, 
plus  petit  que  —  looo  si  x  est  négatif. 

L'erreur  commise  en  remplaçant  /(x)  par  son  premier  terme  t.x''  est  x^if{z): 

l'erreur  relative 

x''<f(z)        ^       ^{z) 

est  moindre  en  valeur  absolue  que 

^ ~)' 

■X  —  19-^ 

pourvu  que  19-s'*  soit  plus  petit  que  2,  ce  qui  arrivera  sûrement  si  z'  est  plus 
petit  que  -•  Si  l'on  voulait  que  cette  erreur  fût  moindre  que  le  nombre  posi- 
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vif  T,,  il  suffirait  de  supposer  z'  plus  pelit  que  -  et  que 

-1 


v/i 


l9(l-t-Ti)' 

elle  serait,  par  exemple,  moindre  que  0,001  si  l'on  supposait  a"'>  100. 
Pour  en  revenir  au  cas  général  où  l'on  a 

f(cr)  =  aoX"  -+-  ai^-""'-!-. .  .-f-  a„, 

on  voit  qu'on  aura,  comme  au  n  '  31,  à  distinguer  quatre  cas  suivant 
que  n  est  impair  ou  pair  et  que  a^  est  positif  ou  négatif. 

Lorsque  n  est  impair  le  polynôme  est  de  signes  contraires  pour  les 
valeurs  positives  ou  négatives  de  x  assez  grandes  en  valeur  absolue. 
Je  me  permettrai  d'employer  les  expressions  suivantes,  suffisamment 
éclaircies  par  ce  que  je  viens  de  dire  : 

Si  Ton  a  o»^  o,  le  polynôme  est  égal  à  +  00  si  .r  est  égal  à  +  00, 
à  —  00  si  :r  est  égal  à  —  00.  Si  l'on  «0  <C  ^j  il  est  égal  à  —  00  ou  à  +  ^c, 
suivant  que  x  est  égal  à  +  00  ou  à  —  ce. 

Au  contraire,  lorsque  n  est  pair,  le  polynôme  est  du  signe  de  «,,5 
pour  les  grandes  valeurs  absolues  de  x',  il  est  égal  à  +  00  ou  à  —  00, 
pour  X  =  zh  ce,  suivant  que  l'on  a  «0  >  o  ou  ao<^o. 

Il  est  évident  que  ces  dernières  conclusions  subsisteraient  si  le 
dernier  terme  an  de  l'expression  ao^"+  «i  x''^^*  +. .  .-|-  rt/i_<  x  +  a„, 
au  lieu  d'être  une  constante,  dépendait  de  x  et  si  l'on  savait  que 
pour  les  grandes  valeurs  de  x,  ce  dernier  terme  reste,  en  valeur 
absolue,  inférieur  à  un  nombre  fixe.  L'analogie  avec  ce  que  l'on  a  dit 
au  n"  32  pour  les  petites  valeurs  de  x  est  évidente. 

Si  Ton  veut  reconnaître  le  sens  de  la  variation  du  polynôme /"(.r) 
pour  de  grandes  valeurs  (absolues)  de  x,  il  n'y  a  qu'à  appliquer  la 
règle  du  n"  3o.  La  dérivée  du  polynôme  y(x)  est 

f'(x)  =  na^x'^-^-h  (n  —  i)aiX'^-^-h. .  .h-  ««-i  ; 

suivant  que  pour  une  valeur  Xq  de  x  ce  dernier  polynôme  est  positif 
ou  négatif,  le  polynôme  proposé  est  croissant,  ou  décroissant,  pour 
x  =  Xo.  Or,  si,.r  est  suffisamment  grand  en  valeur  absolue,  le  poly- 
nôme dérivé  f'{x)  est  du  signe  de  son  premier  terme  Ai«o-2^"~';  qui 
n'est  autre  chose   que  la  dérivée  du  premier  terme   a^^x'^  du  poly- 
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nome  proposé.  Par  conséquent,  poiir:r  siiffisamaîent  grand  en  valeur 
absolue,  le  polynôme  f{x)  esl  croissanl  ou  décroissant  suivant  que 
son  pi'emier  terme  est  croissant  ou  décroissant;  on  voit  l'importance 
de  ce  premier  terme  qui  fournit  une  valeur  grossièrement  approchée 
du  polynôme,  le  signe  et  le  sens  de  la  variation  du  polynôme. 

Remarquons  enfin,  en  supposant  le  degré  du  polynôme /"(a^)  supé- 
sieur  à  i,  que,  si  .r  est  grand  en  valeur  absolue,  il  en  est  de  même  de 
la  valeur  absolue  de  la  dérivée;  or  la  valeur  de  cette  dérivée  est  la 
pente  de  la  tangente,  au  point  de  la  courbe,  définie  par  l'équation 
y  ■=.  j\x\  dont  l'abscisse  est  x\  cette  tangente  est  donc  presque 
parallèle  à  l'axe  des  y^  et  cela  est  d'autant  plus  vrai  que  la  valeur 
absolue  de  x  est  plus  grande. 

Le  lecteur  a  tout  ce  qu'il  faut  pour  comprendre  les  schémas  sui- 
vants qui  donnent  quelque  idée  de  la  partie  de  la  courbe  qui  corres- 
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pond  à  de  grandes  valeurs  de  l'abscisse  suivant  les  quatre  cas  consi- 
dérés :  n  impair,  «0  >  o  et  cto <C  o  I  '^  P^iï"?  «o  >  o  et  «o  <  o- 
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Il  convient  de  signaler  ce  qui  manque  à  l'étude  précédente  :  on  a 
appris  à  reconnaître  comment  se  comportait  un  polynôme  pour  les 
valeurs  de  x  voisines  d'une  valeur  donnée,  en  particulier  pour  les 
valeurs  de  x  voisines  de  o,  comment  aussi  il  se  comportait  pour  les 
grandes  valeurs  absolues  de  a?  ;  on  n'a  pas  appris  à  suivre  ses  varia- 
tions comme  on  l'apprend  dans  les  éléments  pour  les  polynômes 
ax-\-h.  ax-  -\-hx  -^  c^  ax'^\  sans  traiter  ce  problème,  sur  lequel 
j'aurai  à  revenir,  je  crois  pouvoir  dire  de  suite  que  la  question  de 
savoir  comment  varie  un  polynôme  /(^)  quand  x  croît  depuis  A 
jusqu'à  B  revient  à  reconnaître  quel  est,  dans  ces  conditions,  le  signe 
du  polynôme y'(x).  Si,  par  exemple,  ce  polynôme y'(:r)  est  toujours 
positif  dans  ces  conditions,  c'est  que  pour  chaque  valeur  de  x  appar- 
tenant à  l'intervalle  (A,  B)  le  polynôme  est  croissant  pour  chacune 
de  ces  valeurs. 

Est-il  permis  d'en  conclure  que  le  polynôme  est  croissant  dans  cet 
intervalle,  c'est-à-dire  que  la  plus  grande  valeur  du  polynôme  corres- 
pond toujours  à  la  plus  grande  valeur  de  la  variable,  ou  encore  que 
le  rapport 

f{T")-f(x') 


est  toujours  positif  pourvu  que  les  nombres  x' .  x"  appartiennent  à 
l'intervalle  (A,  B)?  Le  lecteur,  s'il  veut  bien  y  réfléchir,  reconnaîtra 
que  ce  point  n'a  pas  été  démontré,  mais  il  sera  certainement  très 
disposé  à  l'admettre.  Dès  lors,  il  voit  qu'il  sera  en  mesure  de  suivre 
complètementla  variation  d'un  polynôme  dans  tous  les  cas  où  il  saura 
reconnaître  quelles  sont  les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  la 
dérivée  est  positive,  celles  pour  lesquelles  elle  est  négative;  dans  le 
cas,  par  exemple,  où  la  dérivée  est  un  trinôme  du  second  degré, 
ou  un  trinôme  bicarré;  dans  le  cas  où  cette  dérivée  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

k{x  —  a)'^{x  —  b)^{x  —  c)^...{x  —  l)'^, 

où  A^  a,  b^  c,  .  .  . ,  l  sont  des  nombres  (Quelconques  et  a,  ^,  y,  .  .  .  ,X 
des  nombres  naturels. 
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§  5.  —  DÉRIVÉES  D'UN  POLYNOME.  PUISSANCES  D'UN  BINOME. 

40.    On  a  défini  au  n"  3o  la  dérivée  d'un  polynôme  en  x 

f{x)  =  Afl-l-  Ai:r;-4-  A^x^-^. .  .-4-  A„a;«  : 

Lorsque,  dans  ce  polynôme,  on  remplace  x  par  x  -+-  A,  que  l'on 
développe  el  que  l'on  ordonne  suivant  les  puissances  de  /<,  de  ma- 
nière à  mettre /(^  +  h)  sous  la  forme 

(i)  /(x-\-h)  =  Po(a7)  +  /zPi(ir)-+-/i2p,(a;)-4-...-f-/i«P„, 

Po(.2'"),  P)  (x),  .  .  . ,  Prt  sont  des  polynômes  en  x  dont  le  premier  est 
identique  à  f{x),  dont  le  dernier  se  réduit  à  la  constante  A„,  dont 
Je  second  P,  (a;)  est,  par  définition,  la  dérivée  du  polynôme /"(.r),  et 
se  représente  habituellement  pary'(^");  son  expression,  comme  on 
l'a  vu  au  n"  35,  est 

Pi(x)  =  f'(x)  =  Xi-^  2A2X  -{-  'iA-sX^-h. .  .-i-  nAnX"^-K 

On  dit  aussi  que/''(x)  est  la  dérivée  du  polynôme  y (.2;)  par  rapport 
à  X,  pour  rappeler  simplement  que  x  est  le  nom  de  la  variable  qui 
figure  dans  le  polynôme  /(x).  On  verra  plus  tard  l'utilité  de  cette 
façon  de  parler. 

Si  l'on  veut  regarder  une  constante  numérique  comme  un  poly- 
nôme en  X,  de  degré  o,  il  faut  regarder  la  dérivée  d'un  tel  polynôme 
comme  identiquement  nulle,  puisqu'il  ne  change  pas  quand  on  y 
remplace  x  par  x  -\-  h  et  qu'ainsi  le  terme  en  h  fait  alors  défaut  dans 
le  second  membre  de  l'identité  (i). 

La  définition  de  la  dérivée  d'un  polynôme  permet  de  justifier 
immédiatement  certaines  règles  de  calcul,  sur  lesquelles  j'insiste 
d'autant  moins  que  j'aurai  à  y  revenir  en  considérant  les  dérivées  à 
un  autre  point  de  vue;  je  me  contente  de  signaler  celles  qui  suivent, 
où  /{x),  (s(x)  désignent  des  polynômes  en  x  dont  les  dérivées  sont 
/'(x),  o'(x)  et  où  A,  B  désignent  des  constantes. 

La  dérivée  du  polynôme  Ay(a:) -h  B  o(:r)  est  A/'(:r) -i- B  cp'(.r); 

La  dérivée  du  produit  /(x)  o(x)  eslf'(x)  o{x)  -+-  /(x)  o'(x). 

On  a,  en  effet,  en  remplaçant  x  par  x  +  h,  et  en  ordonnant  sui- 
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vanl  les  puissances  croissantes  de  la  variable  /i, 

f{x  +  li)=f{x)^hf{x)-^..., 

o(a;  -h  h)  =  ^{x)-h  h'^'(x) -{-. . .; 

les  points  suspensifs  sont  mis  à  la  place  des  termes  en  h-,  A^,  .  .  .; 
on  en  conclut  que,  dans  le  développement  de  Ay(;r  +  /i)H-Bcs(^  +  /i), 
ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  h,  le  coefficient  de  k 
est  Ay'(x)  +  Bcp'(a7);  que,  dans  le  développement  du  produit 
f{x-\-h)o{x-\-h)  ordonné  de  même  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  A,  le  coefficient  de  h  est  f(x) '^'{û:) -{- 'z>(x)/'(x)  :  ces 
remarques,  si  l'on  se  reporte  à  la  définition  de  la  dérivée,  justifient 
les  propositions  énoncées. 

La  première  proposition  contient  comme  cas  particuliers  les  sui- 
vantes :  la  dérivée  de  A/(x)  est  Af'(x)]  la  dérivée  de  la  somme  de 
deux  polynômes  est  la  somme  des  dérivées  de  ces  polynômes.  Cette 
proposition  et  sa  démonstration  s'étendent  évidemment  au  cas  où  la 
somme  comporte  trois,  quatre,  .  .  . ,  un  nombre  quelconque  de  poly- 
nômes. La  règle  même  du  n"  35  pour  former  la  dérivée  d'un  polynôme 
consiste  à  faire  la  somme  des  dérivées  des  termes  de  ces  polynômes; 
«•il  convient  de  remarquer  qu'elle  conduirait  à  un  résultat  exact  lors 
même  que  le  polynôme  proposé  ne  serait  pas  réduit. 

De  la  règle  relative  à  la  dérivée  d'un  produit  de  deux  polynômes 
on  déduit  sans  peine  une  règle  pour  le  calcul  de  la  dérivée  d'un  pro- 
duit d'autant  de  polynômes  que  l'on  veut,  d'une  puissance  naturelle 
d'un  polynôme,  etc. 

J'ai  besoin,  pour  ce  qui  suit,  de  la  proposition  que  voici  : 

Soit  a  un  nombre  quelconque,  je  considère  le  polynôme  en  x 

/(ar-h  a)  =  Ao-+-  Ai(a7-4-  a)  -I- A2(a7H-  a)2-f-.  ..-t-  Xn(x  -h  a)", 

l  obtenu  en  remplaçant,  dans  le  polynôme  /(x),  x  par  ^  +  a  :  la  dé- 

rivée de  ce  polynôme  s'obtient  en  remplaçant  x  par  x  -\-  a  dans  la 
dérivée  /'(x)  du  polynôme  f(x);  en  d'autres  terznes,  cette  dérivée 
est  le  polynôme  en  x 

/'{x-ha)  =  Ai-^iAiix  -i-a)  +  3  A3(ar  +  a)2-i-. .  ,+ n  A„(a: -h  a)«->. 

Si,  en  efi'et,  dans  l'identité  (i),  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les 
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valeurs  de  x^  on  remplace  x  par  x  +  a,  elle  devient 

f{x-\-  a  +  /t)  =  Po(^  -f-a)  +  APi(a7-f-a)-i-/i2P2(a7-h  a)  +.  .  .+  /i«P„; 

la  forme  même  du  second  membre  montre  que  P<  (x  +  a)  est  le  coef- 
ficient de  h  dans  le  développement,  ordonné  suivant  les  puissances 
croissantes  de  h^  du  polynôme  qu'on  obtient  en  remplaçant  x  par 
X -\- h  dans  le  polynôme  f[x-\-a)\  c'est  la  définition  même  de  la 
dérivée  de  ce  dernier  polynôme. 

Par  exemple,  la  dérivée  du  polynôme  i  —  Zx  -\-  x^  est  —  3  +  ix]  d'après  la 
règle  précédente,  la  dérivée  du  polynôme 

I  —  ?){X  —  l)  -r-{x  —  2)2=10  —  -^X  -\-  X^ 

doit  être 

—  3-1- 5t  (a;  —  2)=  —  7-1-2  ar. 

C'est,  en  effet,  le  résultat  qu'on  trouve  en  appliquant  au  polynôme  10  —  'jx  -i-  x"^ 
la  règle  du  n°  3S  pour  obtenir  sa  dérivée. 

41.   Le  polynôme  f'{x)  ou  Pt(x),  dérivée  du  polynôme 

f(x)  —  Ao -h  A-l  X  -h  k^X^-h.  .  .-^-  kn^'^1 

a  lui-même  une  dérivée,  qui  se  déduit  de  f'{x)  par  la  même  règle 
qui  permet  de  déduire  f'{x)  de  f(x);  cette  dérivée  du  polynôme 
f'{x)  s'appelle  aussi  la  dérivée  seconde  de  f{x)  et  se  représente  par 
.f"{x)^  elle  est 

/"(a;)  =  I  .-iAg-l-  2.3  A3.r-t-  3.4A4a72  4_..  ^_^  (,j_  i)nA„a-«-2; 

ce  polynôme  f"(x),  du  degré  n  —  2,  a  lui-même  une  dérivée,  la  dé- 
rivée deuxième  def'(x),  la  dérivée  troisième  de /(x),  à  savoir  : 

f"'(x)^  l.2.3A3-f-2.3.4A4a--f-3.4.5A5a72-|-... 

+  (/i  —  2)  (rt  —  i)rtA,ja7"-3; 
ce  polynôme  a  une  dérivée,  la  dérivée  quatrième  def(x),  à  savoir  : 

/'V(a7)  =  i.2.3.4A4+  2.3.4.5A5a7-t-3.4.5.6A6a^2  +  ... 

H- (/i  — 3)  (n  — 2)  (n  —  i)nAnX'^-''. 

La  dérivée  yp'^™*  {p  ^ '^)  ^^  polynôme  y(^),  définie  de  la  même 
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façon,  de  proche  en  proche,  serait 

-+-  2 . 3 . 4  . . .  (/?  +  I  )  Ajo+1  a7-H3.4.5..(/)-+-2)  A/j+2  x'^-\-. ., 
4-  {n  — p  -+- 1)  {n  — p  -f-  2). .  .{n  —  \)nk,tX"^-P\ 

c'est  un  polynôme  de  degré  n  — p\  ses  termes  proviennent  des  mo- 
nômes dey(^)  dont  le  degré  est  au  moins  égal  kp. 
La  dérivée  [n  —  jy^me  gg^  j^  premier  degré;  elle  est 

/(«-"(a:)  =  i.2.3...(/i  —  i)A„_i  +  2.3.4. . .  nA„a;. 

La  dérivée  /i'*'""'  àef[x)  est,  toujours  d'après  la  même  règle, 

/(«)(^)=  1.2.3... nA„; 

elle  ne  contient  plus  j?,  sa  dérivée,  ainsi  que  les  dérivées  suivantes  du 
polynôme  /{x)^  si  l'on  voulait  les  considérer,  devraient  être  regardées 
comme  nulles;  un  polynôme  du  /i'^™"  degré  n'a  que  n  dérivées  (non 
identiquement  nulles)  ;  par  exemple  si  l'on  prend 

f(cc)  =  4  —  5x  -T-  yx^  —  a?* H-  8x^, 

les  dérivées  successives  seront 

f'{x)    = — 5  +  21  j;2— 5^7*+ 48^*, 
/"(ce)    =  ^ix — io x^ -i- i\o x'* , 
y"(a7)  =  4^  —  6oa:2 -1- gGoa?», 
/"(a;)  =— 120^7  +  2880372, 
/''(x)  —  — 120  +  576037, 
/v'(a7)  =  576o. 

Dans  le  polynôme /(.r),  le  premier  coefficient  est  Ao,  de  même 
dans  les  polynômes /'(ic), /"(^),  ...,  /^p^{x),  ..,,/<«^(^)  ordon- 
nés suivant  les  puissances  ascendantes  de  ^,  les  premiers  coefficients, 
ou  les  valeurs  de  ces  polynômes,  pour  ;r  =  o,  sont  les  coefficients  A|, 
A2,  ...,  A^,  ...,  An,  du  polynôme  f{oc),  respectivement  multipliés 
par  les  facteurs  numériques  i,  1.2,  . . .,  1.2.../?,  ...,  1.2.../?;  en 
d'autres  termes,  on  a 

A„=/(o),  A.  =  />),  A.  =  -^(^,  ..., 

r  1.2 
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lors  donc  que  l'on  connaît  les  valeurs,  pour  ^  =  o,  d'un  polynôme 
et  de  ses  dérivées,  on  connaît,  par  cela  même,  les  coefficients  de  ce 
polynôme. 

4-2.  Cette  remarque,  et  celle  qu'on  a  faite  plus  haut,  relativement 
à  la  dérivée  du  polynôme  y(a  +  x  ),  dérivée  qui  s'obtient  en  rempla- 
çant X  par  a-\-  x^  dans  la  dérivée  f'{x)  du  polynôme y(^"),  va  nous 
permettre  de  résoudre  immédiatement  la  question  posée  au  n°  35  : 

Etant  donnés  un  polynôme 

f{x)  =  Ao-f- Ai.î7-H...4- A,ja;«, 

et  un  nombre  a,  trouver  les  coefficients  Bq,  B,,  ...,  B„  du  poly- 
nôme 

obtenu  en  remplaçant,  dans  le  polynôme  f{x),  x  par  a  -^  x  et  en 
ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x. 

Ces  coefficients  sont  les  valeurs  pour  .r  =  o  du  polynôme  /(« 4-^) 
et  de  ses  dérivées  ;  on  a  vu  au  n°  40  que  la  dérivée  /'(a  -{-  jc)  de  ce  po- 
lynôme s'obtenait  en  remplaçant  x  par  a  -\- x  dans  ]a  dérivée  f'[x) 
à.ef{x);  la  dérivée  de/'(a  +  ^)  s'obtiendra  de  même  en  rempla- 
çant a;  par  a  +  ^  dans  la  dérivée/"(a:)  de  .y(^),  .... 

Les  dérivées  successives  du  polynôme  f(a-\-x)  sont  /'(a  -\-  x)j 
f"{a  -\-  x),  ..., /^"^ (a  +  a;);  leurs  valeurs,  pour  .r  ==  o,  sont  les  va- 
leurs/'(«),/"(«),  . .  .,f^"^(a)  que  prennent  les  dérivées  successives 
f'(x),f"(x),  . .  .^  f"{x)  du  polynôme /(;r)  quand  on  y  remplace  x 
par  a,  on  a  donc 

B„=/(a),  B,  =  l^,  B,  =  -/:^,  ..., 

Dp  —   - — j  •  •  •  5  I5/J  — —  I^-n, 


et,  par  suite, 


3-2 


I  .2 
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Dans  celle  formule,  les  lettres  a  et  x  désignent  des  nombres  quel- 
conques. Elle  restera  vraie  si  l'on  remplace  les  lettres  par  d'autres; 
en  particulier,  si  l'on  remplace  a  par  x  el  x  par  h  elle  s'écrit  alors 

hP  h" 


Si  l'on  reprend  les  notations  du  n"  40,  on  voit  que  les  polynômes 

Po(^),  Pi  (.r),  ...,  P^(^),  ...,  P//(^)  de  la  formule  (i)  de  ce  nu- 
méro ne  sont  autre  chose  que  les  polynômes 

On  voit  apparaître  en  dénominateur,  dans  ces  expressions,  les  pro- 
duits tels  que  i.i. .  .p  des  p  premiers  nombres  naturels  :  ces  produits 
figurent  dans  beaucoup  de  formules,  et  il  est  commode  d'avoir  une 
manière  abrégée  de  les  énoncer  et  de  les  écrire  :  une  des  liabitudes 
les  plus  répandues  consiste  à  appeler y«c^o/fe//e/?  le  produit  \.i...p 
des/?  premiers  nombres  naturels  et  de  le  désigner  par  la  notation/?!. 
Par  convention,  le  symbole  i  !  désigne  la  même  chose  que  i  ;  enfin, 
par  une  autre  convention,  qui  ne  sera  justifiée  que  plus  loin,  on  pose 
aussi  G  !  ^  I . 

Voici,  à  titre  d'exemple,  une  application  de  la  formule  précédente  : 
On  a  donné  plus  haut  les  expressions  des  six  dérivées  du  polynôme 

f(^x)  =  \  —  ^X-\-'^X^  —  x^-\-%x^\ 

les  valeurs,  pour  a:  =  i,  de  ce  polynôme  et  de  ses  dérivées,  respectivement 
divisées  par  i  !,  2!,  ...,  6!,  sont  i3,  59,  i3i,  187,  92,  8  :  on  a  donc 

4  —  Ô{l-\-  X)  +  '^{l-hxy—  {l-\-  Xf-ir%{\-^-  Xf 

=  ]3  -{-  5gx-h  \3i  x^-h  i5y  x^-h  g'ix'*-h  ^jx'-h  Sx^; 

ainsi  qu'on  pourrait  d'ailleurs  le  trouver  par  un  calcul  direct  ne  comportant 
que  des  additions  ou  des  multiplications  de  polynômes  :  ce  dernier  mode  de 
calcul  permet  de  prévoir  que  les  coefficients  du  résultat  sont  des  nombres  en- 
tiers. 

•43.  Formule  du  binôme.  —  On  peut  appliquer  la  formule  qui 
donne  le  développement  de /(a  -\-  x)  au  développement  de  (a-\-x)"  ; 
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le  polynôme  y*(.r)  est  alors  le  monôme  ;r",  dont  les  dérivées  successives 
sont 

nx"^-^,     n{n  —  i)^;"-^^      ,,.^      ji{n  —  \). .  .{n  —  p -\- i)x'^-p,      n{n  —  i)...[ 

et  l'on  a,  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (i)  du  numéro  pré- 
cédent, 

(i)     (a  +  a:)'«=  a«-H  -  a"-^x-{ !^ -a'^-^x^--h. . . 

I  1.2 

n(n  —  i)...(n  —  p -+■  i)  n{n  —  i)...i     „ 

H !^ '- a"-Pxi>  -\-.  .  .-\ ^^ a7«. 

\  .1. .  .p  i  .1. .  .n 

Cette  formule  est  connue  sous  l'appellation,  un  peu  impropre,  de 
formule  du  binôme.  Je  vais  m'y  arrêter  un  instant,  en  raison  de  son 
importance. 

Il  me  sera  commode  d'y  regarder  les  lettres  a  eX,  x  comme  y  dési- 
gnant des  variables  ;  à  ce  point  de  vue,  a-\-  x^  (a  -{-x)"  sont  des  po- 
lynômes à  deux  variables;  a -{- x  est  un  polynôme  homogène  du 
premier  degré  ;  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  homogènes 
étant  évidemment  un  polynôme  homogène  dont  le  degré  est  la  somme 
des  degrés  des  facteurs,  on  peut  prévoir  que  le  développement  de 
(a  +  x)'^  sera  un  polynôme  homogène  du  degré  n,  qui  ne  pourra  pas 
contenir  d'autres  monômes  que  les  monômes  du  degré  n 

a"-,     a"-i^,     ««-2.Z-2,      ...,     a'^-Pxi\     ...,     x'\ 

multipliés  par  certains  coefficients  numériques;  ces  monômes, 
d'après  la  formule  (i),  figurent  tous  dans  le  développement;  il  y  en 
a  /z  -h  I  ;  chacun  d'eux  contient  autant  de  facteurs  x  qu'il  y  a  de 
termes  avant  lui,  autant  de  facteurs  a  qu'il  y  a  de  termes  après 
lui. 

Les  coefficients  numériques  doivent  être  évidemment  entiers, 
puisque  (a  +  x^"-  est  le  produit  de  ii  facteurs  égaux  k  a-\-  x.  Dans 
le   second   membre   de  la  formvde  (i),   le  coefficient  de  a"~PxP^  à 

savoir 

n{n  —  i)...(/i  —  yp-i-i) 
X .  2 . .  ./> 

est  le  quotient  par  le  produit  des  p  premiers  nombres  naturels  du 
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produit  de/?  nombres  naturels  consécutifs  dont  le  plus  grand  est  n  et 
le  plus  petit  n  — p  H-  i,  d'où  ce  théorème  d'Arithmétique  : 

Le  produit  de  p  nombres  naturels  consécutifs  est  divisible  par  le 
produit  desyO  premiers  nombres  naturels. 

Les  coefficients  numériques  des  monômes  qui  figurent  dans  le 
second  membre  de  l'égalité  (i)  sont  respectivement 

n  n(n  —  i) 


I  I  .2 

n(«  —  \).  .  .(n  —  /)-4-i)  n{n  —  i)...i 

\  .1.  .  .p  \  .1.  .  .n 


=  I  ; 


ils  se  retrouvent  dans  un  assea  grand  nombre  de  formules  et  on  les 
désigne  souvent  par  les  symboles 

Cn        Cil        Cl  C'i  r*" 

'-^O'       ^1'      '-'2?       •••)      ^p  )       •  •  •  ;      ^  /(  ) 

C'^  désignant  (' ),  en  général,  le  coefficient  du  monôme  a"~PxP^  ou 
le  (/>  +  1  )'*"""  coefficient  numérique,  celui  qui  en  a  p  avant  lui.  Il  est 
à  peine  utile  de  dire  que  la  lettre  n  qui  ligure  en  haut  dans  le  sym- 
bole C"  n'est  pas  un  exposant,  mais  un  indice,  destiné  à  rappeler  la 
puissance  à  laquelle  on  élève  le  binôme  a  +  x.  On  a  C„  =  C"  =  i . 
Avec  cette  notation  l'identité  (i)  s'écrit 

(a-!-jc)«=  G»  a" -h  G'i'a«-ia7  +  ...+  C'^ya'^-P  xp  +  ...-{-  C'^.x'^  \ 
en  y  échangeant  les  lettres  a  et  x^  elle  devient 

(a7 -<-«)«=  C^x'^+  G'/a7'»-ia+.,.-h  C'^,x''-i'aP-\-. .  .-\-  G«a«; 

les  deux  premiers  membres  sont  identiques  ;  il  doit  en  être  de  même 
des  seconds,  qui  doivent  donc  être  les  mêmes,  terme  par  terme  ;  on 
en  conclut  C'l=  C;[,  C;'=  G;^_,,  C'^=  Q'-o'  •  •  V  et,  d'une  façon  géné- 
rale. G"  ^  G"  -,  cette  dernière  égalité,  en  recourant  à  la  définition 
des  symboles  qui  y  figurent,  s'écrit 

n(n  —  t)...(/i  —  Z'-f-i)  _  n{n  —  i). .  .{p  -\-  i)  ^ 
i  .1. .  .p  1.2..  .{n  — p)      ' 

(  '  )  On  emploie  aussi,  avec  le  même  sens,  les  notations  (n, ),  (      )• 
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elle  devient  évidente,  en  réduisant  les  deux  membres  an  même  déno- 
minateur; C"  et  C''_    se  présentent  alors  sous  la  forme 

/„^  c"-C''     - ■•^-    •"-  -  "' 

Cette  formule  s'applique  même  dans  le  cas  où  p  est  égal  à  o  ou  à  n, 
si  l'on  convient  de  poser  o!  =  i. 
La  forme  primitive  de  C',  savoir 

n(n  —  i)...(n  —  jo-t-i)  _  n(n  —  \).  .  .(n  —  p  -{-  i)  n  —  /?  4-  i 

1.2.../)  ~  I.2...(/)  —  i)  p 

montre  que  l'on  a 

(3)  G»  =  C»./^~'p'; 

d'où  un  moyen  simple  pour  le  calcul  des  coefficients  numériques  : 
le  premier  est  i ,  le  deuxième  est  n,  le  troisième  s'obtient  en  multi- 
pliant n  par  j  le  suivant  en  multipliant  le  résultat  par  — - — >  le 

suivant  en  multipliant  le  résultat  par  — - — ,  •  •  •;  par  exemple,  si  l'on 

prend  /?  =  lo,  les  deux  premiers  coefficients  sont  i,  lo,  les  suivants 
s'obtiennent  en  multipliant  successivement  par  |,  f,  1?  |,  f ,  y  5 1?  f?  Tij  ; 
ils  sont  45?  120,  210,  aSa,  210,   120,  4^1  10,  i  :  on  a  donc 

(a  -h  cry^  =  a^*^-}-  10 a^x  -{-  ^5 a^x^-\-i'2o a'' x'^  -h  "210 a^x'*  -\-  loia'cc'' 

On  vérifie,  sur  cet  exemple,  ce  fait  que  les  coefficients  à  égale  dis- 
lance des  extrêmes  sont  égaux,  en  sorte  qu'il  suffit  pour  les  avoir  tous 
d'en  calculer  la  moitié. 

C,^  est  plus  grand  que  le  coefficient  précédent,  égal  à  ce  coefficient 

ou  plus  petit,  suivant  que est  plus  grand  que  i,  égal  à  i, 

plus  petit  que  i ,  ou  suivant  que  l'on  a 

P>-^r~'       P-=^T^'       P<-^r-' 


On  doit  distinguer  deux  cas,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

Si  n  est  pair,  il  j  a  un  nombre  impair  de  termes  dans  le  dévelop- 
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.,  ,  .i.  .  n  -,    .    n         , 

pemenl  :  il  j  a  donc  un  terme  au  milieu,  qui  en  a  -  avant  lui,  -  après 

lui.  Tant  que  p  est  inférieur  ou   égal  à  -j  le  coefficient  du  terme  qui 

en  a  p  avant  lui  est  plus  grand  que  le  coefficient  précédent;  les  coef- 
ficients vont  en  augmentant  jusqu'au  coefficient  du  terme  du  milieu, 
qui  est  le  plus  grand;  ils  diminuent  ensuite,  en  reprenant  les  mêmes 
valeurs,  en  ordre  inverse  ;  c'est  ce  qu'on  observe  dans  les  dévelop- 
pements 

(  a -1- ar)' =  a* -+- 2  a  a?  -H  a?*, 

(a  -h  a:)*  =  n'' -{-  ^ a^ x  -h  6 a^ x- -h  ^ax^-h  x'\ 


Si  n  est  impair,  il  y  a  un  nombre   pair  de  termes  dans  le  déve- 
loppement,  il  y  a  deux   termes    au   milieu  dont  l'un  a termes 

avant  lui,  dont  l'autre  a termes  après  lui.  Jusqu'au  premier  de 

ces  termes,  les  coefficients  vont  en  augmentant;  le  second  est  égal  au 

vi                /   •    ,             n-{-i 
premier,  puisqu  il  j  a  précisément termes  avant  ce   premier, 

puis  les  coefficients  suivants  vont  en  diminuant,  c'est  ce  qu'on  observe 
sur  les  développements 

{a  -h  x)^  =  a^-h  3 a* 37  -+-  3ax^-h  x^. 

(a  -{-  xy  =  a^-{-  5  a'' X  -h  10 a^ x^  -h  10 a- x^  -{-  5ax'*-T-  x^. 

Si  l'on  multiplie  par  a  -\-  a:  les  deux  membres  de  la  formule 

(a-^x)n=  G'^a''-^C'la"-ix  -~ . . .  ^  C'^  a'^-P x'> -h . . . -h  C',[x", 
on  trouve 

(a  -+-  x)"+^  =  C«a"+»+  (G?-+-  Co^a^a;  +  . .  .-h  (G«+  C;| _,)««-/'+« a;/' h-.  . .  ; 
comme  on  doit  avoir  d'ailleurs 

(a  -i-  xyt+i  =  G'J  ^-1  a«+i+C'/+' a"  ^-^...^-C^+^  ««-/'+' 3-/^-4-.  ..  ; 
on  voit  qu'on  a,  en  général,  pour  /?  =  i ,  2,  . . .,  «, 

(4)  c;;+'  =  c^-f-c;i_,; 

formule  qui  donne  une  règle  simple  pour  déduire  le  développement 
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de  (a  +  ^)"+'  du  développement  de  (a-i-x)",  et  pour  obtenir  les 
coefficients  numériques  dans  les  puissances  successives  du  binôme, 
lesquels  figurent  dans  les  lignes  du  triangle  de  Pascal  : 


I  I 

I  2  I 

I  3  3       X 

I  4  6      4     I 

F  5  lo     lo     5 


A  partir  de  la  seconde  ligne,  chaque  élément,  autre  que  le  premier  et 
le  dernier,  toujours  égaux  à  i,  est  la  somme  de  deux  éléments  con- 
sécutifs de  la  ligne  supérieure,  à  savoir  l'élément  qui  est  placé  sur  la 
même  verticale,  et  celui  qui  précède  cet  élément. 

Si,    dans   la   formule   (i),    on   fait   successivement  a  =  i,    ^  =  i, 
puis  a  =  I ,  X  ^=  —  I ,  on  trouve 


2« 

=  c«  +  c?+...-+-c;^+.. 

.+  c;j, 

O 

=:Gî;-G'/+G'j+...+  (- 

-i)/^c; 

.-t-(-0"G«, 

la  somme  des  coefficients  est  égale  à  2"  ;  la  somme  des  coefficients  de 
rang  pair  est  égale  à  la  somme  des  coefficients  de  rang  impair;  cha- 
cune de  ces  sommes  est  égale  à  la  moitié  de  la  somme  totale,  c'est- 
à-dire  à  2"~'. 


§  6.  -  POLYNOMES  A  PLUSIEURS  VARIABLES. 

44.  En  ce  qui  concerne  la  continuité,  la  méthode  suivie  pour  les 
polynômes  à  une  variable  s'étend  sans  peine  aux  polynômes  à  plu- 
sieurs variables;  c'est  ce  que  je  vais  expliquer  sommairement  dans  le 
cas  de  deux  variables. 

Supposons  qu'un  polynôme  à  deux  variables  y*(^,  jk)  soit  ordonné 
de  la  façon  suivante  :  on  écrit  d'abord  le  terme  constant,  s'il  y  en  a 
un,  puis,  s'il  y  en  a,  les  termes  du  premier  degré  en  x^  y^  puis  le* 
termes  du  second  degré,  puis  les  termes  du  troisième  degré,  etc. 
Quant  aux  termes  d'un  même  degré,  qui  forment  un  groupe  homo- 
gène, on  pourra,  pour  y  mettre  de  l'ordre,  les  ordonner  par  rapport 
aux  puissances  ascendantes  de  l'une  des  variables,   aux   puissances 
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descendantes  de  l'autre  variable  :  J'écris  ci-dessous  un  poljnome  du 
cinquième  degré  ordonné  de  cette  manière, 

3  -+-  2X  — y  -i-  X- — y^-h  x^-{-  x^y  —  x^-+-  xy'* — j'»  ; 

les  groupes  homogènes  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  et  qui  sont  respecti- 
vement des  degrés  o,  i,  2,  3,  5,  sont 

3,     ix — y^     x^  —  y'^,     x^ -i- x^y,     —x'^-^-xy'*  —  y^  : 

les  termes  du  quatrième  degré  font  défaut. 

Si  l'on  ne  considère  que  des  nombres  :r,  y  dont  les  valeurs  absolues 
soient,  au  plus,  égales  à  i,  la  valeur  absolue  du  polynôme  est,  au  plus, 
égale  à  la  somme  de  ses  coefficients,  pris  en  valeur  absolue. 

Un  poljnome  homogène  en  x,  r,  de  degré/?,  dans  lequel  a?,  y  sont 
moindres  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  a,  est  plus  petit  en 
valeur  absolue  que  la  somme  de  ses  coefficients  multipliée  par  a^. 

Par  exemple,  dans  le  poljnome  en  x^  y  précédemment  écrit,  si  les 
variables  x^y  sont  plus  petites  en  valeur  absolue  que  le  nombre  po- 
sitif a,  les  groupes  du  premier,  du  second,  du  troisième,  du  cinquième 
degré  ont  des  valeurs  qui  restent  respectivement  moindres  que  3a, 
2a-,  in? ^  3a^. 

Le  lecteur  doit  se  rendre  compte  que,  d'une  façon  générale,  si  les 
variables  sont  suffisamment  petites  en  valeur  absolue,  le  groupe  des 
termes  du  premier  degré  est  plus  petit  que  le  groupe  des  termes  du 
second  degré,  celui-ci  que  le  groupe  du  troisième  degré,  etc.  Toute- 
fois, il  n'en  est  pas  toujours  ainsi  :  si  l'on  suppose,  dans  l'exemple 
précédent,  que  x  soi  t  égal  à  j)/",  l'ensemble  des  termes  du  second  degré 
sera  nul  et  aura  ainsi  une  valeur  absolue  moindre  que  celle  des  termes 
du  premier  degré,  si  petits  que  soient  x  et  y  en  valeur  absolue.  Il  j 
a  là  une  diflérence  essentielle  avec  les  poljnomes  à  une  variable. 

Un  poljnome  en  x^  y  est  nul  pour  a?  =  o,  y  =  o  lorsqu'il  ne  con- 
tient pas  de  terme  constant,  il  n'est  nul  que  dans  ce  cas. 

Quand  un  poljnome  f{x^  y)  ne  contient  pas  de  terme  constant,  sa 
valeur  reste  aussi  voisine  de  o  que  l'on  veut,  pourvu  que  x,  y  restent 
suffisamment  voisins  de  o. 

Par  exemple,  si  x^  y  sont  assujettis  a  être  moindres  en  valeur 
absolue  que  r,,  le  poljnome 

IX  — y  -i-  x^  —  y'-+-  x^-+-  x^-y  —  a:» -h  xy'*  —  y^ 
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est  moindre  en  valeur  absolue  que 

3 TQ  ■+-  2 Tj2 -u  2 r,3 -f-  3rJ' 

et,  par  conséquent,  si  l'on  suppose  yj  <<  i ,  moindre  que  iotj;  si  l'on 
veut  que  le  polynôme  reste  plus  petit  que  s,  il  suffira  de  prendre /,<:;  — 

Pour  des  valeurs  de  x,  y  voisines  de  o,  un  polynôme  en  x^  y  reste 
voisin  de  la  valeur  qu'il  prend  pour  ^  =  o,  y  =  o,  à  savoir  de  la 
valeur  (nulle  ou  non)  de  son  terme  constant.  D'une  façon  précise, 
quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  on  peut  assigner  un  nombre 
positif  T|  tel  que  les  conditions  \x\  <^'i\^  \y\'^'''\  entraînent  l'inégalité 
I  f{x^  y)  — /(o,  o)  I  <C  £.  Dans  cette  inégalité,  /(o,  o)  désigne  la  va- 
leur que  prend  le  polynôme  pour  ^  =  o,  jk  =  o.  La  proposition  est 
évidente  puisque  le  polynôme /(^,  jk) — /(o,  o)  ne  contient  pas  de 
terme  constant. 

C'est  ce  que  l'on  exprime  en  disant  qu'un  polynôme  est  une  fonction 
continue  de  x^  y  pour  x  ^:=  o^  y  ^  o. 

Quand  le  terme  constant  n'est  pas  nul,  on  peut  assigner  un  nombre 
positif  a,  tel  que  si  x^  y  sont  moindres  en  valeur  absolue  que  a,  le 
polynôme  ne  soit  pas  nul  et  soit  du  signe  de  son  terme  constant. 

Si  maintenant  on  veut  étudier  un  polynôme  f{x.,y)  pour  les  valeurs 
de  x^y  respectivement  voisines  des  nombres  a,  6,  on  posera 

X  =  a  -\-  h,        y  ^^  b  -\-  k^ 

et  l'on  transformera  le  polynôme  en  un  polynôme  à  deux  variables  A, 
A",  qui  ne  devront  prendre  que  des  valeurs  voisines  de  o.  Le  terme 
constant  du  nouveau  polynôme  sera  la  valeur  qu'il  doit  prendre 
pour  h  =  o,  k  =  o,  c'est-à-dire  /{ci-,  b). 

Un  polynôme  /(x,y)  est  une  fonction  continue  de  x,  y  pour 
X  ^:=  a,  y  ^  b.  Voici,  au  juste,  ce  qu'il  faut  entendre  par  là  :  quelque 
petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  on  peut  lui  faire  correspondre  un 
nombre  positif  'f\  tel  que  les  conditions 


\x—  a|  <ri,         \y  —  b\<.y\ 


entraînent  l'inégalité 


\f{^.y)-f{ci,b)\<t. 
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45.  Un  polynôme  à  plusieurs  variables,  par  exemple  un  polynôme 
f[x,y,z)  à  trois  variables  x,  y,  z,  donne  naissance  à  des  dérivées 
partielles,  prises  par  rapport  à  ces  diverses  variables.  On  peut,  si 
l'on  veut,  l'ordonner  par  rapport  à  x^  le  considérer  comme  un  poly- 
nôme en  X,  et  prendre  sa  dérivée,  par  rapport  à  x^  d'après  la  règle  du 
n°  35.  On  pourra  l'ordonner  par  rapport  à  y,  le  regarder  comme  un 
polynôme  dont  la  variable  s'appellerait  y  et  appliquer  la  même  règle, 
pour  obtenir  la  dérivée  par  rapport  à  y.  De  même,  pour  la  dérivée 
partielle  par  rapport  à  ^,  ....  Au  reste,  il  n'est  nullement  nécessaire 
d'ordonner,  comme  je  viens  de  le  dire,  le  polynôme  successivement 
par  rapport  à  chacune  des  variables,  puisque,  en  vertu  d'une  remarque 
antérieure,  on  peut  appliquer  la  règle  relative  à  la  formation  de  la 
dérivée  d'un  polynôme  à  une  variable  sans  avoir  réduit  ce  polynôme. 

Le  polynôme  proposé,  s'il  a  trois  variables,  sera  formé  d'une  somme 
de  monômes  dont  chacun  sera  de  la  forme  Xx'^y'^z'^^  a,  ^,  y  étant  des 
nombres  entiers,  positifs  ou  nuls  :  ce  terme  fournira  dans  les  dérivées 
partielles,  prises  respectivement  par  rapport  à  :r,j)  ,  r,  des  termes  qui 
seront  respectivement  égaux  à 

pour  avoir  l'une  des  dérivées  partielles,  la  dérivée  par  rapport  à  x, 
par  exemple,  on  fera  la  somme  de  tous  les  termes  analogues  à 
cL\x'^~^y^z'^^  déduits  de  chaque  monôme. 

11  est  à  peine  utile  d'observer  que  si  a  était  nul,  si  la  variable  x  ne 
figurait  pas  effectivement  dans  le  monôme  considéré,  celui-ci  n'intro- 
duirait aucun  terme  dans  la  dérivée  partielle  prise  par  rapport  à  x. 

Les  dérivées  prises  par  rapport  k  x^  y^  z  du  polynôme  f{x,  y,  z) 
dont  on  vient  d'expliquer  la  formation  se  désignent  respectivement 

par /;,/;.,/;. 

Si  l'on  a,  par  exemple, 

/(a-,  j,  5)  =  3  -f-  aar  -{-y  -i-  x^  —  z-^  3j*-3, 
on  aura 

f^  =  i-^^x,         fy=i-h  (>yz,         f^  =  —  lZ-^  3^2. 

Les  dérivées  du  monôme  Ax'^y^z^,  qui  est  du  degré  a  +  ^  -h  y, 
sont  évidemment  du  degré  a  H-  ^  -|-  v  —  i ,  si  aucun  des  exposants  a, 
^,  y  n'est  nul;  si  quelqu'un  des  exposants  est  nul,  une  des  dérivées 
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partielles  est  identiquement  nulle;  on  déduit  de  là  facilement  que,  si 
un  polynôme  est  de  degré  /i,  ses  dérivées  partielles  sont  au  plus  de 
degré  ii  —  i . 

La  définition  des  dérivées  partielles  d'un  polynôme  à  plusieurs 
variables  peut  être  rattachée  à  la  définition  de  la  dérivée  d'un  poly- 
nôme à  une  seule  variable. 

Je  continue  de  raisonner  sur  un  polynôme  f[x^y,z)  à  trois  va- 
riables x^  y,  z.  Je  suppose  que,  dans  ce  polynôme,  on  remplace  x, 
X,  z  respectivement  par  x -\- h,  JK  + -^i"?  ^  +  ^1  on  peut  développer 
chaque  terme,  et  réduire  ensuite  le  polynôme  comme  si  x,  y,  z  étaient 
les  constantes  et  h,  A",  /  les  variables;  c'est-à-dire  qu'on  réunit  en- 
semble les  termes  qui  contiennent  un  même  monôme  en  A,  /c,  1  :  on 
parvient  ainsi  à  une  identité  de  la  forme 

(0  /(^  H- A,  7 -H  A,  ^  +  /)  =  N  +  P/i-f-Q/-4-R^-4-..., 

où  N,  P,  Q,  R,  ...  sont  des  polynômes  en  x,  y,  z  qui  ne  contiennent 
pas  hj  /x,  l;  les  termes  non  écrits  contiendraient  des  monômes  en  /<, 
/■,  /qui  seraient  du  deuxième,  du  troisième,  . . .  degré.  Cette  identité, 
devant  avoir  lieu  quels  que  soient  A,  k^  /,  a  lieu  pour  /i  ^  o,  k  =  o, 
/  =:  o,  ce  qui  montre  que  N  n'est  autre  chose  que  le  polynôme 
/(x,y,z)  lui-même;  elle  doit  avoir  lieu,  quel  que  soit  A,  quand  on 
suppose  A"  =  o,  l  =  o;  il  en  résulte  que  P  est  le  coefficient  de  h, 
dans  le  développement,  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  hj  du  polynôme  y(x-  +  h, y,  z)  obtenu  en  remplaçant  x  par  x  -+-  h, 
dans  le  polynôme  /(xjy,z)  :  P  est  donc,  par  définition,  la  dérivée 
partielle  dn  polynôme  f{x,  y,  z)  prise  par  rapport  à  :c  ;  de  même  Q 
et  R  sont  les  dérivées  partielles  du  même  polynôme  prises  par  rapport 
à  y  et  à  ^. 

Ainsi  les  dérivées  partielles  d'un  polynôme  /(x,y,z)  sont  les 
coefficients  respectifs  des  termes  du  premier  degré  en  A,  /r,  /  dans  le 
développement  du  polynôme  en  h,  k,  l  obtenu  en  remplaçant 
dans  f{oc.^  y,  z)  x,  y,  z  par  x  ^  h^  y  -{-  k,  z  -h  L 

Si  l'on  désigne  par  a,  6,  c  des  nombres  quelconques,  et  si  l'on 
remplace,  dans  l'identité  {\),  x,y,  z  respectivement  par  a -h x,  b+y, 
c  -\-  z,  on  voit  apparaître  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Les  dérivées  partielles  du  polynôme  /(a-\-x,  b-\-y,  c -\- z)  par 
rapport  à  x^  y,  z  s'obtiennent  en  remplaçant  dans  les  dérivées  par- 
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tielles  /;,  /;,  /i  du  polynôme  f{x,  y,  z)  x,  y,  ^  par  a  +  ^,  6  +  j, 

c-^z. 

46.  Les  dérivées  partielles  /^.,  /^.,  f.  du  polynôme  /(^,  JK,  -)  sont 
dites  du  premier  ordre\  f^^  f'y^  f'^  sont  des  polynômes  en  x^  y,  z, 
admettant  eux-mêmes  des  dérivées  partielles  par  rapport  k  x,  y,  z  : 
ces  dérivées  partielles  sont  dites  les  dérivées  partielles  du  second 
ordre  de  f(x,y,  z)  :  elles  engendreront  à  leur  lourdes  dérivées  par- 
tielles du  troisième  ordre,  etc. 

Si  le  polynôme /"(x,  y,  z)  est  du  degré  /i,  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  sont  au  plus  de  degré  n  —  i ,  ses  dérivées  partielles  du 
second  ordre  sont  au  plus  du  degré  n  —  2,  . . .;  ses  dérivées  partielles 
du  {n  —  1^*"»*  ordre  sont  au  plus  du  premier  degré;  quelques-unes  de 
ces  dérivées  peuvent  d'ailleurs  être  des  constantes  ou  être  identique- 
ment nulles;  en  tous  cas  les  dérivées  partielles  du  /i''^'"^  ordre  sont 
certainement  des  constantes,  dont  quelques-unes  peuvent  être  nulles; 
les  dérivées  partielles  d'ordre  n  -f- 1  sont  identiquement  nulles  ainsi 
que  toutes  celles  d'ordre  supérieur  à  //. 

La  dérivée  partielle  f^^  du  premier  ordre,  admet  trois  dérivées 
partielles  prises  respectivement  par  rapport  k  x^  y^  z\  on  les  désigne 
respectivement  par 

J  XXI    J  xyi     J  xz' 

Les  dérivées  partielles  de  /',  prises  respectivement  par  rapport  à  x^ 
y,  z  se  désigneront  de  même  par 

fil        fil       f'i 

J  yxi     J  yyi     J  yzi 

les  dérivées  partielles  de  f'^  par  rapport  kx^  y^  z  se  désigneront  enfin 
par 

///  fn  fn 

zxi      J  zyi      J  z    • 

Il  semble  donc  qu'un  polynôme  à  trois  variables  admette  neuf 
dérivées  partielles  du  deuxième  ordre,  vingt-sept  du  troisième,  etc. 
Toutefois,  tous  les  polynômes  que  l'on  obtient  ainsi  ne  sont  pas  dis- 
tincts :  par  exemple,  les  deux  polynômes  f"    et  /"    sont  identiques. 

En  d'autres  termes,  on  peut,  dans  une  dérivée  seconde,  intervertir 
l'ordre  dans  lequel  on  prend  les  dérivées. 

Comme  la  dérivée  d'un  polynôme  s'obtient  en  faisant  la  somme  des 
T.  8 
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dérivées  de  ses  termes,  il  suffit  évidemment  de  constater  la  vérité  de 
la  proposition  énoncée  sur  un  terme  Ax^y^z^  du  polynôme  ou,  si 
l'on  veut,  sur  un  polynôme  réduit  à  ce  terme. 

La  dérivée  partielle  prise  par  rapport  à  x  est  (x.Ax^~*y?zy;  la 
dérivée  partielle  de  ce  résultat,  par  rapport  ky,  est  y.'^Ax'^~*y^~*  z^; 
on  serait  arrivé  évidemment  au  même  résultat  en  prenant  d'abord  la 
dérivée  partielle  par  rapport  à  y,  et  la  dérivée  partielle  du  résultat  par 
rapport  à  ^.  On  a  doncf^^—/^^, /L=fl-z^  •  •  •• 

Il  n'y  a,  pour  un  polynôme  en  x,  y,  z,  que  six  dérivées  partielles 
du  second  ordre,  que  l'on  peut  désigner  par 

Jji-^1     Jy-'     J  z'^i     Jyzi     Jzxi     Jxyi 

en  donnant  respectivement  ày^.,,  y^,,  fl:,  le  même  sens  qu'ày^^.,  _/"".,  fz^. 
Si  l'on  considère,  par  exemple,  le  polynôme  homogène  du  second 
degré  à  trois  variables  x,  y,  z, 

o{x^  y^  z)  =  ax^-+-  a  y'^-\-  a" z-  -t-  ib yz  -\-  'zb' zx  -+-  ib" xy, 


on  aura 


o'jc='y.{ax   -\' b"y-\-b' z), 

o'y  =^  ^{b" X -\- a' y -k- bz), 

(D'-  =  i{b'x-^  by  -h  a"z), 

(û.fS  =  la,         cpj2  =  'À  a',         (0-1  =  -la", 

Oy.  =  -2b,  ^Ijc=  2  b',  f^'^y  =  2  b". 

Une  dérivée  partielle  y>''""<=  du  polynôme  /{^,  y,  z)  sera  définie 
quand  on  dira  par  rapport  à  quelles  variables  on  doit  successivement 
prendre  chacune  des  dérivées  :  pour  que  l'on  ait  affaire  à  une  dé- 
rivée ^"^'"''*,  il  faut  que  l'on  prenne  p  dérivées;  mais  peu  importe 
l'ordre  dans  lequel  se  prennent  ces  dérivées,  pourvu  que  l'on  prenne 
toujours  le  nombre  indiqué  de  fois  la  dérivée  par  rapport  à  x,  par 
rapport  à  y,  etc.  Le  théorème  relatif  à  la  possibilité  d'intervertir 
l'ordre  de  deux  dérivées  s'étend  en  efl'et  absolument  comme  le 
théorème  relatif  à  l'interversion  des  facteurs  dans  un  produit.  La  dé- 
monstration comporte  les  étapes  suivantes  : 

Dans  une  dérivée  partielle  quelconque,  on  peut  intervertir  l'ordre 
dans  lequel  on  prend  les  deux  premières  dérivées,  l'ordre  dans  lequel 
on  prend  les  deux  dernières,  l'ordre  dans  lequel  on  prend  deux  déri- 
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vées  consécutives  quelconques,  l'ordre  dans  lequel  on  prend  les  di- 
verses dérivées. 

De  cette  proposition  résulte  la  notation  pour  désigner  une  déri- 
vée p'^'"'^-  on  la  représentera  par  un  symbole  tel  que 

où  a,  ^,  Y  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls  dont  la  somme  est/?;  sup- 
posons d'abord  qu'aucun  des  nombres  a,  ^,  v  ne  soit  nul.  On  devra 
partir  def{x,  y,  z),  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  x,  la  dérivée  du 
résultat  par  rapport  à  ce,  etc.,  et  ainsi  de  suite  a  fois.  On  forme  ainsi 
successivement  les  polynômes 

/•/  fti  fin  /(  a  )  . 

on  part  du  dernier,  on  en  prend  la  dérivée  par  rapport  à  y,  la  déri- 
vée du  résultat  par  rapport  k  y,  etc.,  et  ainsi  de  suite  ^  de  fois;  on 
forme  ainsi  les  polynômes 

on  prend  ensuite  les  dérivées  par  rapport  à  z,  et  l'on  forme  les  poly- 
nômes 

dont  le  dernier  est  celui  que  l'on  cherche. 

Si  a  était  nul,  le  symbole/j.a '.?.y,  où  l'on  devrait  alors  avoir  ^  -h  y  =^  /?, 
aurait,  par  définition,  le  même  sens  queya^Y,  etc. 

47.  Cherchons  la  valeur,  pour  .r  =  o,  jk  ^  o,  :;  =  o,  de  la  déri- 
vée/?'^"^  d'un  monôme  Ajc^ y^z^j  où  a,  ^,  y  sont  des  nombres  entiers 
positifs  ou  nuls;  il  est  clair  que,  si  l'on  doit  prendre  la  dérivée  par 
rapport  à  x  plus  de  a  fois,  ou  la  dérivée  par  rapport  à  y  plus  de 
|i  fois,  etc.,  le  résultat  sera  identiquement  nul;  si  l'on  doit  prendre 
la  dérivée  par  rapport  à  x  moins  de  a  fois,  il  restera  dans  le  résultat 
un  ou  plusieurs  facteurs  x;  ce  résultat  sera  donc  nul  pour  x  =^  o. 

Si  donc  aucun  des  nombres  a,  p,  y  n'est  égal  à  o,  la  seule  dérivée 
du  monôme  Ax'^y^z^  qui  ne  soit  pas  nulle  pour  ^^o,  j"  =  o,;;=o 
s'obtient  en  prenant  a  fois  la  dérivée  par  rapport  k  x,  ^  fois  la  déri- 
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vée  par  rapport  à  y,  y  fois  par  rapport  à  5;  sa  valeur  est 
a  (a  —  i)...ix  ^(P  —  i). . .  i  X  ^('{  —  i).  .  .1  X  A; 

si  a  était  nul  sans  que  ^,  y  le  fussent,  la  dérivée  devrait  être  prise 
^  fois  par  rapport  À  y,  y  fois  par  rapport  à  z;  elle  serait 

P(P  — i)...ix  y(y-i)---ix  A. 

On  peut  la  représenter  dans  tous  les  cas,  avec  les  conventions 
expliquées  au  n°  43  par  le  symbole  a!  [îi!  y!  A. 

Un  polynôme  réduit  ^(^,  j^^  ^)  est  la  somme  de  monômes  tels 
que  Ax'^y^zy,  tous  distincts.  Il  résulte  de  la  remarque  précédente 
que  la  dérivée  d'ordre  a  +  [3  +  y  de  ce  polynôme,  que  l'on  est  convenu 
de  représenter  par  le  symbole  y^.a"^^T"^^',  même  dans  le  cas  où  l'un  des 
nombres  entiers  a,  [3,  y  est  nul,  se  réduit  pour  j;  =■  o,  y  ^  o,  z  =  o 
àa!  [S!  y  !  A;  inversement  le  coefficient  numérique  du  monôme  x'^y^zf 
qui  figure  dans  le  polynôme  s'obtient  en  divisant  par  a!  ^1  y!  la  dé- 
rivée/^.«'p^y'^^'  dans  laquelle  on  a  remplacé  :r,  y,  z  par  o. 

48.  Je  vais  appliquer  cette  règle  à  la  recherche  des  coefficients  du 
développement  du  polynôme  [x  -\- y  -\-  z)"^  n  étant  un  nombre 
naturel.  Ce  polynôme  en  x,  y,  z  est  évidemment  homogène  et  du 
degré  n;  quand  il  est  développé,  il  est  la  somme  de  termes  delà 
forme  x'^y^zy,  où  a,  (3,  y  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls,  dont  la 
somme  est  égale  à  n,  multipliés  par  des  coefficients  numériques  que 
l'on  détermine  par  la  règle  précédente. 

Les  dérivées  premières  de  (x  +  y-'rz)",  par  rapport  à  x,  y,  z, 
s'obtiennent  par  la  règle  d'après  laquelle  la  dérivée  de  (^  +  a)", 
quand  a  est  une  constante,  est  égale  à  n (x  -\- a)"" ^ .  Ces  trois  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  sont  égales  à  n^x-^-y^z)""*,  les  déri- 
vées secondes  sont  de  même  toutes  égales  à /i(/z — i)(x+y-i-z)"''^^  etc.; 
toutes  les  dérivées  n"^'""^  sont  égales  à  n(n  —  ')  ('*  —  2) . . .  1  ^=  n  l  Le 
coefficient  de  x^y^z^  est  donc  égal  à 

w! 

a!  j3!y!' 

et  le  développement  du  polynôme  {^  -}-  y  -h  3)"  est  égal  à  la  somme 
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de  tous  les  monômes  distincts  de  la  forme 


!^!t 


que  Ton  peut  former  en  prenant  pour  a,  jB,  y  des  nombres  entiers 
positifs  ou  nuls  dont  la  somme  soit  égale  à  n. 

Si,  par  exemple,  n  est  égal  à  2,  la  somme  des  nombres  a  -h  ^  +  y 
devant  être  égale  à  2,  l'un  de  ces  nombres  peut  être  égal  à  2,  les  deux 
autres  étant  nuls;  deux  des  nombres  peuvent  être  égaux  à  un,  l'autre 
étant  nul. 

Autrement  dit,  il  peut  y  avoir,  dans  le  développement,  des  termes 
en  X-,  enj^2  ens-,  en  jk-,  en  5.r,  en  xjk;  il  ne  peut  y  en  avoir  d'autres. 
Le  coefficient  numérique  des  termes  en  iC-,jK"5^^  est  égal  à  — ; — |-^  =  i; 

•2  ! 
le  coefficient  numérique  des  termes  en  j':?,  zx,  a:yestégalà    ,    ',  ^  =  2. 

On  a 

(x  -+-  y  -+-  z)-  =  X-  -h  y-  -^  z^-+-  lyz  -\-  izx  ^  -ixy. 

Si  l'on  suppose  n  =  3,  on  reconnaît  de  même  qu'il  doit  y  avoir, 
dans  le  développement,  des  termes  enx^^y^,  z^  dont  le  coefficient 
est  I,  des  termes  eny-z^  z-j,  x^z,  z^x,  x-y,  y-x  dont  le  coefficient 
est  3  ;  un  terme  en  xyz  dont  le  coefficient  est  6.  On  a  donc 

{x  -\-  y-^zY=  x^-\-  y^-^  z^-\-Zy^z  +  'iz^y  +'iz^-x  -^-  3x^z 
-hox^y  -hSy^x  -i-6xyz. 

Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  la  méthode  donnée  pour 
obtenir  le  développement  de  (37  +  ^+2)'*  s'applique  au  développe- 
ment de  la  puissance  n'^"^"  de  la  somme  d'autant  de  variables  que  l'on 
veut;  il  pourra  aussi  retrouver  par  cette  voie  la  formule 

(x -{- y)"-        x^  37"-!  jK  x'^-^y^  x'^-^y^  y" 

1?.         ^  TTÏ'^  {n  —  i)\  i!  "^  (n  — 2)!-2l  ~^  (n  —  3)  !  3  !  "^' ' '"*"  'nï 

qui  résulte  d'ailleurs  des  formules  (i)  et  (2)  du  n°  43. 

49.  Enfin,  si  l'on  désigne  para,  b,  c  trois  nombres  quelconques,  la 
même  méthode  s'applique  à  trouver  le  développement  du  polynôme 
en  x^y^  ^if{^  +  .27,  6  +  y^  c  +  :;),  obtenu  en  remplaçant  les  variables 
x^  y,  z  par  a  -{-  x,  b  -\-  y,  c  -{-  z  dans  le  polynôme /(a?,  y,  z). 

Le  coefficient  du  terme  en  x^y^z"^   s'obtiendra  en    divisant   par 
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a  !  ^  !  y  !  la  valeur  pour  x  ■==.  o^  y^o^z  =  o  de  la  dérivée  d'ordre 
a  +  ^  H-  Y  du  poljnomey"(a  -\-  x^  ^  +  J'?  c  -\-  z)  prise  a  fois  par  rap- 
port k  x^  '^  fois  par  rapport  à  y,  y  fois  par  rapport  à  5.  Or,  en  vertu 
d'une  remarque  antérieurement  faite  pour  les  dérivées  du  premier 
ordre,  et  qui  s'étend  de  suite  aux  dérivées  d'ordre  quelconque,  cette 
dérivée  se  déduit  de  la  dérivée y*[,a^"Y^^*  en  y  remplaçant  x^  y,  z  res- 
pectivement par  a  -\-  x^  b  -{-  y,  c  -{-  z.  Sa  valeur  pour  x  =  o,  y  ^  o, 
z  =  o  s'obtiendra  donc  en  remplaçant,  dans  cette  même  expression 
Xi*^ff^^''  ^"5  JS  ^  para,  6,  c;  on  convient  de  représenter  le  résultat 

par  le  symbole 

(a  +  p  +  Y) 

Avec  cette  notation,  on  voit  que  le  coefficient  du  terme  en  x^y^z^ 
s'écrit 

'  /-(a+P  +  T) 


a  !  p  !  Y  ! 
et  le  terme  lui-même  peut  s'écrire 

le  développement  cherché  est  la  somme  de  tous  les  termes  distincts 
de  cette  forme  qui  ne  sont  pas  identiquement  nuls. 

11  est  clair  que  l'on  n'aura  pas  à  écrire  de  termes  pour  lesquels 
a  +  ^  +  y  dépasse  le  degré  n  du  polynôme  /(x,  y,  z). 

La  règle  précédente  ne  s'applique  pas  au  terme  indépendant  de  x, 
y,  z,  mais  on  sait  déjà  que  ce  terme,  qui  peut  s'obtenir  simplement 
en  remplaçant  :r,j)^,  z  paro  dans /'(a  -{-  x,  b  -h y,  c  -^  z)  eslf(a,b^c). 

11  est  naturel  de  grouper  ensemble  tous  les  termes  qui  ont  le  même 
degré /?^  71  en  ^,  j^,  z  :  ces  termes  sont  de  la  forme  (i),  en  suppo- 
sant a  +  ^  -\-y  =  p. 

En  supposant/?  =  i ,  leur  ensemble  est 

oùy^,  f'/^,  y^  désignent  les  valeurs  àe/^,/L  /^  quand  on  y  remplacer, 
y,  z  respectivement  par  <7,  b,  c,  c'est,  à  part  la  différence  des  nota- 
lions,  une  observation  qui  a  déjà  été  faite  au  n°  4-0  ;  l'ensemble  des 
termes  du  second  degré  est 

î(^^/>+  JKViW  -'/c^+  "^y^fbc-^  -i-^xfca^  -^xyflh). 


POLYNOMES.  119 

O"  fa'^i  fUi  fc^i  f'bci  fcai  fab  représentent  respectivement  les  valeurs  des 
dérivées  secondes  /i'.,,  j^",,  /!',,  /^^,  fl^,  f^^.  quand  on  j  remplace  a?, 
y,  z  par  a,  b,  c;  cet  ensemble  pourrait  s'écrire  symboliquement 

à  la  condition  de  remplacer,  dans  le  développement  de  ce  carré, 
effectué  par  la  règle  donnée  dans  le  numéro  précédent, 

{Ja)  1      \Jl))  1      \Jc)  1      J  bjct      JcJat      Jajb 

par 

/«')      y^^i      yt'i      J  bc-:     Jcai      Jah- 

Cette  observation  est  générale,  comme  on  le  reconnaît  en  se  repor- 
tant à  la  règle  pour  obtenir  le  développement  de  la  puissance /?'^"'^ 
d'une  somme  de  trois  termes;  l'ensemble  des  termes  du  yo'^""^  degré 
en  X,  y,  z  peut  s'écrire  symboliquement 

JT(^fL+j/b+^/c)'\ 

en  supposant  que  l'on  a  d'abord  effectué  le  développement  de  la  puis- 
sance /?'*'"''',  puis  que  l'on  y  a  remplacé  le  terme 

(/^)^(/^)P(/-.)r 
où  a  -t-  |3  +  y  est  égal  à  p,  par 


on  est  enfin  parvenu  à  la  formule  symbolique 

(2)  /(a +  37,  b  -^  y,  c  -h  z)  =  f(a,  b,  c )  -h  xfl,-h  jr/;^^  z/;, 

■^"i~b    ^^s'a-^yft'-^^fcy 


'     {^ra+yju^fcy 


1.1...P 


'       {^fa-^yf'b+^f'cr- 


i.î  . . .  n 
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Cette  formule,  avec  des  modifications  insignifiantes,  s'applique  à 
des  polynômes  à  autant  de  variables  que  l'on  veut. 

Si  on  l'applique,  par  exemple,  au  polynôme  du  second  degré  à 
deux  variables 

dans  lequel  on  a 

f!,=  i(kx +  By  +  D)        /;=9.(Ba,--+-Gj'+E), 

on  aura,  symboliquement, 

f^a+x,b-^y)  ==f{a,  b)  -+-  xfL-\- yfL  +  \{xfl,-r  yfi)\ 
et,  d'une  façon  explicite, 

f{a-^x,h-^y)=^f{a,b)^xf^^yfi-^\(x^fl.-\-ixyf:,„-^y'^fl.) 
=  /(«,  ^;) +  2a?(Aa  +  B6 -i- D)  +  aj'CBa -+- G6 -H  E) 
-f- A  ips  _f- .^  B  37/ -1- G  72  ; 

on  voit,  par  cette  formule,  que  l'ensemble  des  termes  du  second 
degré  est  Je  même  dans  le  polynôme 

/(a  +  37,  6-i-jK)  =  A(a7-Ha)2-H2B(a7-4-a)(jK  +  6)-hC(j'-f-6)2 
-4-2D(a7+a)-H2E(jK+  ^')  +  F, 

que  dans  le  polynôme y"(^,  y)  :  cela  était  aisé  à  prévoir,  les  termes  du 
second  degré  dans  le  développement  def(a-i-x,  b  -\-  y)  proviennent 
des  termes  du  second  degré  de  /{^,  y)-  Or,  quand  on  développe 
A(a7  H- a)-,  le  seul  terme  du  second  degré  est  évidemment  Ax^; 
quand  on  développe  2B (x  -+-  a)  (y  -{-  b) ,  le  seul  terme  du  second 
degré  est  zBxy,  etc.  Ce  résultat  est  général  :  si  /(x,y,  z)  est  un 
polynôme  du  degré  «,  l'ensemble  des  termes  du  degré  n  dans  le  déve- 
loppement du  polynôme y*(a  -\-  x,  b  -\-  y,  c  -{-  z)  est  identique  à  l'en- 
semble des  termes  du  degré  n  âansf(x,y,  z). 

La  formule  (2)  s'applique  sans  modification  à  un  polynôme  homo- 
gène du  /i>«'"«  degré. 

Je  vais  l'appliquer  au  polynôme  homogène  du  second  degré 

(f(x,  y,  z)=  ax^-+-  a'y^-h  a"z^-h  ubyz  ■+-  -xb'  zx  -f-  ih"  xy, 
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en  j  remplaçant  toutefois  les  lettres  a,  6,  c  par  ^o?  JKo-  ^o  et  en  rem- 
plaçant X,  y,  z  par  kx,  ky,  kz  :  elle  donne  alors  pour  l'expression 

de  o{x^-\-  kx^yt^^  ky^  z^-\-kz) 

-»-  -  (  ^'  ?x3  +  JK^  c?^j  -4-  ^-^  ?;3  -t-  2 JK5  o^.^3^  -+-  2  2:1;  G,^,r„  -^  2 ^^K  <?.,^.„  ) , 

OU  cp^^,  ç^^,  . . .,  ^'x^y^  désignent  ce  que  deviennent  les  dérivées  partielles 
ix^  iy^  •  •  •'  i'xy  quand  on  y  remplace  x,  y,  z  par  ^0,  y^,  ^o- 

On  adonné  au  n"  41  les  valeurs  de  ces  dérivées;  en  remplaçant  les 
dérivées  secondes  par  leurs  valeurs,  on  obtient  l'identité 

(  ? (^0 + ^--z-,  j-o  -^-  ^y^  -0 + kz  ) 

au  reste,  que  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  en  x^y^  z  dans 
le  développement  de  cp(a7o+A.r,  J^o+^y?  ^0  +  ^3)7  soit  égal  à 
k'^o[x^  y,  z),  c'est  ce  qu'on  pouvait  prévoir  par  le  raisonnement 
utilisé  à  la  fin  du  précédent  numéro. 

L'identité  (i)  a  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux 
lettres  x^,  y^,  Zo,  x,  y,  z  :  supposons  qu'on  prenne  x^  =.r,yo^JK, 
Zo  =  z.  Le  premier  membreo[:p(i  +  k),y(i  +  A),  5(1  +  A")]  s'obtient 
en  remplaçant,  dans  le  polynôme  homogène  '^(x,  y,  z),  x,  y,  z  par 
37(1  H- A),  y(i-\-k),  z(i-\-k);  chacun  des  monômes  qui  constituent 
Z)(x,y,  z)  se  trouve  alors  multiplié  par(i  +  A")-,  en  sorte  que  le  premier 
membre  de  notre  identité  n'est  autre  chose  que  o  {^jy-,  z)  (i  +  k)^  ; 
elle  devient  donc 

<fi:v,  j,  z)(i-~  ky-r=  o(x,  y,  z)-\-  k(xtf'j.+  ro'y-^  z<fi)^k'-<^{x,  y,z); 

cette  dernière  identité  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  le  nombre  A;  si 
donc  on  ordonne  suivant  les  puissances  de  k,  les  coefficients  d'une 
même  puissance  de  k  doivent  être  les  mêmes  dans  les  deux  membres. 
La  comparaison  des  termes  indépendants  de  k  et  des  termes  en  A- 
n'apprend  rien  :  la  comparaison  des  termes  en  A"  donne  l'identité 

(2)  io{x,y,z)=x^'^-\-y'^'y.-hz<f'., 

qui  se  vérifie  immédiatement  en  remplaçant  ç^,  cp^,  cp^  par  leurs  ex- 
pressions développées. 
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Le  même  mode  de  raisonnement  s'applique  à  un  polynôme  homo- 
gène y(^,  jj^,  5)  de  degré  n  et  conduit,  comme  le  lecteur  n'aura 
aucune  peine  à  le  voir,  à  l'identité  symbolique 

(3)       {ocf^  ^yf>^-fLy>^  n{n~  i){n  _  2)  . .  .  (n  — /?  +  i)f{x,  y.  z), 

où  p  est  l'un  quelconque  des  nombres  1,  2,  ..  .,  n.  En  particulier, 
pour  y?  =  I ,  on  obtient  l'identité  suivante,  qui  est  une  généralisation 
immédiate  de  l'identité  (2), 

• 

(  4  )  a?/;  +  yf'y  -h  z/:  =  nf(  X,  y,z). 

En  raison  de  l'importance  de  cette  identité,  j'en  indique  une  autre 
démonstration  : 

Elle  se  vérifie  de  suite  en  prenant  pour  j\x^y^  z)  un  monôme  du 
degré  /?,  S.x^y'^zy>^  dont  les  dérivées  sont  respectivement 

en  sorte  que  le  premier  membre  se  réduit  à 

(a-f-  j3-4-Y)Aa-ajp5T; 

comme  un  polynôme  homogène  f[x^y,  z)  est  la  somme  de  pareils 
monômes  la  proposition  est  évidente. 

Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  si  un  polynôme /(^,  y,  z) 
vérifie  l'identité  (4)  il  est  homogène  et  de  degré  n]  il  suffit,  pour 
cela,  de  décomposer  le  polynôme  en  groupes  homogènes. 

Revenons  à  l'identité  (i)  relative  à  un  polynôme  homogène  du 
second  degré  ;  le  premier  membre  s'obtient  en  remplaçant  dans 

X,  y,  z  par 

Xq-{- kx,    yo-^  ky,     Zq-\- kz, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 

ou    encore,    en  multipliant   chacun   des   monômes   qui    constituent 
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(s{j!:,  y,  z)  par  A-  et  en  y  remplaçant  ensuite  x,  jj^,  z  par 


^"0  To  -^0 


T'      -^  ■    k'       "     k' 

en  d'autres  termes,  le  premier  membre  peut  s'écrire 

•^0   .,  ,  yo 


mais  en  vertu  de  l'identité  (i)  elle-même,  dans  laquelle  on  remplace  k 

par  I ,  jc,  j)',  ^  par  Xf„  j-'o,  ^o  el  x^,  y^,  ^o  par  or,  y,  z,  on  a 

=  ^{x,y,z)-\-  -j^ix^^'^-^  yody-^  Zao'.)-+-  -j-^o{xo,  yo,  Zq): 

l'identité  (i)  peut  donc  s'écrire  sous  la  forme 

k^^{x,y,  z)      +  A'(a:o(pi  -+- J'oÇj-f-  -So<F;)-+-  ?(^o,ro)  -^^o) 

On  en  conclut,  en  comparant  les  termes  en  A",  que  l'on  a  identi- 
quement, quels  que  soient  x,  j^,  5,  Xo,jKo>  ^o? 

(5)  ^0  ?x +  70?;- +^o?':  =  .^"f  x„-+-J '■?',„+ ^?';o- 

Ce  résultat,  qui  a  une  grande  importance  en  Géométrie  analytique, 
se  vérifie  d'ailleurs  immédiatement  en  remplaçant  tp^,  o' ,  ç^  par  leurs 
expressions  explicites  ;  le  premier  membre  devient  alors 

iX(^{ax  -{-  b" y  -!-  b' z)-\-  iy^(^b" x  -\-  a' y  +  bz)-\-  iz^(b' x^  by  ■+•  ci" z); 
il  peut  s'écrire 

laxQX  -+-  T-a'yoy  h-  ïa"zoZ  -+-  2b(  jo-s  +  -SoJ') 

H-  -^b^zox  -+-  xoz)-+-  '2b"{xoy  -\-yox); 

sous  cette  forme,  on  reconnaît  de  suite  que  ce  polynôme  en  x^y,  z, 
^01  y  a-)  ^0  reste  le  même  quand  on  échange  les  lettres  x,  y,  z  et  x^^ 
ya,  Zq.  Cette  même  forme,  d'ailleurs,  met  de  suite  en  évidence 
l'identité  (2),  en  supposant  Xo  =rz  x,  y^  =y,  Zq  =^  z. 
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L'identité  (5)  est  spéciale  aux  polynômes  homogènes  du  second 
degré;  elle  est  toutefois  un  cas  particulier  d'identités  concernant  les 
polynômes  homogènes  du  n^"'"^  degré,  qui  se  démontrent  par  la 
même  méthode  qui  nous  a  conduits  à  l'identité  (5)  et  que  je  me 
contente  de  transcrire.  On  a  pour  les  valeurs  i,  2,  ...,  n  —  i  du 
nombre/? 

où  les  puissances  ont  le  caractère  symbolique  sur  lequel  on  a  insisté 
à  plusieurs  reprises. 
On  a  encore 


EXERCICES. 

18.  Soit  a  un  nombre  positif  moindre  que  i,  on  a 

I 

i-^  a  -^  a^^. .  .-h  a"  < 


Soient  A  la  plus   grande  des    valeurs  absolues   des  coefficients   du    poly- 
nôme f{x),  x'  la  valeur  absolue  de  x^  B  un  nombre  positif  quelconque  :   la 

A  .     , 

valeur  absolue  de/(ip)  est  moindre  que  ;■}  si  x   est  moindre  que  i  ;  elle 

est  moindre  que  B,  si  l'on  a  a7'< 


A-4-B 

La  valeur  absolue  de  x^f{x)  est  moindre  que  B  si  l'on  a 

_  B  -H  v/B(B  +  4A) 
X  < 

2A 

19.  Pour  quelles  valeurs  de  x  la  courbe  (G),  définie  par  l'équation  (n°  31) 
jK  =  3  —  :>.x  ~\-  \  x'^  -^  S  x^  -^  x'* , 
est-elle  au-dessus  ou   au-dessous  de  la  tangente  au  point  de  la  courbe  située 
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sur  l'axe  des  y,  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  parabole  définie  par  l'équation 

V  =  3  —  207  -+-  ^x^? 
Déterminer  la  tangente  à  la  courbe  (G)  aux  points  d'abscisses  i  et  4- 

20.  Déterminer  un  nombre  positif  a  tel  que,  si  la  valeur  absolue  de  x  est  su- 
périeure à  a,  la  valeur  absolue  du  polynôme  3  —  -ix  -h  ^x^ —  5x^-^  x'*  soit  plus 
grande  que  looo. 

21.  Si  un  polynôme /(a:)  a  tous  ses  coefficients  positifs,  sa  valeur  augmente 
avec  celle  de  x,  quand  x  est  positif.  Sil  ne  contient  que  des  termes  de  degré 
impair,  sa  valeur  augmente  avec  celle  de  x^  quel  que  soitar;  s'il  ne  contient 
que  des  termes  de  degré  pair  sa  valeur  diminue  quand  x  augmente  en  restant 
négatif. 

Si  le  nombre  A  est  positif,  la  valeur  de  l'expression  {x -\-  A)« — x'^  ^Jug- 
raente  avec  celle  de  x  quand  x  est  positif. 

22.  Si  un  polynôme  f{x)^  de  degré  n,  est  positif  ainsi  que  ses  n  dérivées, 
pour  a?  =  a,  sa  valeur  va  en  croissant  avec  celle  de  x,  quand  x  est  plus  grand 
que  a  :  cette  valeur,  quand  x  est  plus  grand  que  a,  reste  donc  toujours  po- 
sitive. 

23.  Il  est  souvent  commode  d'introduire  en  avant  des  coefficients  d'un  poly- 
nôme de  degré  n  les  coefficients  numériques  C",  Cj,  . . . ,  GJJ  de  la  puissance  n'""" 
d'un  binôme  ;  d'écrire,  par  exemple,  les  polynômes  du  deuxième  et  du  troisième 
degré  sous  les  formes 

ax^  -h  ^bx  -h  c,     ax^  -H  3  bx^  -\-'icx  -i-  d, 
et  le  polynôme  du  /i'^""*  degré  sous  la  forme 

f{x)  =  «0^"-+-  Gïa,a:«-'-+-  Cla-iX'^'^-^  ...  -I-  C,^a„, 

où  ao,  ai,  . . . ,  an  sont  des  constantes. 

Montrer  que  l'on  a,  en  désignant  pary'/'^(a7)  la  dérivée/)'^"*  de/{x), 

f(p)(x) 
-^ ^—^  =  C],(aoX^-P-{-  C'}-PaiX'^-P--i  -h  C'i'P a.îX'^-P-^ -^  . . .  ^  G',lzf,a,t-p). 

24.  En  conservant  les  notations  de  l'exercice  précédent,  soit  a  la  plus 
grande  des  valeurs  absolues  des  constantes  ao,  ai,  ...,  a„;  soient  a;' et  h'  les 
valeurs  absolues  de  x  et  de  /t,  on  a 

\f{x)  1  <  aix'-^  i)«,  iZ^ll  £  C;;a(^'-f-  !)«-/', 

\f(x-hh)~f(x)\^a[(x'-i-h'-\-i)'^—(x'-^iyq. 
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Si  l'on  suppose  que  la  valeur  absolue  de  x  reste  inférieure  au  nombre  po- 
sitif A,  le  second  membre  de  la  dernière  inégalité  est  plus  petit  que 

a[(  A  M-  A'-Hi)«— (A  -m)"J. 

Dans  les  mêmes  conditions  on  aura,  en  désignant  par  s  un  nombre  positif 
quelconque, 

si  l'on  a 


s/ 


A'<y/(A  +  i)«+--A-i. 

23.  Soit  a  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  constantes  «i,  «21  .  •  »,  «n 
dans  le  polynôme 

on  a,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  a:, 

f{x)  ^(rt  -I-  \)x'^ —  a{x  -h  i)"; 

le  polynôme y*( a;)  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  vérifient  l'iné- 
galité 

n,— 

U  a 

X  >   — 

va  -h  I  —  y/a 

26.  Montrer  que  la  somme 

des  carrés  des  coefficients  numériques  du  développement  de  la  puissance  /i'^"" 
d'un  binôme  est  égale  au  coefficient  numérique  maximum  dans  le  développe- 
ment de  la  puissance  in'"^^^  de  ce  binôme. 

Il  suffit  de  multiplier  membre  à  membre  les  deux  égalités 

(  I  +  ^)«  =  G'o^      +C','\r       ^Glx'-     +...  +  G.;ja-'', 
{x  -(-  !)'*==  G'J^«+  C'ix'^-^  4-  G'^a7«-i  +  . . .  -4-  G;;, 

et  de  constater  que,  dans  le  produit  des  seconds  membres,  le  coefficient  de  a;" 
est  précisément  la  somme  cherchée. 

Galculer  le  rapport  -— 

27.  Dans  l'identité 

{x  -f- 1)  (a;  -t-  2)  (a;  -+-  3)  —  x{x  -\-\){x-\-  2)  =  3(a^2_|_  '^x  ->r  2), 
on  remplace  x  successivement  par  i,  2,  3,  .../>  et  l'on  ajoute  les  p  égalités 
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ainsi  obtenues.  Déduire  du  résultat  la  formule 

p{p-^\){ip-^i) 

09  =; 7 > 

o 

où   s,  désigne  la  somme  des  carrés  des  p  premiers  nombres  naturels.  Celte 
même  formule  peut  se  déduire,  d'une  façon  analogue,  de  l'identité 

(a:  -h  i)^ —  37*  =  3 3^2 -I-  3  37  -f-  I. 

Montrer  que  p  est  la  racine  cubique,  à  une  unité  près,  de  3S2. 
Montrer  que  la  somme  des  cubes  desjo  premiers  nombres  naturels  est 

4 

28.  Si  l'on  pose  Fo(a7)  =  i,  F,  (a;)  =  x  et,  en  désignant  par  n  un  nombre 
naturel  quelconque, 

¥n{x)  =  X{X  -^l)  '.  .  .{x  -^  Il  —  l), 

on  a,  quels  que  soient  x  et  a, 

Yn{x-^a)=      C'o'  Fo(a)  ¥n{x)  H-  C^  F,(a  )  F„_,(:r)  +  . . . 
-H-  C«  F,,(a)  F„_/,(:r)  +  . . .  +  C"  F„(«)  ¥^{x). 

On  constate  que  cette  identité  est  vraie  pour  n  =  i  ;  on  démontre  que,  si  elle 
est  vraie  pour  le  nombre  naturel  n,  elle  est  vraie  pour  le  nombre  suivant  n  -+-  i, 
ce  qui  résulte  sans  peine  de  l'identité 

¥p{a)Vn~,,{x){a  -f-a;-f-  «)  =      Fp+,(a)  F„_/,(a") 

-T-F/,(a)F„_/,+,(.r). 

29.  En  posant 

x{x  -\-  i) 


\\{x)  =  x,  P,(:r)  =  -,  V^{x)^ 


I  I .  a 

x{x-\-i){x-\-i)...(x-^  n  —  i) 


on  a  identiquement 

P„(ir-Hi)    =      P„(a7)^-P„_l(a:-l), 

P„(:r-i-i)    =      p„-,_p,(a7)-f-Ps(a7)  +  ...-^P„(^), 

P„(a-h:r)=      P„(a)P„(^)  +  P,(a)P„_,(a") 

-+-  P2(a)  P„_2(ar)  h-  . . .  +  P„(a)  Po(:r). 
30.  Si  l'on  pose 

{x  -^  i)  {x  -\-  -i) . , .  {x  -\-  n  —  \)  =      a-«-'+  A 13""---+-  . .  . 

H-  k,,x"-p-^  -i-  . . .  4-  A„-i, 
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on  a 

{x  -i-  1)»-+-  A,  (x  +  i)«-i  -+-...  +  A„_i  (  j?  +  i) 
=  (x-^  n)  (a?"-»  +  A, a7«-2 -{-...-(-  A,j_i ). 

Déduire  de  là  les  égalités 

C»  =  Ai, 

c»  +  c;;zî  A,  +  c;»zi  a,-4-  . . .  +  Gr^+2  a^_2  =  (/>  -  i)  A;,_,, 

H- Ai+ Aj-t-  ...  -1-  A„_2  =  (n  —  i)A„_,. 

Exprimer  Ai,  A2,  A3  au  moyen  de  n. 

Montrer,  en  supposant  que  n  soit  un  nombre  premier  impair,  que  les  nombres 
entiers  Ai,  Aj,  ...,  A,j_2  sont  divisibles  par  n  ainsi  que  An-i  +  i',  dans  les 
mêmes  conditions,  si  x  est  un  nombre  entier  non  divisible  par  n,  x'^—^  —  i  est 
divisible  par  n. 

31.  En  conservant  aux  lettres  Aj,  Aj,  . . .,  A„_i  la  signification  de  l'exercice 
précédent  et  en  désignant  en  général  par  S,,  la  somme  des  /•'*""*'  puissances 
des  p  premiers  nombres  naturels,  on  a 

o«-l  -I-  Al  &„_2-t- . . .  +  P^n-2  5 1  +/>  A.„_i  —  — • 

32.  En  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  l'exercice  précédent,  mon- 
trer que  l'on  a 


n rtn 


CîS„_,-^  G^S„-2+  . .  •  +  G»_i  Si  4-/?  =  (/>  +  !) 

Calculer  S2,  S3,  S4  en  partant  soit  de  cette  relation,  soit  de  la  relation  ana- 
logue indiquée  dans  l'exercice  précédent. 

33.  Ordonner,  suivant  les  puissances  croissantes  ou  décroissantes  de  à",  le 
carré  du  polynôme  \ -k- x -{- x'^ -\- . . . -\- x'K  Quel  est,  dans  le  développement, 
le  plus  grand  coefficient  numérique  ? 

34.  Trouver  un  polynomey(a;)  tel  que  l'on  ait  identiquement,  en  désignant 
par/'(a7)  la  dérivée  Aef{x), 

(0    ,  /(^)-/(^)=       ^" 


I  .  2 . 3  . . .  « 


On  reconnaît  aisément  que  le  polynôme y( a;)  ne  peut  être  d'un  degré  supé- 
rieur à  n.  On  applique  ensuite  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 
c'est-à-dire   qu'on  pose /(a?)  =  AqH- Aja? -h  A2a7*-H  . . . -i- A„a7«;  en  rempla- 
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çant  ensuite,  dans  l'équation  (i), /(^)  et/'(x)  par  leurs  expressions  dévelop- 
pées, et  en  écrivant  que,  dans  les  deux  membres,  les  coefficients  d'une  même 
puissance  de  x  sont  égaux,  on  trouve  les  relations 

Ao  — Ai  =  o,  A,  — 2A2  =  o,  ...,  A„_,  — /iA„  =  o,  A„=  ^  ^  ^ — —^, 
qui  permettent  de  déterminer  les  coefficients  A;),  Aj,  . . .,  A„. 

33.  Ordonner  suivant  les  puissances  de  a;  le  polynôme 

f{x)  =  {i  -h  ax)  (i  -h  a^- t)  {i  -\-  a^ x). .  .{i-ha'^x). 
En  changeant  37  en  ax  dans  cette  égalité,  on  trouve  aisément  la  relation 

/ (x)  (i -\-  a'i-^-^ x)  =/{ax)(i-+-ax'), 

qui  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  x. 

En  remplaçant  dans  cette  égalité/(:F)  et /(ax)  par 

Aq-K  A,a7  -;-.  ..-t- A/iar",     Ao-i-  Aja^r -h. .  .-h  A„a«.r'«, 

égalant,  dans  les  deux  membres,  les  coefficients  de  xP,  on  trouve  une  relation 
entre  A/,  et  A^-i,  d'où,  en  tenant  compte  de  l'égalité  Ao=i,  on  tire  aisément 

^-ii:!-^  (  I  —  a"  )(  I  —  a«-i  )•••([  — «"-'P  ^  •  ) 
''  {i  —  a){i  —  a')...{i  —  aP) 

La  définition   même   du   polynôme  /{x)   montre   que  Xp   doit  pouvoir  se 
mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier  en  a. 

36.  La  relation 

X„ —  ■ixXii-i-i-  X,j_2  =  o, 

où  n  désigne  un  nombre  entier  au  moins  égal  à  2,  permet,  quand  on  se  donne 
deux  polynômes  Xq,  Xj,  de  trouver  successivement  les  polynômes 

X2=2arXi  —  Xo,  X3=  7.xX^ —  Xj,  X4  =  ..., 

qui  la  vérifient  identiquement. 

On  supposera  dans  ce  qui  suit  Xq  =  i,  Xj  =  ar. 

Former  explicitement  les  polynômes  Xj,  X3,  X4,  X3. 

Montrer  que  X„  est  un  polynôme  de  degré  n,  ne  contenant  que  des  termes 
dont  le  degré  est  pair  ou  impair  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

Trouver  pour  X„  le  coefficient  de  x"^  et  celui  de  x"^"^. 

Quelle  est  la  valeur  du  polynôme  X„  pour  x  =  1  et  x  =  —  i  ? 

Montrer  que  X„,  quand  on  y  remplace  x  par  cosa,  devient  égal  à  cosna. 

T.  0 
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37.  Trouver  tous  les  polynômes /(ar),  de  degré  «,  qui  satisfont  identique- 
ment à  la  relation 

{,-  x^-)/"{a:)  -  xf  {x)  -i-  n^/ix)  =  0, 

où  f  (x),  /"(x)  désignent  les  dérivées,  première  et  seconde,  def(x). 

On  posera/(a:)  =  Ao^;'»-!- Aia7"-i-f-. . .-+- A„.  En  remplaçant,  dans  la  rela- 
tion précédente /(a;), /'(a:), /"(a7),  par  leurs  expressions  développées  et  en 
écrivant  que,  dans  le  premier  membre,  les  coefficients  dex'^,  x"--^,  ...,x"^-i',  ... 
sont  nuls,  on  aura  tout  ce  qu'il  faut  pour  montrer  que  Ai,  A3,  Aj,  ...  sont 
nuls  et  pour  déterminer  A2,  A^,  Ae,  ...  au  moyen  de  Ad  le  polynôme /(.r) 
est  ainsi  déterminée  un  facteur  constant  près. 

Montrer  que,  si  l'on  prend  Ao=  -i'^-^,  le  polynôme  /{ce)  n'est  autre  chose 
que  le  polynôme  X^  de  l'exercice  précédent. 

38.  Ordonner,  suivant  la  puissance  de  x,  le  polynôme  que  l'on  obtient  en 
•prenant  la  dérivée  n^  de  (x^ — 1)"  et  en  divisant  le  résultat  par  le  produit 
•2.^. .  .2.n  des  n  premiers  nombres  pairs.  En  désignant  ce  polynôme  par  P„(a7), 
•.montrer  que  l'on  a  identiquement  en  x 

nPn{x)—  (2/1  -i-l)xP  n-l{X!)-+-  (n  -—l)Pn-i(x)  =  O, 

{i  —  x'^)P"n{x)  —  ixV'iii^x)  -^  n{n  ^  i)V ,i{x)  =  o. 

La  première  de  ces  relations  permet  de  calculer  successivement  les  poly- 
nômes P2,  P3,  Pi)  • .  •,  quand  on  suppose  Po=  •,  Pi  =f -z^^  — T- 

Dans  la  seconde,  P'n{x).,  P",i{x)  désignent  les  dérivées  première  et  seconde 
•de  P„(x).  Tout  polynôme /(a?)  qui  vérifie  identiquement  la  relation 

(\  —  x-')f"{x)  —  ixf'(x)^n{n  +  \)f{x)  =  o 

•est  de  la  forme  AP„(a7),  en  désignant  par  A  une  constante. 
Quelle  est  la  valeur  de  P n{x)  pour  a?  =  i,  pour  x  =  —  i? 

39.  Combien  y  a-t-il  de  termes,  en  supposant  qu'il  n'en  manque  aucun,  dans 
un  polynôme  homogène  du  /i''"'*  degré,  à  deux,  trois  ou  quatre  variables? 
Dans  un  polynôme  non  homogène?  Combien  dans  un  polynôme  non  homogène 
<le  degi'é  /i,  à  trois  variables,  y  a-t-il  de  termes  où  l'une  des  variables  entre 
au  degré/)?  On  suppose  toujours  qu'aucun  terme  ne  manque. 

40.  Soit/(a7o,  ocx,  ...,  x^-x)  un  polynôme  réduit  à  n  variables;  soit  g  un 
nombre  naturel  supérieur  au  degré  du  polynôme  /(xo,  a^i,  ...,  x,i-i)  par 
rapport  à  l'une  quelconque  des  variables;  dans  ce  polynôme  on  remplace 
respectivement  (*)  xq,  xi^  . . .,  x^,  x,i-i  par  x,  x^.,  xs*,  . . .,  x^"'^ ;  soit  F(x) 


(')  Dans  xs'-,  xs",  ....,  g^  et  g''  sont  les  exposants  de  la  puissance  à  laquelle  on 
élève  x\  le  carré,  ou  le  cube  de  x^  se  représentent  par  {x=Y  —  ^'^'j  {x?Y—  x'^^. 


POLYNOMES.  l3l 

le  polynôme  en  x  auquel  on  parvient  ainsi.  Montrer,  en  s'appuyant  sur  ce 
qu'un  nombre  naturel  ne  peut  s'écrire  que  d'une  seule  façon  dans  un  système 
de  numération  dont  la  base  est  g,  qu'à  deux  termes  distincts  du  polynôme 
/(Xit^Xi,  ...,  a7,j_,),  correspondent  deux  termes  distincts  du  polynôme  F(x) 
et  comment,  connaissant  le  polynôme  F(a7),  on  peut  retrouver,  terme  par 
terme,  le  polynôme  y  (a^o,  ^i,  .••,  ^«-i). 

41.  Un  polynôme  y"  (iFo,  ^i,  •..,  ■2^/t-i)  ne  peut  être  nul  pour  toutes  les  va- 
leurs entières  attribuées  aux  variables  sans  être  identiquement  nul. 

42.  Un  polynôme  /(xq,  a^i,  ...,  x^—i)  ne  peut  être  nul  pour  toutes  les 
valeurs  des  variables  qui  satisfont  à  la  condition  ©(a^O)  ^i,  •  •  •>  ^n-i)  >  o,  où 
o(xo,  Xi,  ....  x,i—i)  désigne  un  polynôme  donné,  sans  être  identiquement  nul. 

La  démonstration  des  propositions  énoncées  dans  les  exercices  41,  4*2  est 
immédiate  quand  il  s'agit  de  polynômes  à  une  variable. 

L'artifice  indiqué  dans  l'exercice  40  permet,  en  prenant  ff  assez  grand,  de 
ramener  à  ce  cas  le  cas  d'un  polynôme  à  n  variables. 

43.  Montrer  que  tout  polynôme /(.r,  y)  à  deux  variables  x,  y  tel  que  l'on 
ait  identiquement y^j=  o  est  la  somme  d'un  polynôme  en  x,  et  d'un  polynôme 
en  j'. 

44.  Déterminer  le  polynôme  le  plus  ^énévaX  f{x,  y)  homogène  en  x^y^  du 
degré  «,  tel  que  l'on  ait  identiquement  en  x,  y 

/Il  .n 

Même  question,  en  suppinmant  la  condition  relative  à  l'homogénéité. 


CHAPITRE  III. 

DIVISION  DES  POLYNOMES. 


§  1.  —  DIVISION  PAR  UN  MONOME. 

50.  Les  monômes  et  polynômes  que  l'on  considérera  dans  ce  Cha- 
pitre seront  toujours,  sauf  au  n°58,  des  monômes  ou  polynômes  à  une 
variable,  que  l'on  désignera  par  la  lettre  x. 

Si  l'on  considère  deux  monômes  «x",  bxP,  dont  le  premier  est  dit 
dividende,  et  le  second  diviseur,  il  n'y  a  évidemment  pas  de  poly- 
nôme, contenant  deux  termes  ou  davantage,  qui,  multiplié  par  le 
second,  reproduise  le  premier.  Il  existe  un  monôme  qui,  multiplié 
par  bxP^  reproduise  ax'^  si  p  est  inférieur  ou  égal  à  n,  à  savoir  le 

monôme  -rX'^^P\  qui  se  réduit  à  y-  si  /i  est  égal  à  /?;  on  dit  alors  que 
le  monôme  ax'^  est  divisible  par  bxP^  et  le  monôme  vX'^'P  est  le 

<juoLient  de  la  division  de  ax'^  par  bxP  :  sa  valeur  est  toujours  égale 
au  quotient  exact  de  la  division  de  la  valeur  du  monôme  dividende 
par  la  valeur  du  monôme  diviseur,  sauf  lorsque  x  est  nul,  auquel  cas 

l'expression  -, — ^  n'a  pas  de  sens. 

Quand  n  est  plus  petit  que/>,  il  n'y  a  ni  monôme  ni  polynôme  qui, 
multiplié  par  bxP ^  reproduise  ax^  :  ax"^  n'est  pas  divisible  par  bxP. 
Toutefois,  il  y  a  une  expression,  d'une  forme  analogue  à  un  monôme, 
qui  jouit  de  cette  propriété  :  c'est  l'expression 

b  xi>-"^        h  h 

en  posant  ni^=  n  — p. 

Malgré  son  analogie  avec  les  monômes,  on  ne  donnera  pas  le  nom 
de  monôme  à  l'expression  ax~"'^]  il  sera  toutefois  commode,  à  l'oc- 
casion, de  dire  qu'elle  est  de  degré  négatif  —  m. 
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Considérons  un  polynôme  A  et  un  monôme  B.  Existe-t-il  un  poly- 
nôme Q,  tel  que  le  produit  par  B  de  ce  polynôme  soit  identique 
à  A? 

S'il  existe  un  tel  polynôme,  le  produit  de  chacun  de  ses  termes  par 
B  devra  reproduire  identiquement  un  terme  de  A;  chaque  terme  de 
A  est  donc  divisible  par  le  monôme  B,  c'est-à-dire  qu'il  est  de  degré 
égal  ou  supérieur  au  degré  du  monôme  B  :  S'il  en  est  ainsi,  en  divi- 
sant, comme  on  vient  de  l'expliquer,  chaque  terme  de  A  par  B,  on 
obtient  évidemment  un  polynôme  Q  qui,  multiplié  par  B,  reproduit 
le  polynôme  A  :  celui-ci  est  divisible  par  le  polynôme  B;  le  poly- 
nôme Q  est  le  quotient  de  la  division. 

Sa  valeur,  quel  que  soit  le  nombre  x  (différent  de  o),  est  égale  au 
quotient  exact  obtenu  en  divisant  la  valeur  du  polynôme  A  |iar  la 
valeur  du  polynôme  B. 

Ainsi  le  polynôme  5^?^ — '6x^-\-^x^  est  divisible  par  le  monôme  3  o:^, 

5  4 

le  quotient  est  -x'*  —  x^ -\-  -^x"^. 

Lorsque  A  contient  un  terme  de  degi'é  inférieur  au  degré  de  B,  la 
division  n'est  plus  possible,  au  sens  que  l'on  vient  de  dire;  toutefois, 
on  peut  encore  diviser,  comme  on  l'a  expliqué  plus  haut,  chaque 
terme  de  A  par  le  monôme  B,  quitte  à  introduire  des  termes  ayant  un 
exposant  négatif.  On  obtient  ainsi  une  expression  analogue  à  un  po- 
lynôme (à  laquelle,  toutefois,  je  ne  donnerai  pas  le  nom  de  poly- 
nôme), qui  reproduit  identiquement  A  quand  on  la  multiplie  j)ar  B, 
et  dont  la  valeur,  sauf  pour  ^r  =  o,  est  toujours  égale  au  rapport  de 
la  valeur  de  A  à  celle  de  B.  On  l'appellera,  si  l'on  veut,  le  quotient 
exact  de  la  division  de  A  par  B. 

En  divisant,  par  exemple,  le  polynôme  ix^ — ox--\-^x  —  i  par 
Zx^f  on  obtient  ainsi  l'expression 

2  4X1X2  4,1. 

3  6  X        à  x^-        à  3  3 
Les  expressions  de  la  forme 

\x^-+-  B:r?-+-. .  .-h  La7^, 

OÙ  A,  B,  .  . . ,  L  sont  des  constantes,  et  où  a,  p,  . . .,  A  sont  des  nom- 
bres entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs,  jouissent  de  propriétés  ana- 
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logues  à  celles  des  poljnomes  (on  ne  leur  donne  pas  toutefois  le  nom 
de  polynômes  quand  l'un  des  nombres  a,  p,  . . .,  A  est  négatif). 

On  peut  les  réduire,  les  ordonner  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes ou  décroissantes  de  la  variable.  Par  exemple,  l'expression  pré- 
cédente sera  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x 
si  l'on  a  a  >  j3  >-. .  .^)w  Kx'^  sera  alors  le  terme  du  plus  haut  degré, 
\^x^  le  terme  du  plus  bas  degré. 

On  peut  ajouter,  retrancher,  multiplier  des  expressions  de  cette 
nature,  en  opérant  comme  pour  les  poljnomes  ordonnés.  On  recon- 
naîtra même,  dans  le  cours  de  ce  Chapitre,  sans  que  j'y  insiste  davan- 
tage, qu'on  peut  les  diviser  par  les  mêmes  règles  que  les  poljnomes. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  reconnaître  qu'une  expression  de  cette 
nature,  quand  elle  est  réduite,  ne  peut  être  nulle  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x^  sans  être  identiquement  nulle  ;  que  deux  expressions  ré- 
duites de  celte  nature  ne  peuvent  être  égales  pour  toutes  les  valevirs 
de  X  sans  être  identiques  terme  à  terme;  qu'une  telle  expression, 
quand  elle  estrédviile  et  qu'elle  contient  effectivement  des  termes  de 
degré  négatif,  est  très  grande  en  valeur  absolue,  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  o;  qu'elle  est,  pour  de  telles  valeurs,  du  signe  ^de  son 
terme  du  plus  bas  degré  ;  que,  si  elle  contient  effectivement  des  termes 
de  degré  positif,  elle  est,  pour  les  très  grandes  valeurs  absolues  de  x^ 
très  grande  en  valeur  absolue,  et  du  signe  de  son  terme  du  plus  haut 
degré. 


§2  —POLYNOMES  ORDONNÉS  SUIVANT  LES  PUISSANCES  DÉCROISSANTES 

DE  LA  VARIABLE. 

51.  La  division  des  poljnomes  à  une  variable  peut  être  considérée 
de  plusieurs  points  de  vue;  du  premier  de  ces  points  de  vue  l'opéra- 
tion, parfaitement  déterminée,  est  analogue  à  l'opération  de  la  divi- 
sion arithmétique  au  sens  de  la  théorie  des  nombres  entiers. 

Etant  donnés  deux  poljnomes  en  x,  A  et  B,  dont  on  appellera  le 
pramier  dùndende  et  le  second  diviseur,  on  se  propose  de  trouver 
deux  poljnomes  Q  et  R,  dont  le  second  soit  de  degré  inférieur  au 
degré  de  B,  et  tels  que  l'on  ait  identiquement 

(0  A  =  HQ-hR; 
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le  polynôme  Q  s'appelle  le  quotient,  le  polynôme  R  s'appelle  le 
reste. 

Si,  par  exemple,  on  avait 

on  satisferait  évidemment  à  l'identité  A  =  BQ  +  R  en  prenant 

Q  =  3^- — 2a7-f-5,         R=— 73-2+8^  —  I. 

La  règle  pour  diviser  un  polynôme  quelconque  de  degré  n  par  un 
monôme  xP  de  degré  inférieur  ou  égal  à  n  est  évidente. 

Comme  on  le  verra,  le  problème  général  que  l'on  a  posé  admet  tou- 
jours une  solution  et  vme  seule.  Suivant  l'ordre  des  questions  aux- 
quelles on  a  affaire,  c'est  le  quotient,  ou  le  reste,  qui  importe  le  plus. 

L'analogie  de  cette  opération  avec  la  division  des  nombres  entiers 
est  évidente  :  on  verra,  d'ailleurs,  qu'elle  conduit  à  une  théorie  de  la 
divisibilité  des  polynômes  qui  suit  pas  à  pas  la  théorie  de  la  divisibilité 
des  nombres  entiers. 

Je  supposerai  le  problème  résolu  et  les  polynômes  A,  B,  Q,  R  or- 
donnés suivant  les  puissances  descendantes  de  x. 

11  importe  d'abord  de  remarquer  que,  si  le  polynôme  Q  n'est  pas 
identiquement  nul,  le  lerme  du  plus  haut  degré  dans  le  produit  BQ, 
terme  qui  s'obtient  en  multipliant  les  deux  premiers  termes  de  B  et 
de  Q,  est  de  degré  au  moins  égal  au  degré  de  B  et  ne  peut,  par  con- 
séquent, se  réduire  avec  aucun  terme  de  R  :  on  voit  alors  que  le  pro- 
duit des  deux  premiers  termes  de  B  et  de  Q  doit  être  identique  au 
premier  terme  de  A. 

Lorsque  A  est  de  degré  inférieur  à  B,  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  po- 
lynôme Q  contenant  eff'ectivement  x^  ou  même  se  réduisant  à  une 
constante  non  nulle  pour  lequel  l'identité  (i)  puisse  avoir  lieu,, 
puisque,  autrement,  le  polynôme  BQ,  et,  par  suite,  le  polynôme 
BQ  -\-  R,  serait  de  degré  supérieur  à  A  :  la  seule  solution  du  pro- 
blème posé  est  évidemment  Q  =  o,  R  =  A.  Il  faut,  pour  l'admettre, 
convenir  de  regarder  o  comme  un  polynôme  (identiquement  nul). 

Je  suppose  maintenant  que  A  soit  de  degré  n  supérieur  ou  égal  au 
degré  p  de  B. 

Le  produit  du  premier  terme  de  B  par  le  premier  terme  de  Q 
étant  identique   au   premier  terme  de  A,    le   premier  terme  de  Q 
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s'obtiendra  en  divisant,  comme  on  l'a  expliqué  dans  le  n"  oO,  le  pre- 
mier terme  de  A  par  le  premier  terme  de  B.  En  désignant  le  monôme 
quotient  par  q^,  et  par  Q,  le  polynôme  qu'il  faudrait  ajouter  à  q^  pour 
reproduire  Q,  on  devra  avoir  identiquement 

A  =  B(5roH-Q,)+R,         A-B5ro=BQi-^R; 

comme  R  est  toujours  de  degré  inférieur  à  B,  la  détermination  de  Q, 
est  ramenée  à  la  division  du  polynôme  A,  =  A  —  B^o  par  B.  Dans 
le  polynôme  A,,  ordonné  suivant  les  puissances  descendantes  de  .r, 
ne  figure  plus  de  terme  de  degré  n  :  si  ce  polynôme  est  de  degré  infé- 
rieur au  degré  de  B,  l'opération  est  terminée,  on  a  Q,  =  o,  R  =  A,, 
Q  =:  ^Q.  Si  A)  est  de  degré  supérieur  au  degré  de  B,  on  déterminera 
le  premier  terme  ^,  de  Qj  de  la  même  façon,  et  l'on  aura 

Qi  =  5'i  +  Q2.         A,-B^,=  BQ2+R  =  A2. 

On  continuera  de  même  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  polynôme  A,- 
qui  soit  de  degré  inférieur  à  B,  ce  qui  ne  manquera  pas  d'arriver, 
puisque  les  degrés  des  polynômes  A,  A(,  Ao,  ...,  A,-  vont  en  dimi- 
nuant d'une  unité,  au  moins,  à  chaque  fois. 

D'ailleurs,  d'après  la  façon  même  dont  on  a  opéré,  on  a  identique- 
ment 

A       =  B^o     -+-  Al, 
Al      =B^yi     +  A2, 


Ar-i  =  Bqr-i-+-  A,., 
et,  par  suite,  en  ajoutant, 

A  =  B  (  ^To -1-  gr  j -+- .  .  . -+.  gr,._j  ^  4-  A,., 

et  cette  identité  montre  bien,  puisque  A,-  est  de  degré  inférieur  au 
degré  de  B,  qu'on  est  parvenu  à  la  solution  du  problème  posé,  que  le 
polynôme  qo-+-  q\  +•  -  •+  qr-i  est  le  quotient  Q,  et  le  polynôme  A,- 
le  reste  R,  que  l'on  cherche. 

Chacun  des  termes  du  polynôme  Q  a  été  déterminé  d'une  façon 
nécessaire,  le  polynôme  Q  étant  déterminé,  le  polynôme  R  =  A  —  BQ 
est  lui-même  déterminé;  on  voit  bien  que  le  problème  ne  peut  ad- 
mettre qu'une  solution. 
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Le  degré  du  quotient  Q,  dont  le  premier  terme  s'obtient  en  divi- 
sant le  premier  terme  de  A  par  le  premier  terme  de  B,  est  toujours 
égal  à  la  différence  entre  les  degrés  de  A  et  de  B,  sauf  dans  le  cas  où 
le  degré  de  A  serait  inférieur  au  degré  de  B  et  où,  alors,  Q  serait 
identiquement  nul. 

La  règle  pour  faire  la  division  résulte  des  explications  précédentes. 

On  écrit  sur  une  même  ligne  horizontale  le  dividende  à  gauche,  le 
diviseur  à  droite  en  les  séparant  par  un  Irait  vertical  ;  ces  deux  poly- 
nômes sont  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x] 
on  trace  une  barre  horizontale  sous  le  diviseur,  pour  le  séparer  du 
quotient  que  l'on  écrira  au-dessous  de  cette  barre. 

Le  premier  terme  du  quotient  s'obtient  en  divisant  le  premier 
terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur  :  ce  terme  étant 
écrit,  on  écrit  au-dessous  du  dividende  les  produits,  changés  de 
signe,  des  termes  du  diviseur  par  le  terme  obtenu  au  quotient,  en 
ayant  soin  de  placer  chaque  produit  partiel  au-dessous  du  terme  du 
diviseur  qui  a  le  même  degré.  On  écrit  la  somme  du  dividende  et  des 
termes  écrits  au-dessous  de  lui  :  cette  somme  est  le  premier  reste 
partiel.  Il  convient  d'avoir  séparé  ce  reste  partiel  des  deux  lignes 
qui  le  précèdent  en  plaçant  au-dessous  de  ces  lignes  un  trait  hori- 
zontal. 

Le  second  terme  du  quotient  s'obtient  en  divisant  le  premier  terme 
du  reste  partiel  par  le  premier  terme  du  diviseur;  au-dessous  du 
reste  partiel,  on  écrit  les  produits,  tous  changés  de  signe,  des  termes 
du  diviseur  par  le  second  terme  du  quotient,  et  l'on  ajoute  au  pre- 
mier reste  partiel;  la  somme  est  le  second  reste  partiel,  qui  fournira 
le  troisième  terme  du  quotient,  etc. 

On  continue  de  la  même  façon,  en  s'arrêtant  quand  on  ne  peut  plus 
continuer,  c'est-à-dire  quand  le  premier  terme  du  reste  partiel  au- 
quel on  est  parvenu  est  de  degré  inférieur  au  diviseur.  L'opération  est 
alors  terminée  :  le  quotient  est  formé  par  l'ensemble  des  termes 
obtenus,  le  reste  est  le  dernier  reste  partiel. 

Il  convient  de  remarquer  que,  chaque  fois  qu'on  a  obtenu  un  reste 
partiel,  le  dividende  est  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  polynôme 
écrit  au  quotient,  plus  le  reste  partiel.  La  différence  entre  le  degré  du 
reste  partiel  et  le  degré  du  diviseur  est  moindre  que  le  degré  du  der- 
nier terme  écrit  au  quotient. 

Le    lecteur    pourra    suivre    cette    règle    sur    l'opération    écrite 
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ci-dessous,  que  je  crois  inutile  de  détailler  davantage. 

3.r5 — ox''  -+-       X- —     X  (aa-'î— 5a"-i-3 


Sar*  H x^—    -x^  -x^- —    X -\ 


—  "XX* ^ x^ —     -  X- —        X 

"X  2 


5  .r^  -H     3  3" 


a?* x--^    1  X 


7,  1 

ij  75           45 

3-3  -J^    L^x  —  — 

■?.  4            4 


17    ,      83  45 


a  4  4 

Quand  le  reste  de  l'opération  est  nul,  on  dit  que  la  division  se  fait 
exactement,  que  le  polynôme  dividende  est  divisible  par  le  polynôme 
diviseur,  ou  encore  que  le  polynôme  diviseur  divise  (exactement)  le 
polynôme  dividende.  Le  dividende  est  alors  identiquement  égal  au 
produit  du  diviseur  par  le  quotient  ('). 

S'il  en  est  ainsi,  le  dernier  terme  du  dividende  doit  être  égal  au 
produit  du  dernier  terme  du  diviseur  par  le  dernier  terme  du  quo- 
tient. Si  donc  on  est  amené  à  écrire  au  quotient  un  terme  de  degré 
moindre  que  le  degré  du  quotient  du  dernier  terme  du  dividende  par 
le  dernier  terme  du  diviseur,  ou  un  terme  qui  soit  précisément  de  ce 
degré,  mais  qui  ne  soit  pas  égal  au  quotient  du  dernier  terme  du  di- 
vidende par  le  dernier  terme  du  diviseur,  on  est  sûr  que  l'opération 
ne  pourra  se  faire  exactement;  par  exemple,  dans  l'opération  écrite 
plus  haut,  dès  qu'on  a  écrit  au  quotient  le  terme  —  x^  et  non  —  t.x, 
on  est  certain  que  la  division  ne  se  fera  pas  exactement. 

Lors  même  que  la  division  de  A  par  B  ne  se  fait  pas  exactement, 
il  peut  être  utile  de  mettre  le  polynôme  A  sous  la  forme  BQ  -}-  R,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  la  fraction  ^^  sous  la  forme  Q  +  p"* 


(')  Quand  le  polynôme  A  est  divisible  par  le  polynôme  B,  on  dit  que  B  est  un 
diviseur  de  A.  J'écarterai,  dans  ce  Chapitre,  cette  forme  de  langage  qui  pourrait 
créer  des  confusions. 
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On  a  souvent  à  calculer  la  valeur  numérique  que  prend  le  poly- 
nôme A  pour  une  valeur  de  x  qui  annule  un  autre  polynôme  B;  au 
lieu  de  substituer  cette  valeur  dans  A,  il  est  plus  commode,  surtout 
si  elle  est  irrationnelle,  de  la  substituer  dans  R,  ce  qui  donne  le  même 
résultat,  et  est  plus  aisé.  Le  lecteur  s'en  rendra  compte  en  pensant 
au  cas  où  B  est  du  second  degré  et  où  R  est,  par  conséquent,  au  plus 
du  premier  degré. 

D'un  autre  côté,  on  verra  plus  tard  que  pour  les  valeurs  de  x^  qui 

sont  très  grandes  en  valeur  absolue,  la  valeur  de  la  fraction  ^^  est  très 

petite,  en  sorte  que  la  valeur  de  -5  est  à  peu  près  égale  à  celle  de  Q, 
dont  le  calcul  est  plus  facile. 

Enfin,  les  notions  qui  précèdent  conduisent  à  des  propositions  qui 
sont  l'extension  manifeste,  aux  polynômes,  de  théorèmes  bien  connus 
d'Arithmétique,  concernant  les  nombres  entiers. 

52.  Quand  on  multiplie  le  dividende  A  et  le  diviseur  B  par  un 
même  polynôme  G,  le  quotient  Q  n'est  pas  changé  et  le  reste  R  est 
multiplié  par  le  polynôme  G.  En  d'autres  termes,  le  quotient  de  la 
division  de  AG  par  BG  est  Q,  comme  celui  de  A  par  B,  et  le  reste 
est  RC. 

L'identité  A  =  BQ  +  R  entraîne,  en  effet,  AG  =  BGQ  +  RG  et 
cette  dernière  identité,  où  le  degré  du  polynôme  RG  est  moindre 
que  le  degré  du  polynôme  BG,  permet  d'affirmer  que  Q  et  RG  sont 
le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  AG  par  BG. 

Quand  le  dividende  A  et  le  diviseur  B  sont  divisibles  par  le  divi- 
seur G,  le  reste  R  de  la  division  de  A  par  B  est  aussi  divisible  par  G; 
quand  on  divise  le  dividende  A  et  le  diviseur  B  par  G,  le  quotient  Q 
n'est  pas  changé  et  le  reste  est  divisé  par  G. 

Puisque  G  divise  exactement  A  et  B,  par  hypothèse,  soient  A'etB' 
les  quotients,  on  aura  identiquement  A  =  A'G,  B  =  B'G,  et  l'identité 
A  =  BQ  H-  R  pourra  s'écrire 

A'G  =  B'CQ  +  R,         R  =  (A'— B'Q)C; 

la  dernière  forme  montre  bien  que  R  est  divisible  par  G  et  que  le 
quotient  de  la  division  est  le  polynôme  R'=  A' —  B'Q  ;  cette  identité, 
qui  sert  de  définition  au  polynôme  R',  peut  s'écrire  A'=B'Q  +  R'; 
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le  degré  de  R',  égal  au  degré  de  R  diminué  du  degré  de  C,  est  infé- 
rieur au  degré  de  B',  qui  est  égal  au  degré  de  B  diminué  du  degré 
de  C;  Q  et  R'  sont  donc  bien  le  quotient  et  le  reste  de  la  divi- 
sion de  A'  par  B'. 

Remarquons  en  passant  que  le  polynôme  C  peut  se  réduire  à  une 
constante  (non  nulle)  ;  la  division  est  toujours  possible.  Si  l'on  prend 
pour  cette  constante  G  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
dans  B,  on  ramènera  la  division  proposée  à  une  autre  dans  laquelle  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x^  dans  le  diviseur,  sera 
l'unité,  ce  qui  peut  être  commode.  On  peut  d'ailleurs  se  borner  à 
diviser  tous  les  coefficients  du  diviseur  par  le  premier,  sans  toucher 
au  dividende  :  le  quotient  est  alors  multiplié  parle  premier  coefficient 
et  le  reste  n'est  pas  changé. 

On  ne  change  pas  le  reste  d'vme  division  quand  on  ajoute  (')  au 
dividende  un  multiple  du  diviseur  : 

L'identité  A  =  BQ  -j-  R  implique  en  effet  l'identité 

A  +  BG  =  B(Q  +  G)-+-R, 

où  C  est  un  polynôme  quelconque,  et  cette  dernière  identité  montre 
que  le  quotient  de  la  division  de  A -}-  BG  par  B  est  Q  +  G,  et  que 
le  reste  est  R,  puisque  le  degré  de  R  est  inférieur  au  degré  de  B. 

Si  le  dividende  est  une  somme  ou  un  produit  de  deux  polynômes, 
le  reste  de  la  division  par  un  polynôme  quelconque  n'est  pas  changé, 
quand  on  ajoute  un  multiple  du  diviseur  à  l'un  des  termes  de  la 
somme  ou  à  l'un  des  facteurs  du  produit.  G'est  une  conséquence 
immédiate  du  théorème  précédent.  On  voit  ensuite  qu'on  peut  aussi 
bien,  sans  changer  le  reste,  ajouter  aux  deux  termes  de  la  somme,  ou 
aux  deux  facteurs  du  produit,  tels  multiples  du  diviseur  que  l'on 
veut,  puis  que  le  théorème  s'étend  au  cas  où  le  dividende  est  une 
somme  ou  un  produit  d'autant  de  polynômes  que  l'on  veut,  ou 
encore  une  somme  dont  les  termes  seraient  des  produits  de  poly- 
nômes :  on  peut,  sans  changer  le  reste,  ajouter  un  multiple  du  divi- 
seur à  l'un  quelconque  de  ces  polynômes  et,  en  particulier,  remplacer 
chacun  d'eux  par  son  propre  reste,  dont  il  ne  diffère  que  par  un 
multiple  du  diviseur. 


(')  Il  est  inutile  de  dire  ou  qu'on  retranche,  puisque  la  soustraction   peut  tou- 
jours être  regardée  comme  une  addition. 
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En  particulier,  si  les  deux  termes  d'une  somme  sont  divisibles  par 
un  polynôme,  il  en  est  de  même  de  la  somme.  Si  un  polynôme  divise 
une  somme  et  l'une  de  ses  parties,  le  reste  de  la  division  de  la  somme 
et  de  l'autre  partie  seront  les  mêmes,  puisque,  lorsqu'on  ne  s'occupe 
que  du  reste,  on  peut  supprimer  la  première  partie.  Si  un  polynôme 
divise  une  somme  et  l'une  de  ses  parties,  il  divise  l'autre.  Tout  mul- 
tiple d'un  multiple  du  diviseur  est  un  multiple  de  ce  diviseur,   etc. 

On  voit  combien  toute  cette  théorie  ressemble  à  la  théorie  de  la 
divisibilité,  en  Arithmétique  :  on  verra  plus  tard  que  l'analogie 
s'étend  très  loin. 

53.  Les  remarques  précédentes  permettent,  dans  bien  des  cas,  de 
simplifier  la  recherche  du  reste  dans  une  division. 

Si,  par  exemple,  le  diviseur  est  x  —  a,  on  remarquera  d'abord  que 
le  reste  de  la  division  de  x  par  x  —  a  est  a,  puis  qu'on  ne  change 
pas  le  reste  de  la  division  par  x  —  a  d'un  polynôme  quelconque  en 
remplaçant,  dans  chacun  des  monômes  qui  constituent  le  polynôme, 
chacun  des  facteurs  x  par  son  reste  «,  c'est-à-dire  en  remplaçant  x 
par  a  dans  le  polynôme  ;  le  résultat  que  l'on  obtient  ainsi  est  de 
degré  o,  inférieur  au  degré  i  du  diviseur;  c'est  donc  le  reste  cherché. 

Supposons  que  le  diviseur  soit  x'^ —  i,  a  étant  un  nombre  naturel 
quelconque;  le  reste  de  la  division  de  a?*  par  x'^ — i  est  i  ;  on  en 
conclut  que  le  reste  de  la  division  par  x'^ —  i  d'un  monôme  x'^  esta:*', 
en  désignant  par  a'  le  reste  de  la  division  du  nombre  entier  n  par  a  ; 
car,  si  le  quotient  de  cette  division  est  q^  on  aura 

X"  =  (x'^)f.x^\         n  =  agf -r- a', 

et  l'on  peut,  sans  changer  le  reste  dans  la  division  de  (x'^)f.x'^'  par 
:p* —  i,  remplacer  x'^  par  i  ;  le  résultat  x^'  est  de  degré  inférieur  au 
degré  du  diviseur.  Le  reste  de  la  division  d'un  polynôme  par  x'^ —  i 
s'obtient  en  remplaçant,  dans  chacun  des  monômes  qui  constituent  le 
dividende,  l'exposant  de  x  par  le  reste  que  l'on  trouve  en  divisant  cet 
exposant  par  a.  En  appliquant  cette  règle  au  cas  où  le  dividende 
est  x" — i,  on  reconnaît  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  x" — i  soit  exactement  divisible  par  x'^ — i  est  que  le 
nombre  naturel  n  soit  divisible  par  a. 

Soit  encore  à  chercher  le  reste  de  la  division  par  ^--1-  i  d'un  poly- 
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nome  A;  on  verra  au  Chapitre  VI  l'intérêt  de  ce  reste.  Dans  chacun 
des  monômes  axP  qui  constituent  A.,  il  est  permis,  quand  on  ne  se 
préoccupe  que  du  reste,  de  remplacer  tels  facteurs  que  l'on  veut  par 
leurs  restes  :  suivant  que  p  est  pair  ou  impair,  est  de  la  forme  2  A' 
ou  2/1+1,  on  peut  regarder  xP  comme  le  produit  de  k  facteurs  x'-^ 
ou  de  k  +  I  facteurs  dont  l'un  est  x  et  dont  les  autres  sont  égaux  à  x-  ; 
puisque  —  i  est  précisément  le  reste  de  la  division  de  x-  par  x-~\-  \  ^ 
on  remplace  chacun  des  facteurs  x-  par  —  i ,  c'est-à-dire  xP  par  ( —  i)^ 
ou  par  ( — i)*^,  ou  encore  xP  par  i,  x,  — i,  — x,  suivant  que  p 
est  un  multiple  de  4,  un  multiple  de  4  augmenté  de  i ,  de  2  ou  de  3; 
le  reste  ne  sera  pas  changé;  mais,  après  cette  opération  faite  sur  tous 
les  termes  de  A,  on  obtient  un  résultat  qui  est  au  plus  du  premier 
degré  en  x;  c'est  le  reste  cherché. 

L'opération  que  l'on  vient  de  décrire  s'appelle  remplacer  x- 
pav  —  i  dans  A.  La  signification  qu'il  faut  donner  à  ces  mots  est 
suffisamment  éclaircie  par  ce  qui  précède. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  le  polynôme 

7 37*  —  %X^-^  x'*  —  t-X^  —  .r 2  -H  l , 

on  voit  que  le  reste  de  la  division  par  x--\-  \  est 

—  7  —  8a;-i-H-2iP-Hi-T-i  =  —  4  —  'àx. 

On  observera,  en  passant,  que  si  l'on  considère  la  suite  des  puis- 
sances successives  de  x 

nnÇ\  .    r  ry*  /yi2  /y»3  nn-k  nr''*i 

les  restes  de  la  division  par  x--]-  i,  à  savoir 

l,       X,  l,  X,        I,       37,        ..., 

se  reproduisent  périodiquement  de  quatre  en  quatre  :  cela  résulte 
aussi  de  ce  que  x* — i  ^  (^2 — j^^,^2_^j^  ggj^  divisible  par  x--\-i, 
en  sorte  que  le  reste  de  la  division  par  ^-  +  i  de  x''  est  i ,  d'où  il  suit 
que  les  restes  de  la  division  par  x- -'r  i  sont  les  mêmes  pour  xP  et 
^/'+*  =  xP.x'' . 

54.  Division  par  x  —  a.  —  Il  convient  de  s'arrêter  sur  le  cas  où  le 
diviseur  est  du  premier  degré  en  x  :  s'il  est  égal  à  olx  -\-  |3,  on  peut, 
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en   vertu    d'une   remarque  précédente,  le  remplacer  par  j;  +  -   ou 

par^r  —  a  :  on  vient  de  voir  comment  on  obtenait  le  reste  de  la  divi- 
sion d'un  polynôme  par  x  —  «  ;  on  va  retrouver  ce  résultat  et  montrer 
aussi  comment  on  obtient  le  quotient. 

Soit/(j:^)  ^  Ao^"+  A,  x'^~^  +. . .+  A,j  le  polynôme  proposé,  que 
Ton  veut  diviser  par  x  —  a. 

On  a  vu,  au  n"  51,  comment,  lorsque  a  est  nul,  le  quotient  et  le 
reste  s'obtiennent  immédiatement.  On  ramène  le  cas  général  à  celui-là 
en  ordonnant  le  polynôme  par  rapport  aux  puissances  de  x  —  a\  il 
s'écrit  alors 

f{x)  =  A(,  (a;  —  «)'«  +  a;  {x  —  «)«-'  -i-. . .  +  A'„_,  (^  —  a)  -+-  A,',  ; 

on  voit  de  suite  que  le  quotient  est 

a;  (a:  —  a)«-i -1-  A',  (a:  —  a )«-2  -^ ,  ,  .-^^  k'„_^ 

et  que  le  reste  est  A^'^,  c'est-à-dire  la  valeur  fi^a)  que  le  polynôme 
prend  pour  ^  =  «  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
polynôme  soit  divisible  par  x  —  a  est  qu'il  s'annule  quand  on  y  rem- 
place X  par  a. 

La  valeur  du  reste  s'aperçoit  aussi  bien  sur  l'identité  fondamentale 

OÙ  Q(^)  désigne  le  quotient  de  la  division  du  polynôme  fi^x^  par 
X  —  a  et  R  le  reste.  Ce  reste,  en  effet,  doit  être  de  degré  o,  puisque 
le  diviseur  est  du  premier  degré;  il  ne  contient  pas  x  effectivement, 
c'est  une  constante,  dont  la  valeur  f{^a)  s'obtient  en  remplaçant  x 
par  a  dans  l'identité  précédente.  Au  fond,  ce  raisonnement  ne  diffère 
pas  de  celui  qu'on  a  fait  au  n°  35. 

Quoique  le  procédé  précédent  fournisse  l'expression  du  quotient 
et  du  reste,  il  y  a  lieu  d'appliquer  une  autre  méthode,  ne  fût-ce  que 
pour  avoir  le  quotient  ordonné  suivant  les  puissances  de  x  et  non 
de  a:  —  a. 

Le  lecteur  pourra,  sans  difficulté,  appliquer  simplement  la  règle  de 
la  division,  il  retrouvera  ainsi  les  résultats  que  je  vais  obtenir  par  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés. 
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Le  quotient  doit  être  du  (/i  —  i^L-me  (jggi^é;  désignons-le  par 

et  désignons  le  reste  (une  constante)  par  B,,.  Bq,  B,,  ...,  B„_,,  B„ 
sont  des  coefficients  qu'il  faut  déterminer.  On  y  arrive  en  écrivant 
que  le  produit  du  quotient  par  x  —  a,  augmenté  de  B,,,  est  identique 
terme  à  terme  au  dividende  Ao^"H- A,a;"~*  +  .  .  .  4- A«_,.r  +  A„. 
On  trouvera  ainsi,  en  égalant  à  chaque  coefficient  de  ce  dividende, 
le  coefficient  de  la  même  puissance  de  x  dans  le  produit, 

Bo=  Ao, 
Boa  — Bi  =  A,, 
B|  a  —  B2      —  A2, 


B„— 2^  —  "n—l  =^  A.,j_i, 

B„_,  a  —  B„      =  A„  ; 


ces  égalités  peuvent  être  regardées  comme  des  équations  qui  per- 
mettent de  déterminer  successivement  Bq,  B,,  . . .,  B,,_,  et  B„  ;  on  en 

tire 

Bo=Ao, 

Bi  =  Boa      -1-  Al, 

B,  =  Bja      -4-  A2, 


B/i— 1  —  B;j_2a  4-  A„_i, 


on  en  tirerait,  tout  aussi  bien,  en  général, 

B,.:=  Aoa''-H  Airt''-!  ->-. .  .-H  A;._ia  +  A,., 

/•  étant  l'un  quelconque  des  indices  i,  2,  ...,  n;  mais  cette  formule^ 
quoique  plus  explicite,  est  moins  avantageuse  dans  la  pratique  que 
les  formules  précédentes,  qui  permettent  le  calcul  successif  des 
quantités  Bq,  B,,  ...,  B,i_,  et  B,,,  dont  chacune  s'obtient  en  multi- 
pliant la  précédente  par  «,  et  en  ajoutant  le  coefficient  correspon- 
dant du  dividende. 

Soit,  par  exemple,  à  diviser  par  x  —  3  le  poljnome 

2.x^ — 'ix^  +  x^ — 7. 
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J'écris  la  suite  des  coefficients,  en  remplaçant  par  des  zéros  ceux 
qui  manquent 

•2,     o,     —3,      I,     o,      —7, 

et  je  trouve  successivement,  en  appliquant  la  règle  précédente,  les 
coefficients  du  quotient 

a,     6,     i5,     46,     i38 

et  le  reste  i38x3  —  -==407. 

En  appliquant  ce  procédé,  le  reste  doit- être  égal  à  la  valeur  du 
dividende  pour  x^=a\  c'est  la  meilleure  manière  pour  calculer  la 
valeur  exacte  d'un  polynôme  pour  une  valeur  donnée  de  la  variable. 

Pour  reconnaître  si  un  polynôme  est  divisible  par  x  +  «,  ou  pour 
faire  la  division  d'un  polynôme  par  x  -\-  a^  on  n'aura  qu'à  changer  a 
en  —  a  dans  les  raisonnements  ou  les  calculs  qui  précèdent. 

x'* —  a"  est  toujours  divisible  par  x  —  a\  le  quotient  est  égal  à 

x^  +  a"^^"  —  a'^ -\- la"^  n'est  pas  divisible  par  x  —  «,  le  quotient 
est  le  même  polynôme  qu'on  vient  d'écrire  et  le  reste  est  2a". 
x"^  —  a"^  est  divisible  par  x  -\-  a  quand  n  est  pair  et  n'est  pas  divisible 
quand  n  est  impair;  dans  les  deux  cas  le  quotient  est 

a;«-i  —  ax"'--+  a-x'^-^~. .  .-i-  (—  ly^-'^a'^-'^x  -i-  ( — i)'»-'a«-i, 

et,  dans  le  second  cas,  le  reste  est  —  2  a". 

x'^-\-  a"  est  divisible  par  x  -^  a  quand  n  est  impair  et  ne  l'est  pas 
quand  n  est  pair;  le  quotient  est,  dans  les  deux  cas,  le  polynôme  que 
l'on  vient  d'écrire  et,  dans  le  second  cas,  le  reste  est  la'K 

Si  un  polynôme  est  divisible  séparément  par  les  binômes  x  —  a, 
X  —  6,  . . .,  X  —  /,  où  a,  b,  . . .,  /  sont  des  nombres  distincts,  il  est 
divisible  par  le  produit  {x  —  a)(^x  —  b)  . . .  (x  —  /)  de  ces  binômes. 

Il  suffit  de  remarquer  que  le  polynôme  s'annule  alors  pour  les 
nombres  différents  «,  6,  ...,  /;  dès  lors  la  proposition  a  été  démon- 
trée, sous  une  forme  plus  complète,  au  n"  38. 

55,  Cas  où  les  coefficients    sont  entiers.    —  Le  cas  où,  dans  une 
division,  le  dividende  et  le  diviseur  sont  des  polynômes  à  coefficients 
entiers,  offre  un  intérêt  particulier.   On  a  alors  à  sa  disposition  un 
T.  ,0 
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théorème  qui  permet  souvent  de  reconnaître,  sans  la  pousser  jusqu'au 
bout,  qu'une  division  ne  peut  s'effectuer  exactement,  et  qui  est 
d'ailleurs  très  utile  quand  on  veut  chercher  quels  sont  les  polynômes 
à  coefficients  entiers  qui  divisent  exactement  un  polynôme  à  coeffi- 
cients entiers.  Je  vais  m'airêter  un  instant  sur  ce  sujet,  où  le  lemme 
suivant,  relatif  à  la  théorie  de  la  multiplication  de  deux  polynômes, 
est  fondamental  : 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  du  produit  (réduit) 
de  deux  polynômes  (réduits)  P,  Q,  à  coefficients  entiers,  est  égal  au 
produit  du  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  du  poly- 
nôme P  et  du  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  du  poly- 
nôme Q. 

Dans  ce  numéro,  je  désignerai  sous  le  nom  àe polynôme  primitif, 
un  polynôme  à  coefficients  entiers,  dont  les  coefficients  n'ont  ])as 
d'autre  commun  diviseur  que  i. 

Je  commencei'ai  par  établir  la  proposition  suivante  :  Le  produit  de 
deux  polynômes  primitifs  P,  Q  est  un  polynôme  primitif. 

Supposons,  en  effet,  que  les  coefficients  du  produit  (réduit)  PQ 
aient  un  diviseur  commun  autre  que  i;  ce  diviseur  aduiettra  un  divi- 
seur premier  a  qui  divisera  aussi  tous  les  termes  du  produit  PQ. 
Posons 

en  désignant  par  P,  l'ensemble  des  termes  de  P  dont  les  coefficients 
sont  divisibles  par  a,  par  Q,  l'ensemble  des  termes  de  Q  dont  les 
coefficients  sont  divisibles  par  a;  au  contraire,  aucun  terme  de  Pa,  ni 
de  Qo,  n'est  divisible  par  a.  Il  y  a  certainement  des  termes  dans  P^ 
et  dans  Qo,  car  s'il  n'y  avait  pas  de  termes  dans  Po,  par  exemple, 
c'est  que  tous  les  coefficients  du  polynôme  P  seraient  divisibles  par  a  : 
le  polynôme  P  ne  serait  pas  primitif. 
D'ailleurs,  on  a  identiquement 

PQ  =  r^Q,-^PlQ,^-P,Q,-t-I^.Q,; 

tous  les  coefficients  des  termes  de  P)Qi,  PjQj.  P^Qi  sont  évidem- 
ment divisibles  par  a;  si  tous  les  coefficients  du  jjroduit  réduit  PQ 
sont  divisibles  par  a,  c'est  qu'il  en  est  de  même  des  coefficients  du 
produit  réduit  P2Q2>  puisque  chacun  de  ces  coefficients,  augmenté 
peut-être  d'un  multiple  entier  de  a,  provenant  des  autres  produits 
partiels,  fournit  un  coefficient  de  PQ.  Or,  le  coefficient  du  premier 


DIVISION   DES    POLYXOMES.  iSj 

terme  de  P^Qa,  ordonné  suivant  les  puissances  descendantes  de  x, 
est  le  produit  des  deux  premiers  coefficients  de  P2  et  de  Q2, 
ordonnés  de  même  :  aucun  de  ces  coefficients  n'est  divisible  par  le 
nombre  premier  a;  leur  produit  n'est  pas  divisible  par  a.  Les  coeffi- 
cients du  produit  PQ  ne  peuvent  être  tous  divisibles  par  un  nombre 
premier  a,  ni,  par  conséquent,  par  aucun  nombre  entier,  autre  que  i. 
Le  produit  PQ  est  primitif. 

La  proposition  générale  se  déduit  immédiatement  du  cas  particulier 
qu'on  vient  d'établir. 

Soient  P,  Q  deux  polynômes  à  coefficients  entiers  ;  soient  p  el  q 
les  plus  grands  communs  diviseurs  respectifs  des  coefficients  de  P 
d'une  part,  des  coefficients  de  Q  d'autre  part.  En  désignant  par  P' 
et  Q'  les  deux  [polynômes  à  coefficients  entiers  que  l'on  obtient  en 
divisant  par  p  les  coefficients  de  P,  par  q  les  coefficients  de  Q,  on  aura 

V=p?\        q  =  qQ.',        Pq=pgP'Q_'; 

mais  les  polynômes  P'  et  Q'  sont  primitifs,  puisque,  quand  on  divise 
un  groupe  de  nombres  entiers  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
on  obtient  comme  quotients  des  nombres  entiers  qui  ont  i  pour  plus 
grand  commun  diviseur.  Le  polynôme  P'Q',  lorsqu'il  est  réduil,  est 
primitif,  comme  on  vient  de  le  démontrer  :  les  coefficients  ont  i  pour 
plus  grand  commun  diviseur,  les  produits  par  pq  de  ces  coefficients, 
ou  les  coefficients  du  produit  réduit  PQ  ont  donc  pq  pour  plus  grand 
commun  diviseur. 

Voici  maintenant  quelques  conséquences  de  ce  lemnie  dans  la 
théorie  de  la  division. 

Convenons  de  dire,  pour  un  instant,  qu'un  polynôme  A,  à  coeffi- 
cients entiers,  est  entièrement  divisible  par  un  polynôme  B  à  coeffi- 
cients entiers,  s'il  existe  un  polynôme  G,  à  coefficients  entiers,  tel 
que  l'on  ait  identiquement  A  =  BC. 

Désignons,  en  supposant  qu'il  en  soit  ainsi,  par  a,  b,  c  les  plus 
grands  communs  diviseurs  respectifs  des  coefficients  de  A,  des  coeffi- 
cients de  B,  des  coefficients  de  C,  en  sorte  qu'on  puisse  poser 

A  =  aA',         B^6B',         G  =  cG', 

en  désignant  par  A',  B',  G  des  polynômes  primitifs;  ^identité  A  =  BG 
entraîne  l'identité  aA'=  bcB'C;  le  polynôme  (réduit)  B'C  est  pri- 
mitif comme  A';  a  est  le  plus  grand  commun  diviseur  dçs  coefficients 
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du  polynôme  aA',  bc  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coeffi- 
cients du  polynôme  /^cB'C  qui  est  identique  à  «A';  on  a  donc 

a  =  bc,         A'=B'C'. 

Ainsi  le  nombre  b  divise  le  nombre  a  et  le  polynôme  B'  divise  en- 
tièrement le  polynôme  A'. 

Lorsque  B  est  primitif,  b  est  égal  à  i,  B  est  identique  à  B'  :  un 
polynôme  primitif  ne  peut  donc  diviser  entièrement  un  polynôme  à 
coefficients  entiers,  sans  diviser  entièrement  le  polynôme  primitif 
que  l'on  en  déduit  en  divisant  tous  ses  coefficients  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur. 

Lorsque  A  est  primitif,  a  est  égal  à  i  ;  les  deux  nombres  naturels  b, 
c,  dont  le  produit  est  égal  à  i,  sont  certainement  tous  les  deux 
égaux  à  I .  Donc  : 

Un  polynôme  primitif  ne  peut  être  entièrement  divisible  par  un 
autre  polynôme  à  coefficients  entiers  que  si  ce  dernier  est  primitif. 
Alors,  le  quotient,  lui  aussi,  est  primitif. 

Supposons  seulement,  en  désignant  toujours  par  A  et  B  des  poly- 
nômes à  coefficients  entiers,  que  A  soit  divisible  par  B,  sans  l'être 
entièrement  :  le  quotient  Q  sera  un  polynôme  à  coefficients  ration- 
nels, comme  il  résulte  évidemment  de  la  façon  dont  se  fait  la  divi- 
sion ('  ). 

(')  Les  remarques  suivantes,  qui  ne  supposent  pas  que  A  soit  divisible  par  B,  nous 
seront  utiles  : 

Désignons  par  b„  le  premier  coefficient  de  B;  dans  chaque  division  partielle,  on  a 
à  diviser  par  bg  soit  le  premier  coefficient  de  A,  soit  le  premier  coefficient  dun  reste 
partiel,  en  sorte  qu'il  s'introduit,  en  général,  des  coefficients  fractionnaires  dans  le 
quotient  :  les  dénominateurs  de  ces  fractions  sont  des  puissances  de  b^.  De  pareils 
coefficients  fractionnaires  s'introduisent  aussi  dans  le  reste.  Mais  si,  avant  de  faire  la 
division,  on  multiplie  A  par  un  nombre  convenable  a,  on  peut  éviter  tous  les  coefli- 
cients  fractionnaires,  tant  dans  les  restes  partiels  que  dans  le  quotient  et  le  resle 
final.  Observons  d'abord  que  le  nombre  de  divisions  partielles  est  au  plus  égal  à  la 
différence  entre  le  degré  de  A  et  le  degré  de  B,  augmentée  d'une  unité:  désignons  par p 
cette  différence  augmentée  de  i;  multiplions  A  par  b'^  et  divisons  par  B;  le  premier 
terme  du  quotient  est  entier  el  divisible  par  bP~^  :  il  en  est  de  même  de  tous  les 
termes  du  premier  reste  partiel;  le  second  terme  du  quotient  est  entier  et  divisible 
par  bi^~^  ,  ainsi  que  tous  les  termes  du  second  reste  partiel,  etc.  Le  quotient  et  le 
reste  ont  maintenant  tous  leurs  coefficients  entiers.  On  peut  donc  prendre  a  =  b^; 
d'ailleurs  il  peut  arriver  qu'on  atteigne  le  but  en  prenant  pour  a  un  nombre  moindre. 
Dans  tous  les  cas,  les  restes  partiels,  le  reste  final,  le  quotient  de  la  division  de  aA 
par  B  sont  les  produits  par  a  des  restes  partiels,  du  reste  final,  du  quotient  de  la 
division  de  A  par  B,  comme  il  résulte  de  l'opération  même. 


DIVISION   DES    POLYNOMES.  l49 

En  réduisant  tous  les  coefficients  au  même  dénominateur  q^  on 
voit  que  Q  peut  se  mettre  sous  la  forme  —  >  où  Q,  désigne  un  poly- 
nôme à  coefficients  entiers;  l'identité  A  =  BQ  entraîne  gA^BQ,  : 
donc  B  divise  entièrement  qK. 

Soit  maintenant,  comme  plus  haut,  a  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  coefficients  de  A  et  soit  A  =  <7A';  le  polynôme  primitif  B 
devant  diviser  entièrement  le  polynôme  qah! ^  doit  diviser  entière- 
ment le  polynôme  primitif  A'  et,  a  fortiori^  le  polynôme  «A'  ou  A. 
Donc  : 

Si  un  polynôme  primitif  à  coefficients  entiers  divise  un  polynôme  A 
à  coefficients  entiers,  les  coefficients  du  quotient  doivent  être  des 
nombres  entiers;  si,  dans  le  courant  de  la  division,  on  est  amené  à 
écrire,  au  quotient,  comme  coefficient,  une  fraction  irréductible,  la 
division  ne  peut  se  faire  exactement. 

56.  Extension  de  la  division.  —  Revenons  au  cas  général.  Quand 
on  a  terminé,  conformément  aux  explications  données  dans  le  n"  51, 
la  division  du  polynôme  A,  de  degré  «,  par  le  polynôme  B,  de  degré  6, 
que  l'on  est  parvenu  au  quotient  Q  et  au  reste  R,  de  degré  /*  <<  b^  on 
peut,  si  l'on  veut,  continuer  l'opération,  de  la  même  façon,  en  intro- 
duisant au  quotient  un  terme  de  degré  négatif  /• —  /',  et  en  suivant 
toujours  la  même  règle;  le  nouveau  terme  du  quotient  s'obtient  en 
divisant  le  premier  terme  de  R  par  le  premier  terme  du  diviseur,  le 
nouveau  reste  partiel  s'obtient  en  retranchant  de  R  le  produit  du 
nouveau  terme  écrit  au  quotient  par  le  diviseur,  etc.  On  peut  continuer 
et  l'on  s'arrête  quand  on  veut  :  Si  l'on  désigne  par  Q'  l'expression 
écrite  alors  au  quotient,  et  par  R'  l'expression  écrite  au  reste,  on  a, 
toujours  identiquement,  A  =  BQ'-f-R',  en  ce  sens  que,  si  l'on  fait 
la  multiplication  et  l'addition  indiquée  au  second  membre,  comme  si 
l'on  avait  affaire  à  de  véritables  polynômes,  on  retombe  sur  A. 

Cette  identité  montre,  lorsque  B  se  termine  par  une  constante,  non 
nulle,  que  R'  ne  peut  être  identiquement  nul  :  si,  en  effet,  R'  était 
identiquement  nul,  le  produit  du  dernier  terme  de  B  parle  dernier 
terme  de  Q'  serait  de  degré  négatif,  et  devrait  être  identique  au  der- 
nier terme  de  A.  R'  n'étant  pas  nul,  on  peut  continuer  l'opération 
qui,  ainsi,  ne  se  termine  jamais. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  l'opération  ne  peut 
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se  terminer  que  dans  le  cas  où  B  est  de  la  forme  B'or",  B'  étant  un 
polynôme  qui  divise  exactement  A. 

J'ai  reproduit  ci-dessous  une  division  ainsi  continuée. 


x^ —  ■ix'^-h  "ix 

—  x^-\-  3x^ —    X 

I 

X'^-t-  IX  — 
—      X^'-^^X  — 

1 

"ix 


5^-1-1-  i3a;-2 


:>x  —   2 
—  5^  +  i5  —    bx~^ 

i3-     5a^-i 
—  i3  -t-  39 a;-' —  i3:r~2 

3437-'  —  i3a^— " 
au  moment  où  elle  est  ainsi  arrêtée,  on  est  parvenu  à  l'identité 

x^—  ■2x'^-*-  3x —  I  =  (372 —  3^7+  \){x  -+-  i-h  5x-^  -{-\3x-^)-ho^x-^  —  \ox-^; 

je  ne  veux  que  faire  pressentir  ici  l'utilité  que  peuvent  présenter  de 
pareils  calculs,  qui  apparaîtra  nettement  plus  tard.  De  l'exemple 
qu'on  vient  de  traiter,  on  peut  conclure  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  n'annulent  pas  a:-  —  3:c  +  i ,  on  a 

x^ — 2x'^-h-+-ix — [  ,       ,        „       „       34  37-1  — 13^~2 

-   .    -   .    -  --I   .   ,3^-2.  • 


x'^  —  ix  -+-  i  x'^  —  ix  -h  i 

si  œ  est  très  grand  en  valeur  absolue,  on  voit  sans  peine  que  la  frac- 
tion qui  figure  dans  le  second  membre  est  très  petite  en  valeur  ab- 
solue; en  sorte  que  le  premier  membre  aura  à  peu  près  la  même 
valeur  que  l'expression 

37  -H  I  +  5X-  1  -+-  I  3.27-2^ 

plus  facile  à  calculer.  Si  l'on  suppose  que  la  valeur  absolue  de  x  soit 
supérieure  à  1000,  l'erreur  sera  moindre  que 

34         i3 

I  o3        I  o"'  5 


3.10^ — I  lO* 


le  ])remier  membre  de  l'inégalité  précédente  est,  en  effet,  plus  grand 
que  la  fraction  qu'on  veut  évaluer,  puisque  l'on  a  remplacé  le  numé- 
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rateur  par  un  nombre  plus  grand,  le  dénominateur  par  un  nombre 
plus  pelit. 

Lorsque  l'on  effectue  une  division  sur  les  polynômes  A,  B  ordonnés 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  a?,  d'après  le  procédé  que  l'on 
a  d'abord  expliqué  au  n°  ol  et  dont  on  vient  de  montrer  comment  il 
pouvait  être  poursuivi,  on  peut  s'arrêter  quand  on  veut,  soit  avant 
d'être  parvenu  au  reste  proprement  dit,  soit  quand  on  a  fini  l'opéra- 
tion au  sens  du  n"  51,  soit  après  l'avoir  poursuivie,  lorsque  la  division 
ne  peut  se  faire  exactement  :  dans  tous  les  cas  on  parvient,  au  mo- 
ment où  l'on  s'arrête,  à  une  identité  de  la  forme  A  =  BQ'+R',  où 
les  expressions  Q'  et  R'  qui  figurent  respectivement  à  la  place  du 
quotient  et  du  reste  sont,  soit  de  véritables  polynômes,  soit  de  ces 
expressions  analogues  à  des  polynômes  qui  contiennent  des  termes 
de  degré  négatif  :  Q'  et  R'  sont  aussi  ordonnés  suivant  les  puissances 
descendantes  de  x.  Dans  le  cas  où  l'opération  peut  se  poursuivre 
indéfiniment,  on  peut  toujours  s'arranger  pour  que  le  degré  du  pre- 
mier terme  de  R'  soit  inférieur  à  tel  nombre  entier  o,  positif,  nul  ou 
négatif  que  l'on  voudra,  inférieur  toutefois  au  degré  a  de  A  :  imagi- 
nons qu'on  s'arrête  dès  que  cette  circonstance  se  présente. 

Soit  toujours  b  le  degré  de  B.  Dans  le  reste  partiel  qui  précédait  R', 
le  premier  terme  était,  par  hypothèse,  au  moins  de  degré  p  ;  le  dernier 
terme  de  Q'  a  été  obtenu  en  divisant  par  le  premier  terme  de  B  le 
premier  terme  de  ce  reste  partiel  :  le  dernier  terme  de  Q'  est  donc 
au  moins  de  degré  p  —  b  :  en  résumé,  si  l'on  se  donne  le  nombre 
entier  p  -<  «,  on  peut  trouver  un  polynôme  ou  une  expression  ana- 
logue R'  dont  le  premier  terme  soit  de  degré  inférieur  à  o  et  un  poly- 
nôme ou  une  expression  analogue  Q'  dont  le  dernier  terme  soit  au 
moins  de  degré  p  —  6,  tels  que  l'on  ait  identiquement  A  ^  BQ'  +  R'. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  cherche  à  déterminer  des  expressions  Q' 
et  R'  qui  satisfassent  à  ces  diverses  conditions,  le  raisonnement  du 
n**  ol  montre  que  les  termes  de  Q'  s'obtiennent  les  uns  après  les 
autres  d'une  façon  nécessaire.  Cela  est  évident  pour  le  premier  terme 
de  Q'  dont  le  produit  par  le  premier  terme  de  B,  étant  de  degré  supé- 
rieur à  p  —  6h-6  =  p,  ne  peut  se  réduire  avec  aucun  terme  de  R' 
et  doit  par  conséquent  reproduire  le  premier  terme  de  A  ;  c'est  à  ce 
cas  qu'on  est  toujours  ramené  par  le  raisonnement  du  n°  51,  que  l'in- 
troduction de  termes  à  degré  négatif  n'infirme  en  rien.  Q'  est  donc 
entièrement  déterminé,  ainsi  que  R'=  A —  BQ'. 


l52  CHAPITRE    III. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  proposition  subsiste  quand  A  est  divi- 
sible par  B,  pourvu  que  l'on  ait  «  ^  p  ^  b. 

Enfin,  on  voit  encore  que  la  division  peut  se  faire  de  la  même  façon 
quand  A  et  B,  au  lieu  d'être  des  polynômes  ('),  sont  des  expressions 
contenant  des  termes  de  degré  négatif.  La  proposition  qu'on  vient  de 
démontrer  subsiste,  en  regardant  alors  «,  b  comme  les  degrés,  d'ail- 
leurs positifs  ou  négatifs,  des  premiers  termes  des  expressions  A,  B 
que  l'on  suppose  toujours  ordonnées  suivant  les  puissances  descen- 
dantes de  X. 

§  3.  -  POLYNOMES  ORDONNÉS  SUIVANT  LES  PUISSANCES  CROISSANTES 

DE  LA  VARIABLE. 

o7.  Deux  polynômes  A  et  B  étant  donnés,  au  lieu  de  les  or- 
donner par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable,  et  de 
les  diviser  d'après  la  règle  du  n°  51,  étendue,  si  l'on  veut,  comme  on 
vient  de  l'expliquer,  on  peut  les  ordonner  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  la  variable  et  faire  la  division  de  manière  à  obtenir  les 
quotients  et  les  restes  partiels  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  x. 

Pour  simplifier  un  peu,  je  supposerai  que  le  premier  terme  de  B 
soit  une  constante. 

Le  premier  terme  qu'on  écrit  au  quotient  s'obtient  en  divisant  le  pre- 
mier terme  de  A  par  le  premier  terme  de  B  ;  on  retranche  ensuite  de  A 
le  produit  par  B  du  terme  écrit  au  quotient;  on  obtient  ainsi  le  premier 
reste  partiel,  dont  le  premier  terme  est  de  degré  supérieur  au  degré 
du  premier  terme  de  A;  le  premier  terme  de  ce  reste  partiel,  divisé 
par  le  premier  terme  de  B,  fournit  le  second  terme  qu'on  écrit  au 
quotient;  on  retranche  ensuite  du  reste  partiel  le  produit  par  B  du 
second  terme   écrit  au  quotient;    on   obtient  ainsi   le  second    reste 

(')  En  se  bornant  au  cas  où  A,  B  sont  des  polynômes,  on  peut  procéder  un  peu 
autrement,  de  façon  à  éviter,  dans  le  courant  de  l'opération,  les  termes  à  exposants 
négatifs.  On  multiplie  d'abord  A  par  a;"*,  m  étant  un  nombre  naturel  arbitraii-e,  puis 
on  fait  la  division  par  B  du  polynôme  kx"*  par  la  règle  ordinaire,  de  manière  à  par- 
venir à  l'identité 

Aa7'»=r  BQj+Ri, 

où  R,  commence  par  un  terme  de  degré  inférieur  au  degré  deB;  on  divise  ensuite 
chaque  terme  de  Q,  et  de  R,  par  x"*.  L'analogie  avec  l'opération  d'arithmétique  qui 
consiste  à  réduire  en  fraction  décimale  une  fraction  ordinaire  est  évidente. 
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partiel,  et  l'on  continue  de  la  même  façon,  aussi  longtemps  qu'on 
le  veut,  pourvu  toutefois  qu'on  ne  rencontre  pas  de  reste  nul. 

Les  degrés  des  premiers  termes  des  restes  partiels  vont  en  aug- 
mentant à  chaque  fois  d'une  unité  au  moins,  ainsi  que  les  degrés  des 
termes  que  l'on  écrit  successivement  au  quotient  :  au  moment  où  l'on 
arrête  l'opération,  on  a,  en  désignant  par  Q  le  polynôme  écrit  au 
quotient,  par  R  le  polynôme  écrit  au  reste,  l'identité  A  =  BQ  +  R; 
dans  le  cas  ou  l'opération  ne  se  termine  pas,  on  peut  s'arranger  pour 
que  le  degré  du  premier  terme  de  R  dépasse  tel  nombre  entier  p  que 
l'on  voudra;  imaginons,  en  supposant  toutefois  p  supérieur  au  degré  a 
du  premier  terme  de  A,  que  l'on  s'arrête  dès  que  cette  circonstance 
se  présente  ;  alors  le  degré  du  premier  terme  du  reste  partiel  qui  pré- 
cédait R  était  inférieur  ou  égal  à  p,  il  en  est  donc  de  même  du  der- 
nier terme  de  Q  obtenu  en  divisant  le  premier  terme  de  ce  reste  par- 
tiel par  le  premier  terme  de  B,  qui  est  une  constante. 

On  peut  donc  alors,  si  l'on  se  donne  le  nombre  entier  p  ^  a,  trouver 
deux  polynômes  Q,  R  tels  que  le  premier  terme  de  R  soit  de  degré 
supérieur  à  p,  que  le  dernier  terme  de  Q  soit  de  degré  inférieur  ou 
égal  à  p,  tels  enfin  que  l'on  ait  identiquement  A=  BQ  -f- R.  Si  l'on 
se  propose  maintenant  de  déterminer  les  polynômes  Q,  R  satisfaisant 
à  ces  diverses  conditions,  on  reconnaît  que  le  problème  n'admet 
qu'une  solution  :  il  suffit  de  reprendre,  comme  tout  à  l'heure,  le  rai- 
sonnement du  n"  51,  mais  en  faisant  porter  ce  raisonnement  sur  les 
termes  du  plus  bas  degré  au  lieu  de  le  faire  porter  sur  les  termes  du 
plus  haut  degré,  on  voit  que  les  termes  de  Q  se  déterminent  les  uns 
après  les  autres,  d'une  façon  nécessaire. 

On  a  reproduit  ci-dessous  une  division  eff'ectuée  de  la  façon  qu'on 
vient  d'expliquer. 

3  —  IX -\-    x^ —    x^  I  I — x-k-ix^ 


3_t-32r  — 6a"2  3^_;r  — 4a7î- 


X  —  5  3^2  —    a"3 
X  -\~    x'^  —  1X^ 

—  ^X- 3  37^ 

^x-  —  ^x^-{-'èx'* 


—  ']x^-\-  8  a;'* 

-i-  'JX^ —  '/X'*->r  \\X^ 

a;*-t-  i4^* 
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Au  moment  où  l'on  s'est  arrêté,  le  polynôme  écrit  au  quotient 
est  3  +  ^  —  4-2^" —  7-2^^  et  le  reste  /\x  +  14^7^;  on  a  l'identité 

3  —  y. a:  -h  x^  —  x^  =  (i  ~  X  -\-  ix-)  (i  -h  x  —  .\t^  —  ■; x^ )  -h  x'* -h  \  \ x'\ 

On  en  conclut,  par  exemple,  que  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  qui 
n'annulent  pas  le  dlvisevir,  on  a 

3  —  '2x-+-x-—x^       „  ,    „  ,         37*-4-i4a;5 

=  3  -+-  X  —  4^  —  7  ^^4-  ■ ;  ; 


I X  -\-  IX''^ 

povir  les  valeurs  de  x  voisines  de  o,  la  fraction  qui  figure  dans  le 
second  membre  est  très  petite  en  valeur  absolue,  en  sorte  qu'on 
commet  une  faible  erreur  si,  au  lieu  de  calculer  le  premier  membre, 
on  calcule  la  valeur  du  poljnome  3  +  ^  —  4-^' — 7^^.  Si,  par 
exemple,  on  suppose  la  valeur  absolue  x'  de  x  moindre  que  -j-^-, 
l'erreur  sera  moindre  que 


I  2  10" 


Si  l'on  divise  1  par  1  —  x  par  ce  procédé,  on  parvient  à  l'identité 

i  =  (i  -h  x-h  x^-^..  .4-a.-")(i—  x)  -h  a7"+>, 

ou,  si  l'on  veut, 

I                           ,                        a7«+i 
=  i  -h  X  -\-  x^  -+- . . .  -i-  X"  ^. : 

l  —  X  I   —  X 

de  même 

=i  —  x  -h  x^-h.  ..-l-(— i)"a7«-i-  (—  i)'i+i 


Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  si,  dans  une  pareille  division, 
on  veut  obtenir  les  termes  qui,  dans  le  quotient,  sont  de  degré  infé- 
rieur ou  égal  k  n,  on  peut,  dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur, 
négliger  les  termes  de  degré  supérieur  à  n,  qui  n'interviennent  pas 
dans  l'opération   ainsi  limitée. 

Les  polynômes  A  et  B  étant  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  x,  la  division  de  A  par  B,  elï'ectuée  par  le  procédé 
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qu'on  vient  d'expliquer,  ne  se  termine  (on  ne  peut  trouver  un  reste 
nul)  que  s'il  existe  un  polynôme  Q  tel  que  l'on  ait  A  =  BQ^  récipro- 
quement, s'il  existe  un  tel  polynôme  Q,  on  le  trouvera  nécessairement 
parle  procédé  précédent  :  le  même  raisonnement  qu'au  n"  ol  montre 
que  les  termes  de  ce  polynôme  doivent  s'obtenir  l'un  après  l'autre  par 
le  procédé  qu'on  vient  d'indiquer,  et  cela  d'une  façon  nécessaire  : 
l'opération  se  terminera  quand  on  sera  amené  à  écrire  au  quotient  un 
terme  dont  le  degré  sera  égal  à  la  différence  entre  les  degrés  de  A  et 
de  B  :  il  devra  être  égal  au  quotient  du  dernier  terme  de  A  par  le 
dernier  terme  de  B  et  le  reste  correspondant  doit  être  nul.  Si  quel- 
qu'une de  ces  conditions  n'est  pas  vérifiée,  l'opération  peut  se  conti- 
nuer indéfiniment. 


§  4.  —  POLYNOMES  A  PLUSIEURS  VARIABLES. 

58.  Dans  tout  le  cours  de  ce  Chapitre,  on  a  regardé  les  coefficients 
du  dividende  et  du  diviseur  comme  des  nombres,  mais  cette  suppo- 
sition n'est  pas  nécessaire  pour  effectuer,  par  exemple,  les  calculs 
décrits  au  n"  ol . 

Supposons  maintenant  que  A,  B  soient  des  polynômes  à  "plusieurs 
variables;  on  dira  que  le  polynôme  A  est  divisible  par  le  polynôme  B, 
s'il  existe  un  polynôme  C  tel  que  l'on  ait  identiquement  A  =  BC, 
La  méthode  du  n"  51  permet  toujours  de  reconnaître  s'il  en  est  ainsi, 
et  de  trouver  le  polynôme  C. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  A,  B  sont  des  polynômes 
à  deux  variables  .r,jK;  rien  n'empêche  d'ordonner  les  polynômes  A, 
B  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  et  d'imaginer  que  G  soit 
ordonné  de  la  même  façon;  les  polynômes  A,  B,  G  apparaîtront  ainsi 
comme  des  polynômes  en  x  dont  les  coefficients  seraient  des  poly- 
nômes en^. 

Supposons  que  l'on  ait  identiquement  A  =  BG;  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  dans  A  doit  être  identiquement  égal  au 
produit  des  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  x  dans  B  et 
dans  G;  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  G  s'ob- 
tiendra donc  en  divisant  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
dans  A,  par  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  B  :  on 
a  à  diviser  l'un  par  l'autre  deux  polynômes  en  y,  opération  que  l'on 


l56  CHAPITRE    III. 

sait  faire  :  la  division  doit  se  faire  exactement;  on  obtient  ainsi  le 
premier  terme  de  C  :  c'est  le  produit  du  coefficient  qu'on  vient  de  cal- 
culer par  une  puissance  de  x  dont  l'exposant  est  la  différence  des 
degrés  des  plus  hautes  puissances  de  a:  dans  A.  et  dans  B.  On  retranche 
ensuite  de  A  le  produit  de  B  par  le  premier  terme  de  C,  on  obtient  le 
reste  partiel,  sur  lequel  on  raisonne  comme  sur  A.  Chaque  terme  de  G 
se  détermine  ainsi  d'une  façon  nécessaire;  à  chaque  division  partielle, 
la  division  du  polynôme  en  y  qui  constitue  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  x^  par  le  polynôme  en  y  qui  constitue  le  premier 
coefficient  de  B,  doit  se  faire  exactement.  Enfin  l'opération  doit  se 
terminer  avant  que  l'on  ne  trouve  un  reste  dont  le  degré  en  x  soit 
inférieur  au  degré  de  B,  en  x.  Autrement  A  n'est  pas  divisible  par  B. 
IDeux  polynômes  à  deux  variables  étant  donnés,  on  sait  reconnaître  si 
le  premier  est  divisible  par  le  second.  Du  cas  de  deux  variables,  on 
passe  successivement  au  cas  de  trois,  quatre,  . . . ,  variables. 

Dans  ce  qui  suit,  je  ne  suppose  plus  que  le  polynôme  A  soit  divi- 
sible par  le  polynôme  B.  Pour  simplifier  l'écriture,  je  raisonnerai  sur 
des  polynômes  à  trois  variables  x^  y,  s  ;  mais  les  raisonnements  s'ap- 
pliqueront sans  difficulté  quel  que  soit  le  nombre  des  variables. 

Quels  que  soient  les  polynômes  A,  B,  en  x^  y,  s,  on  peut  toujours 
les  ordonner  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x  ;  les  coef- 
ficients des  diverses  pviissances  de  x  (parmi  lesquels  on  range  le  terme 
indépendant  de  x,  le  coefficient  de  ^r")  sont  des  polynômes  en  y,  z] 
rien  n'empêche  de  faire  sur  A  et  B,  regardés  comme  des  polynômes 
en  X,  les  calculs  indiqués  au  n"  51  ;  ces  calculs  conduiront  à  une  rela- 
tion de  la  forme  A  =  BQ  +  R,  où  Q  et  R  auront  la  forme  de  poly- 
nômes en  X  dont  les  coefficients  seraient,  en  général,  des  fractions 
dont  les  termes  sont  des  polynômes  en  y,  z  :  les  dénominateurs  de 
ces  fractions  seront,  en  général,  des  puissances  de  ce  polynôme 
en  j',  z  qui  est  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  B. 
Le  plus  haut  degré  de  x  dans  R  sera  inférieur  au  degré,  en  x,  du 
polynôme  B.  La  relation  A  =  BQ  +  R  aura  lieu  quelles  que  soient 
la  valeur  numérique  de  x  et  les  valeurs  numériques  de  y^  z^  pourvu 
que  ces  dernières  n'annulent  pas  le  coefficient  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  X  dans  B. 

Les  calculs  se  simplifient  dans  un  cas  auquel  je  vais  maintenant  me 
limiter,  celui  où  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x,  dans  B, 
au  lieu  d'être  un  polynôme  enjK,  ^,  se  réduit  à  une  constante  numé- 
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rique.  Dans  ce  cas,  les  calculs  n'introduisent  en  dénominateur  aucun 
polynôme  en  y,  z  et,  dans  l'identité  A  =  BQ  -f-  R,  à  laquelle  on 
parvient,  Q  et  R  sont  de  véritables  polynômes  en  ^,  JK,  z]  les  raison- 
nements du  n"  51  s'appliquent  sans  difficulté  pour  prouver  qu'ils  sont 
les  seuls  polynômes  dont  le  second  soit,  en  x^  de  degré  inférieur  au 
degré  de  B  qui  satisfassent  à  cette  identité  :  dans  ce  cas,  la  condi- 
tion pour  que  A  soit  divisible  par  B  est  évidente  :  R  doit  être  iden- 
tiquement nul. 

Si,  en  particulier,  on  suppose  que  B  soit  de  la  forme  x  —  «,  a  étant 
un  polynôme  en  jk,  5,  le  polynôme  R  ne  devra  plus  contenir  .r,  ce 
sera  un  polynôme  en  y^  z  et  le  même  raisonnement  qu'au  n**  53 
montre  que  ce  polynôme  s'obtient  en  remplaçant  x  par  a  dans  A.  Si 
le  résultat  est  identiquement  nul  en  jj^,  :;,  ...,  et  seulement  dans  ce 
cas,  A  sera  divisible  par  x  —  a.  Plus  particulièrement,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  polynôme  A  (en  x^  y,  z)  soit 
divisible  par  x  — y  est  que  le  polynôme  en  i',  z,  . .  .,  que  l'on  obtient 
en  remplaçant  x  pary  dans  A,  soit  identiquement  nul. 

Supposons  que  le  polynôme  A  s'annule  identiquement  quand  on 
remplace  x  soit  par  y,  soit  par  z,  ou  encore  quand  on  remplace  y 
par  z.  Puisqu'il  s'annule  quand  on  remplace  x  par  y,  il  est  di- 
visible par  X — y,  et  l'on  peut  poser  A  ^  (^ — j^)A,.  en  désignant 
par  A,  un  polynôme  en  x,  y,  z  dont  le  produit  par  x  — y  est  iden- 
tiquement égal  à  A;  si,  dans  l'identité  précédente,  on  remplace  y 
par  2,  le  premier  membre  est  identiquement  nul  ;  le  produit  de  y  —  :; 
par  le  polynôme  A,  (en  x,  z)  que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  A, 
y  par  z  est  donc  identiquement  nul  ;  il  faut,  pour  cela,  que  A',  soit 
identiquement  nul  et,  par  suite,  que  A,  soit  divisible  par  y  —  z;  on 
peut  alors  poser  A,  ^  (j^  —  ^)  Ao,  Ao  étant  un  polynôme  en  x,  y,  z. 
Le  raisonnement  précédent  prouve  d'ailleurs  que  Ao  s'annule  iden- 
tiquement quand  on  remplace  :;  par  x;  il  en  résulte  que  Ao  est  divi- 
sible par  z  —  X,  et  que  l'on  peut  poser  Ao  =  ( :;  —  x)  A3  ;  des  iden- 
tités 

A  =  {x—y)Ai,         Ai  =  (7  — 5)A2,         A2=(5-:r)A3, 
il  résulte  qu'on  a  identiquement 

A  =  (x  —y)  (y  —  z)  (z  —  x) Xa; 
ainsi  A  est  divisible  par  le  produit  (x  — y)  (y  —  ^)  (  ^  —  ^)- 


l58  CHAPITKE   m. 


D'une  façon  générale  :  si  un  poljnome  à  n  variables  devient  iden- 
tiquement nul  quand  on  suppose  que  deux  quelconques  de  ces 
variables  soient  égales,  il  est  divisible  par  le  produit  de  toutes  les 
différences  entre  deux  quelconques  de  ces  variables. 


EXERCICES. 

45.  Vérifier  que,  si  dans  le  polynôme  x^-'r-x'^ — "ix  —  i  on  remplace  x 
par  372 — 2,  le  polynôme  du  sixième  degré  que  l'on  obtient  ainsi  est  divisible 
par  x^-\-  x"*- —  IX  —  I. 

Démontrer  que  si  l'on  forme  la  suite  des  polynômes 

X,     x^—1,     {x^—i.y-—'i,     ..., 

dont  cbacun  s'obtient  eu  remplaçant  dans  le  précédent  x  par  x"-—!,  et  que 
l'on  divise  ces  polynômes  par  x^-\-x^ — ix  —  i,  les  restes  se  reproduisent  pé- 
riodiquement de  trois  en  trois. 

46.  Déterminer  a:  1°  de  façon  que  les  deux  racines  de  l'équation  a;-  —  ar  +  a  =  o 
vérifient  la  condition  x'* —  -xx^-^  x'^-\-  ix  -h  i —  «^  >  o  ;  2°  de  façon  que  la  plus 
grande  de  ces  deux  racines  vérifie  seule  cette  inégalité. 

47.  Tout  polynôme  qui  prend  des  valeurs  égales  quand  on  y  remplace  a?  par 
les  nombres  inégaux  «i,  a^,  . ..,  a„  est  de  la  forme 

Q(x  —  ai)  (x  —  a-i) . . .  (x  —  an)  -\-  ^, 

où  R  est  une  constante. 

48.  Calculer  les  valeurs  que  prend  le  polynôme 

i6a"S —  -jox^-i-  5x 

1 

quand  on  y  remplace  x  par  une  des  racines  de  sa  dérivée. 

49.  Effectuer  la  division  du  polynôme  nx'^ — {n  -h  i)x''-t-  i,  où  n  désigne 
un  nombre  naturel,  par  (x  —  i)*. 

50.  Soient  A,  B,  G,  P  des  polynômes;  si  l'on  divise  P  par  A  (au  sens  du 
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n"  5i),  puis  le  quotient  par  B,  puis  le  quotient  par  C,  on  trouvera  le  même 
quotient  final  qu'en  divisant  P  par  le  produit  ABC. 

51.  Montrer  que  si  P  =  x"--{-  «i  j?"-'  +  . . .  -i-  a,j  est  un  polynôme  donné  de 
degré  rt,  on  peut  mettre,  et  cela  d'une  seule  façon,  un  polynôme  quelconque /(a?) 
sous  la  forme  Ao-i-  A]  P  +  AîP^-f-  . . ,,  où  Ao,  Ai,  A2,  . . .  sont  des  polynômes 
en  X  de  degré  moindre  que  n.  En  supposant  que  le  polynomey(a7)  ait  été  mis 
sous  cette  forme,  quel  est  le  quotient  et  quel  est  le  reste  de  la  division  dey(.r) 
par  P  ? 

Pour  obtenir  les  polynômes  Aq,  Ai,  A*, ,  on  peut  procéder  comme  il 

suit  :  partant  de  l'identité 

(1^  37"  =  —  aia?«-i  —  a-ix'^-^ —  ...  —  «„-+-  P, 

on  en  conclut,  en  multipliant  par  x  et  en  remplaçant,  dans  le  second 
membre,  x"^  par  le  second  membre  de  l'identité  (1), 

a?«+i  =  {af  —  a2)a7«->-}-(aia2— a3)a"«-2-i-  ...  -1-  Pa?  ; 

multipliant  encore  par  x  et  remplaçant  toujours  iF",  dans  le  second  membre, 
par  —  a^x"-^  —  a^^x"^-^  —  . . . ,  . . . ,  on  voit  qu'on  obtient  aisément  les  expres- 
sions de  x"^  37"+',  x'^^'^^  — ,  puis  de/(a:)  sous  la  forme  désirée.  Les  calculs 
se  simplifient  si  l'on  veut  seulement  avoir  le  reste  de  la  division  de  f{x) 
par  P  ;  on  remplace  alors  partout  P  par  o;  les  calculs  sont  indiqués  ci-dessous 
en  supposant  P  =  372  —  x  ■+- 1,  f{x)  =  x^  —  ix^-\-  "i x'* ^  x^ -\-  x^  —  1  ;  le  signe  ^ 
veut  dire  que  les  deux,  membres  que  séparent  ce  signe  sont  identiques,  à  un 
multiple  près  de  P. 

37^^37 I,  37"»^ I,  37*^ —  37,  37»  ss 37 -+-  1 ,  37«  ^  I , 

f{x)  =  [ l{ 37 -f-  l)  H-  3(—  .r)  -t-  I  -i-37 I  —  1  = i. 

52.  Déterminer  les  coefficients  Ai,  Aj,  A3,  . . .  d'un  polynôme 

f{X)  =  37"-+-  Ai37«-1-1-  A2  37«-2-f-  .  .  .  -f-  A„ 

qui  soit  exactement  divisible  par  sa  dérivée. 

Le  quotient  ne  peut  être  que  du  premier  degré;  on  peut  le  mettre  sous  la 

forme  —(37-1- a):  l'identité 
n 

nf{x)  =  {x-^a)f'{x) 
permet  ensuite  de  trouver  les  coefficients  Aj,  Aj,  ...  :  on  trouve  ainsi 

/(37)  =  (37  4-a)'^ 

53.  On  se  donne  la  suite  des  nombres  «oi  «ii  «21  ••••  Montrer  qu'un  poly- 
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nome  donné /(a;)  peut  se  mettre,  et  cela  d'une  seule  façon,  sous  la  forme 

Ao-l-Ai(ar—  ao)-+-A2(a7  — aj)(:r— a,)+. .  .-h  A,i(a7 — a„)(a;  —  ai), .  .{x — a,i-\)-, 

où  Ao,  Aj,  , . .,  A„  désignent  des  constantes  et  ji  le  degré  de  f{x)  :  Ao  est  le 
reste  de  la  division  def(x)  par  x  —  ao  ;  siyi(a:')  est  le  quotient  de  cette  divi- 
sion. Al  est  le  reste  de  la  division  de  fi(x)  par  x  —  ai,  etc Ceci  ne  sup- 
pose pas  que  les  nombres  ai,  a.2,  aa,  . . .  soient  distincts. 

Si  l'on  se  donne  les  nombres  distincts  ao,  ai,  a^,  . .  .,  a„,  on  peut  calculer 
Ao,  Al,  ...,  An  sachant  que  le  polynôme  y(ar)  est  au  plus  du  degré  n  et 
connaissant  les  valeurs  qu'il  prend  pour  x  =  ao,  x  =  ai^  ...,  ^  =  a„.  En 
supposant  />  <  n,  les  coefficients  Ao,  Ai,  ...,  A,,  ne  dépendent  que  de  ao, 
ai,  ...,  ap  et  des  valeurs  correspondantes  du  polynôme. 

Trouver  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  3  qui  prenne  la  même  valeur 

/-  I  1 

que  v^  pour  x  =  o,  x=-,x^-)X=::i. 
9  4 

54.  Montrer  que  le  polynôme 

yz"' -f-  zx'^ -+-  xy"  —  y'^^x  —  z" x  —  x"^y, 

oh  n  est  un  nombre  naturel,  est  divisible  par  le  produit  {y  —  z){z  —  x)  {x  — y)\ 
trouver  le  quotient  pour  n  =  -i,  /i  =  3. 

5o.  Montrer  que  le  polynôme  ,ï'-i-jK'-+- 2*  —  oxyz  est  divisible  par  x  -+-y-h  z. 
Trouver  le  quotient. 

Le  polynôme  proposé  peut-il  s'annuler  pour  des  valeurs  de  x,  y,  z  qui  ne 
vérifient  pas  la  condition  x  -i- y  -^  z  =^  o'f 

56.  Si  les  deux  polynômes /"(iP, /),  g{,x^  y)  deviennent  identiques  à  un 
facteur  constant  près  quand  on  y  remplace  y  par  ax  ■+■  6,  il  existe  une  con- 
stante k  et  un  polynôme  h{x,  y)  tels  que  l'on  ait  identiquement 

/(^,  y)  —  f'^ffi^,  y)^(r  —  ax  —  b)  h(x,  y). 

57.  Diviser  i  par  (i  —  x)^  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes de  X  et  en  s'arrétant,  au  quotient,  au  terme  en  x'K 

58.  Effectuer  la  division  de  i  —  abx^  par  i  —  (  a  +  b)x  -\-  abx^  en  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  et  on  s'arrétant,  au  quotient,  au 
terme  en  x"^. 

On  trouve,  pour  le  quotient, 

i-i-  (a  -i-  b)x  -r-  {a--{-  b^)X'-^  . . .  -i-  (a" -h  b"-)x'^ 
et,  pour  le  reste, 

a7«+i[(i  —  6a;)a«+'-i- (i  —  a.r)6«+»]. 
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59.  Effectuer  la  division  de  i  —  x^  par  i  —  2.r  cosO -+- a^'  en  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  et  en  s'arrêtant  au  quotient,  au  ternie 
en  x"^. 

On  trouve,  pour  le  quotient, 

\  -+-  'IX  cos6  -^  IX-  cosaO  -+-...  -t-  2  ar»  cos/i6 

et,  pour  le  reste, 

■2a;"-*"i  cos(/i  +  i)0  —  ix"-^-  cos/iO. 

Montrer  que  l'on  a 

1             A                r                           .        sin(rt  4-  ')6 
Y  -+-  cos  0  •+-  cos  2  0-+-...-;-  cùs  n  0  =  ; — = 

'  sin^O 

60.  Effectuer  la  division  de  cosa  —  a7COs(a  —  6)  par  i — ix  co?<^ -\- x^  en 
ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  et  en  s'arrêtant,  au 
quotient,  au  ternie  en  x". 

On  trouve,  pour  le  quotient, 

cosa  -+-  X  cos  (a  -H  G)  -f-  x^  cos  (a  -i-  26)  -h  —  -ha;"  cos  (a  H-  nO) 

et,  pour  le  reste, 

a7«+-'  cos[a-j-(n-M)OJ  —  x''-"^^-  cos(a -i- /i6). 

Déduire  de  là  des  expressions  simples  de 

cosa  -+-  cos(a  +  G)  -{-  cos(a  -{-  2G)  +  ...-+-  cos(a  -h  «G), 

cosa  —  cos  (a  -+-  6)  -+-  cos  (a  -t-  2G)  —  . . .  -f-  ( —  i)"  cos  (a  -t-  nO), 
sin  a  -+■  sin  (a  -h  6)  -f-  sin  (a  -h  2O)  -t-  . . .  +  sin  (a  +  «G), 

sin  a  —  sin  (a  -+-  0)  -i-  sin  (a  +  aQj  —  . . .  -f-  ( —  i)"  sin  (a  -f-  nG). 


T. 


CHAPITRE  IV. 

DES  FRACTIONS  RATIONNELLES, 


^  1.  —  ÉTUDE  D'UNE  FRACTION  RATIONNELLE  EN  x 
POUR  LES  VALEURS  DE  x  VOISINES  D'UNE  VALEUR  DONNÉE. 

59.  On  appelle  fraction  rationnelle  en  x  une  fraction  dont  les  deux 
termes  sont  deux  polynômes  en.r.  La  valeur  d'une  telle  fraction  pour 
X  =  x^)  n'est  définie  que  si  x^  n'annule  pas  le  dénominateur. 

Si  X()  n'annule  pas  le  dénominateur,  et  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs 
très  voisines  de  a^o,  le  numérateur  et  le  dénominateur  prendront, 
comme  on  l'a  vu  au  Chapitre  II,  des  valeurs  très  voisines  de  celles 
qu'ils  pi^ennent  pour  x  =  x^,]  or,  en  général,  quand  les  deux  termes 
d'une  fraction  varient  très  peu,  la  valeur  de  la  fraction  varie  très 
peu;  on  prévoit  qu'une  fraction  rationnelle  doit  être  une  fonction 
continue  de  x  pour  les  valeurs  qui  n'annulent  pas  le  dénominateur. 
Il  convient  d'ailleurs  de  préciser  ceci,  afin  d'éviter  sûrement  les  va- 
leurs exceptionnelles  :  on  j  parviendra  en  faisant  pour  les  fractions 
rationnelles  la  même  étude  qu'on  a  faite  pour  les  polynômes;  on  y 
gagnera  d'ailleurs  le  moyen  d'avoir  des  expressions  approchées  de  la 
fraction,  de  reconnaître  si  elle  est  croissante  ou  décroissante,  etc. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  valeurs  de  x  voisines  de  o;  on 
ordonnera  le  numérateur  et  le  dénominateur  suivant  les  puissances, 
ascendantes  de  x. 

Si  le  dénominateur  de  la  fraction  n'est  pas  nul  ponr  x  ^  o,  la 
valeur  de  la  fraction,  quand  x  est  suffisamment  voisin  de  o,  reste 
moindre,  en  valeur  absolue,  qu'un  nombre  positif  fixe  qu'il  est  facile 
d'évaluer.  C'est  ce  qu'on  exprime  brièvement  en  disant  que  la  frac- 
tion reste  bornée  pour  les  valeurs  de  x  qui  sont  voisines  de  o. 

Considérons  par  exemple  la  fraction 

2-i-3.r  —  ôar^  —  '-jX'* 
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On  choisira  un  nombre  positif  a  plus  petit  que  la  valeur  absolue  du 
premier  terme  —  3  du  dénominateur;  puis  on  déterminera  un  nombre 
positif  p  tel  que  la  condition  [  x  |  <<  [3  entraîne  l'inégalité 

I  4a7  —  6:r2  +  x^  \  <i  t.. 

Le  dénominateur  ne  pourra  pas  s'annuler  et  sera  plus  grand,  en 
valeur  absolue,  que  3  —  a;  le  numérateur  sera  plus  petit,  en  valeur 
absolue,  que  2  +  3a  +  5a''-t- ^a'*,  et  la  valeur  de  la  fraction  plus 
petite,  en  valeur  absolue,  que 

■2  -+-  3  a  +  5  a'  -î-  7  a^ 


pourvu  que  x  soit  moindre  que  |3,  en  valeur  absolue. 

Si,  par  exemple,  on  prend  a  =  2,  on  pourra  prendre  j3  =  —  et  être 

sûr  que  la  fraction,  pourvu  que  x  soit  moindre  en  valeur  absolue  que 

—  j  sera  certainement  moindre  en  valeur  absolue  que 
]  I  ^ 

6         Ao        112 

2M H-4h r<3. 

II         1 1-*         i  i* 

Ceci  posé,  si  l'on  veut  étudier,  pour  les  valeurs  voisines  de  o,  une 

A 

fraction  rationnelle  -j^j   dont   les    deux  termes  sont   des  polynômes 

ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x, 

A  =  ao -+-  «1  a;  -+-  «2  ■2^' +  •  •  •  1 
B  =  b^-h  biX  -F-  ^2^:2-1-. . ., 

dans  le  second  desquels  on  suppose  essentiellement  que  b^  ne  soit 
pas  nul,  on  effectuera  la  division  de  A  par  B,  au  sens  du  n''  57;  on 
trouvera  un  quotient 

Q  =  Cq -+-  Cl  vT -r-  Cj^?- -i- .  .  . 

ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  et  un  reste  R 
dans  lequel  on  pourra  mettre  en  facteur  une  certaine  puissance  de  x, 
^"■'■'  par  exemple,  et  que  l'on  pourra  écrire  sous  la  forme  Sa;"+',  en 
désignant  par  S  un  polynôme.  Q  sera  d'un  degré  au  plus  égal  à  11  et  l'on 
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aura 

A  =  BQ-f- Sar«+', 

puis,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  n'annulent  pas  B, 

AS  S 

-jT  =  Qh-  -^x"'+^  =  Co4-  Ci^r  -f-  c^x^--^.  .  .+  -^x"-^K 

Pour  les  valeurs  de  x  suffisamment  voisines  de  o,  la  fraclion  ration- 

S 
nelle   t,»    dont  le   dénominateur  ne  s'annule  pas  pour  ^  =  o,  reste 

moindre  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  fixe.  Pour  ces  valeurs 
le  second  membre  a  donc  cette  forme  qui  ne  diffère  que  par  le  der- 
nier terme  d'un  polynôme  de  degré  /î  +  i ,  sur  laquelle  on  a  apppelé 
l'attention  au  n"  32  ('  )  ;  pour  ^  =  o  le  dernier  membre  est  égal  à  Cq  ; 
pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  o,  il  est  voisin  de  Cq  ;  pour  x  =^o^ 
au  point  de  vue  de  la  variation,  il  se  comporte  comme  le  premier  des 
termes  c,ic,  Co^-,  c^x^^  .  .  . ,  c,iX'^  qui  n'a  pas  un  coefficient  nid. 
On  a  d'ailleurs 


a^bn—  a^bi 


]^a  fraction  rationnelle  proposée  est  continue  pour  ^  r:=  o,  c'est-à- 
dire  qu'elle  reste  aussi  voisine  qu'on  veut  de  la  valeur  j^  qu'elle 

bo 

prend  pour  x  =  o,  pourvu  que  x  reste  suffisamment  voisin  de  o. 
Les  polynômes  Co,  Co-)-  c,  x,  Cq-\-  c^x  ^  c^x-^  .  .  .  fournissent  des 

expressions  approchées  de  la  fraction  —  >  et  l'on  a  le  moyen  de  cal- 
culer une  limite  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  substituant  l'une 
d'elles  à  la  fraction. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  la  fraction 

I  —  X -+- x^  „       — i-h5x  —  2a?2, 

x^, 


I 9.X--{~X''^  l  —  ^X'-i-x'^ 

on  voit  d'abord  que  le  dénominateur  n'est  pas  nul  si  l'on  suppose 


(')  Il  résulte  de  la  noie  du  n°  32  que  la  fraction  —  ne  peut  se  mcUi-e  sous  cette 
foime  que  d'une  seule  façon,  quand  on  se  donne  le  nombre  n. 


DES  FRACTIONS  RATIONNELLES.  l65 


x\  <<  l/^;  si  l'on  suppose  x  plus  petit  que  0,1  en  valeur  absolue, 


3 

la  fraction 

—  2  -f-  5  ar  —  -icr- 


I  —  -ix'^  ■+-  X* 


sera  moindre  que — ::<Co,   en  valeur  absolue;  1  erreur 

^         I  —  0,02  —  o,ooi  ' 

commise  en  remplaçant  la  fraction  proposée  par  i  —  x  -i-  2X-  sera 
moindre  que  o,oo3.  Pour  x  =  Oj  cette  fraction  est  égale  à  i,  elle  est 
décroissante,  puisque  —  x  est  décroissant. 

Si  l'on  considère  la  portion  correspondante  à  de  petites  abscisses 

de  la  courbe  définie  par  l'équation  r  = r>   on  reconnaît 

'  1  "^  I  2  37- H-  37"* 

qu'elle  passe  par  le  point  de  l'axe  des  y  dont  l'oi^donnée  est  i ,  et  que 

la  tangente  en  ce  point  a  pour  équation  y  ^  i  —  x  (comme  on  le  voit 

sans  peine  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n^Sl);  la  courbe  est 

au-dessus  de  sa  tangente;  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  elle  se 

confond  presque  avec  la  parabole  définie  parl'équationj>^=  i  —  x-{-  ix'^. 

A 
Le  cas  où  le  numérateur  de  la  fraction  -jj  s'annule  pour  x  =  o,  sans 

que  le  dénominateur  s'annule,  est  compris  dans  ce  qui  précède;  il 
convient  de  remarquer  alors  que  la  fraction  est  nulle  pour  x  ^  o,  et 
que  c'est  le  monôme  obtenu  en  divisant  le  premier  terme  de  A  par  le 
premier  terme  de  B  qui  renseigne  sur  le  signe  de  la  fraction,  pour  les 
petites  valeurs  de  .r,  et  sur  le  sens  de  la  variation. 

Ainsi  la  fraction  — — —  se  comporte,  pour  x  très  petit  en  valeur 

absolue,  comme  -.r^;  elle  est  croissante  pour  ^  =  o,  du  même  signe 
que  x^  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  o. 

Les  polynômes  5.3;-,  -x- —  —  x'' ^  ...  sont  des  expressions  appro- 
chées de  cette  fraction. 


60.  Examinons  maintenant  le  cas  où  le  dénominateur  B  s'annule 
pour  a:  =  o,  et  supposons  d'abord  que  le  numérateur  ne  s'annule  pas. 

En  posant  comme  plus  haut  A  =  rto+«)-2;  +  «2-2^"  +  ---7  (^o  devra 
être  supposé  différent  de  o.  Au  contraire,  B  commencera  par  un  terme 
contenant  une  certaine  puissance  de  x  que  l'on  pourra  mettre  en  fac- 
teur; en  d'autres  termes,  on  pourra  mettre  B  sous  la  forme  B  =  B'x'', 
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OÙ  B'=:  ^0  +  h^x  -{-  b^x-  -\- . . .  est  un  polynôme  en  x  qui  ne  s'annule 

pas  pour  ^  =  o. 

Je  suppose  qu'on  fasse  la  division  de  A  par  B'  en  s'arrêtant  dès  que 

le  reste  est  divisible  par  x'';  la  partie  écrite  au  quotient  sera  alors  un 

polynôme  de  degré  /'  —  i  au  plus,  et  l'on  parviendra  à  une  identité 

de  la  forme 

A  =  B'Q-+-Sa7'-, 

où  Q  =  Co+ c,  ^  +  C2^-  +  .  .  .  + c,_,:r'~*  est  un  polynôme  en  x, 
dans  lequel  le  premier  terme  Co=:  7-^  n'est  pas  nul,  et  où  S  est  un 
polynôme  en  ^;  on  en  conclura 

,  ,  A  A  I  I  I  I        S 

(r)  —  =   7T7 =  Co H  Cl -t-  Cl -(-.  .  .-t-  C,._i r-  777 

'  B        M  X'-  X'-  ir'-'  x'---^  X        B 

(on  parviendrait  d'ailleurs  tout  aussi  bien  à  cette  identité  en  faisant 
directement  la  division  de  A  par  B,  quitte  à  introduire  des  termes  de 
degré  négatif,  on  s'arrête  alors  dès  que  le  premier  terme  du  reste  est 
de  degré  nul  ou  positif). 

L'égalité  précédente  suppose  que  x  ne  soit  pas  nul;  il  est  d'ailleurs 
clair  que  la  fraction  proposée  n'a  pas  de  sens  pour  x  =  o;  on  se  pro- 
pose seulement  de  reconnaître  comment  elle  se  comporte  pour  des 

valeurs  de  x  voisines  de  o;  dans  ces  conditions,  B'  n'est  pas  nul,  et, 

.  •  S 

pourvu  que  x  reste  suffisamment  près  de  o,  la  fraction  rationnelle  -^y 

dont  le  dénominateur  n'est  pas  nul  pour  .27  =  o,  reste  aussi  voisine 
qu'on  le  veut  de  la  valeur  qu'elle  prend  pour  x  =^0. 
Si  l'on  pose  —  =:=;;,  l'expression 

III 

Co  — :  -+-  Cl  — --  -\-...-\-  c,—i  — 
X'  :r'"i  X 

prend  la  forme 

P(z)  =  CoZ'--{-CiZ'--^-{-.  ..+  C,.-lZ. 

C'est  un  polynôme  en  z,  de  degré  ;*,  ordonné  suivant  les  puissances 
descendantes  de  z  et  ne  contenant  pas  de  terme  constant. 

Quand  X  est  petit  en  valeur  absolue,  jz  est  grand  en  valeur  absolue  ; 
il  en  est  de  même  du  polynôme  P(^),  lequel  est  alors  du  signe  de 

Cfl      .  .A 

son  premier  terme  Co^''= — ;   il  en  est  de  même  de  la  fraction  -r:- 
^  X'  r> 
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Pourvu  que  z  soit  assez  grand,  en  valeur  absolue,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  pourvu  que  x  soit  suffisamment  voisin  de  o,  la  valeur 
absolue  de  P(-z)  est  aussi  grande  qu'on  le  veut.  Il  en  est  de  même  de 

la  fraction  — ;   c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que   cette  fraction 

devient  infinie  quand  x  tend  vers  o  (on  dit  aussi,  plus  brièvement, 
qu'elle  est  infinie  pour  x  =  o). 

Quant  au  signe,  tout  dépend  de  la  parité  de  r  et  du  signe  de  Co- 

Supposons  /•  impair;  si  Cq  est  positif,  la  fraction  est  négative  pour 
X  négatif,  positive  pour  x  positif;  on  dit  que,  x  croissant,  elle  passe, 
pour  :r  =  o,  de  —  00  à  -j-  00.  Si  Cq  est  négatif,  elle  passe,  au  contraire, 
de  +  00  à  —  00. 

Lorsque  r  est  pair,  la  fraction,  pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  o, 
est  du  signe  de  Co,  que  x  soit  positif  ou  négatif.  On  dit  qu'elle  passe 
par  H-  00  ou  —  oo  suivant  que  Co  est  positif  ou  négatif. 

Considérons,  par  exemple,  la  fraction 


a"*(i  —  x) 


X 


ou  la  courbe  définie  par  l'équation  y  =  — — — 

Lorsque  x  est  très  petit  en  valeur  absolue,  y  est  très  grand  en  valeur 
absolue  ;  le  point  de  coordonnées  x,  y  est  très  près  de  l'axe  des  j-,  très 

Fig.  19- 
Y 


loin  de  l'axe  des  x\  la  courbe,  quand  x  est  voisin  de  o,  offre  une  dis- 
position analogue  à  celle  qu'indique  la  figure.  Elle  présente  deux 
branches  infinies,  dont  on  dit  qu'elles  sont  asymptotes  à  l'axe  des^, 
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l'une  vers  le  bas,  à  gauche  de  l'axe  des  y,  l'autre  vers  le  haut,  à 
droite  :  en  disant  qu'une  branche  de  courbe  est  infinie,  on  entend 
qu'elle  comporte  des  points  dont  l'une  des  coordonnées,  au  moins, 
est  aussi  grande  qu'on  le  veut,  en  valeur  absolue;  en  disant  qu'une 
branche  infinie  est  asymptote  à  une  droite,  on  entend  que  ses  points 
se  rapprochent  autant  que  l'on  veut  de  cette  droite,  pourvu  que  leurs 
coordonnées,  ou  l'une  au  moins  de  leurs  coordonnées,  soient  suffi- 
samment grandes  en  valeur  absolue. 

On  aura  une  disposition  analogue,  dans  le  cas   général,  pour  les 


valeurs  de  x  voisines  de  o,  si  r  est  impair  et  si  Cq  est  positif;  si  /'  est 
impair  et  Cq  négatif,  la  disposition  sera  celle  de  la  figure  ci-dessus. 


FiiT.    22. 


Si  r  est  pair,  on  aura  l'une  ou  l'autre  des  dispositions  ci-dessus, 
suivant  que  Co  est  positif  ou  négatif. 
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6 1 .  Revenons  au  cas  général  et  à  l'égalité  (  i  )  du  numéro  précédent  ; 


la  difi'érence 


A  I  I  i 

—  Co  --   —  Cl  — —  —  ...  —  C,._i  - 

B  X'  x'^-^  X 


S 
€St  éffale  à  la  fraction  rationnelle  vr,  '  dont  le  dénominateur  ne  s'annule 

pas  pour  :r  =  o  et  qui,  ainsi,  est  une  fonction  continue  de  x  pour 
a;^o.  La  différence  précédente  n'a  pas,  par  elle-même,  de  sens  pour 
^  =  o,  mais  il  suffît  de  lui  attribuer,  pour  x  =  o,  la  valeur  que  prend, 

S 
pour  ^  =  o,  la  fraction  ^>  pour  qu'elle  devienne  une  fonction  con- 
tinue de  X,  pour  x  =  o. 

Ainsi,  dans  l'exemple  traité  un  peu  plus  haut,  la  différence 


x*{i  —  x) 


égale  (sauf  pour  .r  =  o)  à  la  fraction  — '- — >  tend  vers  2  quand  x  tend 

vers  o;  si,  pour  x  =  o,  on  lui  attribue  la  valeur  2,  elle  devient,  pour 
jc  =  o,  une  fonction  continue  de  x. 
En  écrivant 


X^{l  —  x)  X'^  vP*  X  I X 

on  a  décomposé  le  premier  membre  en  deux  parties,  dont  l'une,  le 
polynôme  en  -  sans  terme  constant 

X^  X-  X 

est  la  partie  de  la  fraction  qui  devient  infinie  quand  x  tend  vers  o,  dont 
l'autre  partie,  dans  les  mêmes  conditions,  reste  bornée  et  tend  vers  2. 
Il  est  clair  que  cette  partie  de  la  fraction  rationnelle  qui  devient 
ainsi  infinie  est  la  plus  importante  à  considérer  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  o;  en  en  substituant  la  valeur  à  celle  de  la  fraction,  on  ne 
commet  qu'une  faible  erreur  relative,  et  c'est  pour  cela  que  j'ai  sup- 
posé la  division  de  A  par  B'  arrêtée  au  moment  où  l'on  avait  obtenu 
cette  partie.  On  peut,  d'ailleurs,  si  cela  est  utile,  pousser  la  division 
plus  loin,  de  manière  à  obtenir  des  expressions  de  plus  en  plus  rap- 
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prochées  de  la  fraction.  Je  n'insiste  pas  sur  ce  sujet,  qui  a  été  suffisam- 
ment éclairci. 

Les  explications  qui  précèdent  permettent  d'énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Si,  dans  la  fraction  rationnelle  j-»  le  numérateur  est  différent 

de  o  pour  .37  =  0,  tandis  que  le  dénominateur  s'annule  pour  x^=^o, 
en  sorte  quil  soit  divisible  par  x''  [et  non  par  une  puissance  de  x 
plus  élevée),  cette  fraction  devient  infinie  quand  x  tend  vers  o. 
//  existe  un  polynôme  en  z,  P(^),  de  degré  r,  ne  contenant  pas  de 

terme  constant,  tel  que  l'expression  (  le  polynôme  en  -U  P(-j  soit 

A        .         .        .          . 
la  partie  de  la  fraction  ^  qui  devient  infinie  quand  x  tend  vers  o  : 

la  différence  —  —  P  (  ~  )  s'approche  indéfiniment  d'un  nombre  fixe  (  '  ) , 

quand  x  tend  vers  o,   nombre  auquel  on  donne  souvent  le  nom  de 

Ivraie  valeur,  pour  x  =  o,  de  la  différence  ^  —  PI  —  )-  En  attribuant 

sa  vraie  valeur,  pour  x  =  o,  k  cette  différence,  elle  devient  une  fonc- 
tion continue  de  .r,  pour  x  =^  o. 

Le  polynôme  P(5),  défini  plus  haut,  est  le  seul  polynôme  en  3  sans 

terme  constant,  tel  que  la  différence  ^c  —  ^  (  ~  )  ^'^ste  bornée  quand  x 

tend  vers  o  :  si,  en  effet,  un  autre  polynôme  P'(^z),  sans  terme  cons- 
tant, jouissait  de  la  même  propriété,  la  différence 


-•'a)-[i-"a)]='"<'-»-^<'-> 


resterait  aussi  bornée  quand  x  tendrait  vers  o,  ou  quand  ^  deviendrait 
infini;  or  cela  est  impossible  si  les  deux  polynômes  P'(s)  et  P{z)  ne 
sont  pas  identiques. 


(^)  Il  suffit,  pour  plusieurs  raisonnements  qui  suivent,  d'observer  que  celte  diffé- 
rence reste  bornée  quand  a;  tend  vers  o,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  un  nombre  positif  auquel 
elle  reste  inférieure,  en  valeur  absolue,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  autres  que  o, 
qui  sont  suffisamment  voisines  de  o.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que,  lorsque  deux 
fonctions  de  x  restent  bornées,  dans  certaines  conditions,  il  en  est  de  même  de  leur 
somme,  de  leur  dillérence,  de  leur  produit,  et  que  les  mots  «  reste  bornée  »  s'op- 
posent à  l'expression  «  devient  infinie  ». 
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62.  Considérons  enfin  le  cas  où  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  la  fraction  rationnelle  -^  s'annulent  pour  ^  ==  o  ;  on  pourra  alors 
poser  A  ^  A'ic^,  B  =  B'x'',  en  désignant  par  q,  r  des  nombres  natu- 
rels, par  A',  B'  des  polynômes  en  x  qui  ne  s'annulent  pas  pour  x  =  o. 
La  fraction  ^  n'a  pas  de  sens  pour  x  :=  o;  pour  les  autres  valeurs 
de  X,  elle  est  égale  à 

A'xi-''      A'  A' 


B'  B'        B'x'--'/ 

suivant  que  l'on  a  ^  >  r,  ^  =  /•,  ^  <  /■.  On  est  ramené  aux  cas  pré- 
cédemment étudiés  :  dans  les  deux  premiers  cas,  la  fraction  ^  a  une 
vraie  valeiw  pour  x  =:  o  (nulle  si  q  est  plus  grand  que  r),  dont  elle 
s'approche  indéfiniment  quand  x  tend  vers  o  ;  en  lui  attribuant,  pour 
X  ^=  o,  cette  vraie  valeur,  elle  devient  une  fonction  continue  de  x, 
pour  X  =  o.  Dans  le  troisième  cas,  la  fraction  augmente  indéfiniment 
en  valeur  absolue,  quand  :r  tend  vers  o;  il  existe  un  polynôme  P(5) 
de  degré  ;■  —  ^,  sans  terme  constant,  tel  que  f*(  -  )  soit  la  partie  de 
la  fraction  qui  devient  infinie  pour  ^  =  o,  en  entendant  les  choses 
comme  on  a  fait  plus  haut. 

A 

63.   Supposons  maintenant  que  Ton  veuille  étudier  la  fraction  ^ 

pour  les  valeurs  voisines  du  nombre  Xq  ;  on  remplacera  dans  les  po- 
lynômes A,  B,  J7  par  x„-\-  A,  et  l'on  ordonnera  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  A.  On  est  ramené  à  étudier  une  fraction  rationnelle 
en  h  pour  les  valeurs  de  h  ^  x  —  Xo  qui  sont  voisines  de  o.  Les  ré- 
sultats suivants  deviennent  évidents. 

Si  X(,  n'est  pas  racine  de  B,  la  fraction  ^t  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  ^„,  restera  voisine  de  la  valeur  qu'elle  prend  pour:r  =  a:o; 
elle  sera  une  fonction  continue  de  x,  pour  x  =  x^.  Les  méthodes  pré- 
cédentes permettent  de  reconnaître  si  elle  est  croissante  ou  décrois- 
sante pour  X  =  Xo^  si  elle  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum, 
quel  est  son  signe  quand  x  est  voisin  de  Xo  ',  elles  permettent  aussi 
de  trouver  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  h  ou  de  X  —  Xq,  qui  la  représentent  d'une  façon  très  approchée, 
pourvu  que  x  soit  suffisamment  voisin  de  Xq. 

Si  Xq  est  une  racine  de  B,  d'ordre  de  multiplicité  r,  et  si  Xq  n'est 
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pas  racine  de  A,  la  fraction  devient  infinie  pour  x  =  a7o,  et  il  existe 
un  polynôme  P(5)  de  degré  ;•,  sans  terme  constant,  tel  que  la  diffé- 
rence 

B 

tende  vers  une  valeur  finie  quand  x  tend  vers  x^  ;  il  n'existe  d'ailleurs 
qu'un  seul  polynôme,  sans  terme  constant,  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priété. 

Si  Xq  est  en  même  temps  racine  d'ordre  de  multiplicité  q  pour  le 
numérateur  A,  les  choses  se  passent  de  la  même  façon  lorsque  q  est 
plus  petit  que  /',  si  ce  n'est  que  le  polynôme  P(-s)  n'est  plus  que  du 
degré  r  —  q.  Si  ^  est  égal  à  r,  la  fraction,  quand  x  tend  vers  o,  tend 
vers  une  valeur  différente  de  o;  si  </  est  plus  grand  que  r,  elle  tend 
vers  o.  On  peut,  dans  les  différents  cas,  reconnaître  son  signe,  le 
sens  de  sa  variation,  on  peut  en  former  des  expressions  appro- 
chées, etc. 

64.  Supposons  enfin  qu'on  veuille  étudier  la  fraction  lorsque  x  est 
très  grand  en  valeur  absolue.  Appelons  n  et  p  les  degrés  respectifs 
des  deux  polynômes  A  et  B  et  écrivons  la  fraction,  en  ordonnant  ces 
polynômes  suivant  les  puissances  descendantes  de  x^ 


on  changera  x  Q.vi-1  et  l'on  aura 

«0-+- «1^  ^- a2^*-+-.  .  .-4- a„^« 


ZP 


ou,  suivant  que  l'on  aura  n  <CPi  n=p,  n  >/», 


pO+plS  +  P222^_.. 

• 

ao-f-  a,^  4-  a2^2_|_.  , 

Po-i-?l^-+-P252  +  .. 

«0+  ciiZ  -¥-  a,zî-l-. . 

. 

;"-/^(Po^-^l.s-^|i2--^-..•)' 
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on  est  ramené  à  des  cas  déjà  étudiés,  puisque,  lorsque  ;r  est  très  grand 
en  valeur  absolue,  z  est  très  voisin  de  o. 

On  voit  de  suite  que,  si  le  degré  du  dénominateur  de  la  fraction 
proposée  (en  x)  est  supérieur  au  degré  du  numérateur,  la  fraction 
tend  vers  o  quand  x  augmente  indéfiniment  ;  sa  vraie  valeur  est  o  pour 

X  infini.  Son  siffne  est  le  signe  de  -J^  zP~"  ou  de  7- — Si  le  deerré 

du  numérateur  est  égal  au  degré  du  dénominateur,  la  fraction  s'ap- 
proche de  ^  quand  x  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue;   la 

vraie  valeur  de  la  fraction  est  le  rapport  des  coefficients  des  termes 
du  plus  haut  degré  ;  enfin,  quand  le  degré  du  numérateur  l'emporte 
sur  le  degré  du  dénominateur,  la  fraction  augmente  indéfiniment,  en 
valeur  absolue,  quand  ;r  augmente  indéfiniment,  en  valeur  absolue; 

elle  est  du  signe  de  ^x'^'P. 

Ho 

Dans  ce  dernier  cas,  il  convient  d'elTectuer  la  division  du  numéra- 
teur par  le  dénominateur  au  sens  du  n"  51  ;  on  a  alors  A  ^  BQ  +  R, 
R  étant  un  polynôme  de  degré  moindre  que  B;  on  peut  écrire  encore 

A       _        R 

p 
et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  tt  tend  vers  o  quand  x  augmente 

indéfiniment,  en  sorte  que  le  polynôme  Q,  pour  x  très  grand,  est  une 

A      -, 

expression  approchée  de  p--  C'est  le  seul  polynôme  dont  la  différence 

avec  ^  tende  vers  o  quand  x  augmente  indéfiniment  en  valeur  ab- 
solue. 

Considérons,  par  exemple,  la  fraction 

x'*  -\~  X^  -\-  J.T  I  X 

y  = ■   =:  X--{-  X  I  H -^ > 


et  la  courbe  définie  par  cette   équation,  y  s'obtient  en  ajoutant  à 

x'^  -\-  X  —  I  la  quantité — —  qui  est,  en  valeur  absolue,  très  petite 

pour  X  très  grand,  qui  est,  d'ailleurs,  du  même  signe  que  x.  La 
courbe,  quand  x  est  très  grand,  en  valeur  absolue,  est  très  voisine 
de  la  parabole  dont  l'équation  est  y  =^  x--\-  x  —  1 ,  un  peu  au-dessus- 
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pour  X  positif,  un  peu  au-dessous  pour  x  négatif;  on  dit  que  la 
courbe  est  asymptote  à  la  parabole.  Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  la 
construire. 

On  obtiendrait  une  droite  pour  asymptote  si  le  degré  du  numérateur 
était  égal,  ou  supérieur  d'une  unité^  au  degré  du  dénominateur. 


65.  Décomposition  en  éléments  simples.  —  Considérons  une  frac- 
tion rationnelle  de  la  forme 

/(^2 

iyx  ~  ayj-^x —  b)^...{x—l)^'' 

où  le  numérateur /"(a?)  est  un  polynôme  quelconque,  pouvant  même 
se  réduire  à  une  constante,  où  a,  6,  .. .,  /  sont  des  nombres  distincts 
et  a,  [3,  . . .,  X  des  nombres  naturels;  en  sorte  que  a  est  une  racine  du 
dénominateur  d'ordre  de  multiplicité  a^  b  une  racine  d'ordre  de  mul- 
tiplicité p,  etc.  Pour  abréger,  je  désignerai  le  dénominateur  par  oix). 
Quoique  cela  ne  soit  pas  indispensable,  je  supposerai,  afin  de  sim- 
plifier un  peu  ce  qui  suit,  qu'aucun  des  nombres  a,  Z>,  ...,  /  n'an- 
nule f{x). 

On  a  vu  qu'à  la  racine  a  de  ^{x),  par  exemple,  correspondait  un 
polynôme   en  z,    sans    terme   constant,   qui,    lorsqu'on  y  regarde  z 

comme  égal  à ,  constitue  la  partie  de  la  fraction  qui  de\ient 

infinie  quand  x  s'approche  de  a,  la  différence  entre  la  fraction  et  ce 
polynôme  restant  bornée  :  il  est  le  seul  à  jouir  de  cette  propriété.  Ce 
polynôme  est  de  degré  a  si  l'on    suppose    que   a    n'est   pas    racine 

de  f{x)  :  après  qu'on  y  a  remplacé  z  par ,  il  est  de  la  forme 

Ao  Al  A^_i 


{x  —  a)"^        {x  —  a)^~i  X  —  a 

OÙ  Ao,  A,,  . . .,  Aa_i  sont  des  constantes  que  l'on  a  appris  à  calculer, 
et  dont  la  première  Ao  n'est  pas  nulle;  je  désignerai  cette  expression 

par  P„  ( )  •  C'est  la  partie  de  la  fraction  qui  devient  infinie  quand 

\  tX/    CL  I 

X  s'approche  de  a. 

Aux  autres  racines  Z>,  c,  . . .,  /  de  ^  correspondent  de  même  des 
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expressions 

f"(^)'      '''{j^c}'      ■■■'      P'i^)' 

obtenues  en  remplaçant  z  par j,  ,  •  •  -, dans  des  poly- 

^       '  '        X  —  b     X  —  c  X  —  l  r     j 

nomes  Vh[z)^  Pc(5),  ...,  P/(-^),  dont  les  degrés  sont  respectivement 
^,  V,  .. .,  X,  et  qui.  tous,  manquent  de  termes  constants.  Chacune  de 
ces  expressions  est  la  partie  de  la  fraction  rationnelle  donnée  qui 
devient  infinie  quand  x  s'approche  de  la  racine  de  o[x)  qui  lui  cor- 
respond. 

Si  le  numérateur  f{x)  est  de  degré  supérieur  ou  égal  au  degré 
a  +  ,3 +. . .+ A  de  o(^),  il  existe  un  polynôme  E(a^),  la  partie  en- 
tière de  la  fraction  rationnelle,  que  l'on  obtient  en  prenant  le  quo- 
tient de  la  division  de  f{x)  par  o{x)^  dont  la  valeur,  quand  x  aug- 
mente indéfiniment,  s'approche  autant  qu'on  le  veut  de  la  valeur  de 
la  fraction  proposée  :  c'est  le  seul  polynôme  qui  jouisse  de  cette 
propriété.  Quand  le  degré  de  f{x)  est  inférieur  au  degré  de  9(^),  ce 
polynôme  E(.r)  doit  être  regardé  comme  identiquement  nul. 

Mon  objet  est  maintenant  de  montrer  que  la  fraction  proposée  est 
égale,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  à 


f(x)      • 
Cette  forme  de  la  fraction'^ — -,  si  l'on  en  admet  pour  un  instant  la 

(f{x)  ^ 

légitimité,  met  bien  en  évidence  la  façon  dont  elle  se  comporte 
quand  x  s'approche  d'une  des  valeurs  a,  b,  ...,  l  qui  annulent  son 
dénominateur,  ou  lorsque  x  devient  infini.  Lorsque  x^  par  exemple, 

s'approche  de  «,  les  parties  autres  que  P^  ( )  restent  bornées. 

Lorsque  x  augmente  indéfiniment,  c'est  la  partie  E(x)  qui  devient 
infinie;  les  autres  parties  deviennent  nulles  ou,  plutôt,  tendent  vers  o. 
Il  est  bien  clair,  par  ce  qui  précède,  que  la  fraction  proposée  ne  peut 
être  mise  sous  une  pareille  forme  que  d'une  seule  façon. 

On  va  établir  la  légitimité  de  ce  mode  de  décomposition  en  expli- 
quant en  même  temps  le  procédé  le  plus  pratique  pour  le  réaliser. 

Je  rappelle    d'abord  que,    pour  obtenir  P^  (     h   on  procède 
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comme  il  suit  :  en  posanL  x  ^  a  -\-  h  et 

on  a 

f{x)  _  f(x)  fia-^h) 


^{x)        {X  —  a)acpi(a-)         h^^i(a  ^  h) 

On  effectue  la  division  de  f(a  -+-  h)  par  o,  (a  +  h),  en  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  h  et  en  s'arrêtant  dès  que 
le  reste  est  divisible  par  h'^;  l'opération  même  conduit  à  une  identité 
de  la  forme 

f(a-hh)         ,  ,    ,  ,         .      ,  h^K(h) 

^ -L  =  Ao-+- Ai/i-h...-h  Aa-iA«-i-l 7 -, 

oi{a  -T-  h)  (pi(a-f-//) 

OÙ  R(/i)  est  un  poljnome  en  //;  en  divisant  les  deux  membres  par  A", 
on  obtient  (*  ) 

f(a-+-h)  Ao    ,      Al      ,  Aa-i    ,         R(A) 


/iatpi(a-t-/i)         /^a         Aa-i        *"  h  Oi(a-Jnh) 

En  remettant  dans  cette  identité  œ  —  a  à  la  place  de  h  et  en  dési- 
gnant par/',  (^)  ce  que  devient  R(A),  on  obtient 

(I)  /(^)    ^  ^^»  I  ^^1  ,    ...    1       Ag^l       ^     A(X) 

o{x)        {X  —  a)*        (X  —  «;*-'       *    '       x  —  a        ^i{^) 


X  —  a  /        'fi  (^  j 

f  ( x) 
On  opère  sur  la  fraction"^* ,  \  >  relativement  à  la  i^acine  b  de  o,  (^), 
^  cpi(a7)  '     ^     ^' 

f(x) 
comme   on   a   opéré   sur  la  fraction   -~ —    relativement  à  la  racine  « 

f  ( x) 
de  ^{x)i   c'est-à-dire  qu'on  cherche  la  partie  de  -^ qui  devient 

infinie  quand  x   s'approche    de  b  :   c'est  certainement  P^;,  ( j-jr 

puisque,  la  différence  —  P^  ( j  j  restant  bornée  quand  x  s'ap- 


(')  On  peut  tout  aussi  bien  parvenir  à  cette  dei-niére  identité  en  effectuant  la 
division  de  f{a-i-/i)  par  A"»,  (a  + /t),  les  deux  pol3'nornes  étant  ordonnés  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  de  /*  :  on  introduit  alors  au  quotient  des  puis- 
sances négatives  de  h,  et  l'on  s'arrête  dès  que  le  reste  commence  par  un  terme  en  h 
dont  l'exposant  est  égal  ou  supérieur  à  a. 
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proche  de  6,   il  en  est   de  même,   en  vertu  de  l'identité  (i),  de  la 
différence 


Or  il  n'y  a  qu'an  seul  polynôme  en  — j-,  sans  terme  constant,  dont 

la  différence  avec     ,       puisse  rester  bornée  quand  5?  s'approche  de  b. 

'         .  f  ( x^ 

Le  calcul  de  la  partie  de       ,\   qui  devient  infinie  quand  x  s'ap- 

proche  de  ^,  conduira  donc  à  une  identité  analogue  à  l'identité  (i) 


Ul(j7)  \a-  b)  ^2(^) 

On  continue  de  la  même  façon;  on  détermine  la  partie  de'^-^ —  qui 

devient  infinie  quand  x  s'approche  de  c;  c'est  P^  ( )>  etc. 

Finalement,   en   supposant  qu'il  j  ait  /•  nombres  «,  ^,  ...,  /,  on 

arrive   à    une  fraction  , '      '  . ,-..  »   dont  le    dénominateur  n'aura  plus 

(x  —  ly-    '  ^ 

qu'une  seule  racine  distincte  :  on  la  traitera  de  la  même  façon;  mais 
les  calculs  sont  ici  particulièrement  simples  :  on  ordonne  fr{x)  sui- 
vant les  puissances  de  :r  —  l;  les  premiers  termes,  de  degré  inférieur 

à  X,  donneront  en  divisant  par  [x  —  /)^  les  termes  de  P/  ( \ ,  les 

termes  suivants,  s'il  y  en  a,  divisés  par  (x  —  /)^,  fourniront  un  poly- 
nôme en  X,  que  je  désignerai  par  E(^),  et  l'on  obtiendra  l'identité 

<3)  /^:^=P,(-^)-^E(x): 

'  (x — l)^  \x — // 

en  ajoutant  membre  à  membre  les  identités  (i),  (2),  . , ,,  (3),  on  ar- 
rive à  l'identité 

<^)   ■^:  =  ''.(^)-""(:^.)  — '''(^,)-^(^)- 

En  vertu  d'une  remarque  déjà  faite,  le  polynôme  ^{x)  ne  peut  dif- 
férer de  la  partie  entière  de  la  fraction  proposée,  puisque  la  diffé- 
rence entre     ,       et  E(.r)  tend  vers  o  quand  x  devient  infini. 
T.  12 
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Si  le  degré  de  f{x)  est  égal  ou  supérieur  à  celui  de  o{x)^  il  est 
commode  de  commencer  par  déterminer  cette  partie  entière  E(a7)  en 
divisant,  au  sens  du  n*'  51,  f{x)  par  o(^),  ce  qui  conduit,  en  dési- 
gnant par  F(^)  le  reste,  à  l'identité 

on  opère  ensuite,  pour  trouver  P^  ( y    P^  ( ^j>   •••  sur  la 

fraction  )  [■>  plus  simple  que  la  fraction  •— — -  :  le  résultat  est  le 
même,  toujours  pour  la  même  raison;  la  différence 

o{x)  \x  —  a  j 

restant  bornée  quand  x  s'approche  de  a,  il  en  est  de  même  de  la  diffé- 

¥{x)         p    /       I      \ 
rence  — — r  —  F^     h 

^{x)  \x  —  a  J 

Mettre  la  fraction  rationnelle  — —^  sous  la  forme  (4),  c'est  ce  qu'on 

appelle  la  décomposer  en  éléments  simples  :  ces  éléments  simples 
sont,  d'une  part,  les  termes  du  poljnome  E(;r)  et,  d'autre  part,  les 

ternies  des   parties  fractionnaires  P^  | j?    P^  ( r  )'    •••;    à 

chacun  de  ces  termes,  formé  d'une  fraction  dont  le  numérateur  est 
ime  constante  et  le  dénominateur  une  puissance  de  x  —  a,  x — b,  . . ., 
on  donne  le  nom  àe  fraction  simple.  La  puissance  la  plus  élevée  à 
laquelle  est  élevé  chacun  de  ces  binômes  est  l'ordre  de  multiplicité 
de  la  racine  correspondante  dans  cp(:r),  à  supposer,  comme  on  l'a  fait, 
que  cette  racine  n'annule  pasy(j;).  Si  l'on  supprime  cette  restriction 
et  si  a,  par  exemple,  était  une  racine  def(x),  d'ordre  de  multipli- 
cité a'<^a,  la  partie  de  la  fraction  qui  devient  infinie  quand  x  s'ap- 

A 
proche  de  a  commencerait  par  un  terme  de  la  forme rr—r-.y  au 

lieu  de  commencer  par  un  terme  de  la  forme  ; —  ;  et,  lors  même 

r  {x  —  a)*         ' 

qu'on  n'aurait  pas  supprimé  d'abord  le  facteur  commun  à  f{x)  et 
à  cD(;r),  les  calculs  pourraient  s'effectuer  de  la  façon  même  que  l'on  a 
expliquée. 
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Soit,  par  exemple,  à  effectuer  la  décomposition  de  la  fraction 


x^  —  X- 


On  a  ici  a  ^  o,  è  =  i,  c  =  2,  a  =  3,  p  =  2,  y  =  1.  Il  n'y  a  pas  de  partie  en- 
tière.  Pour  déterminer  la  partie  Po  (  -  )>  qu'  devient  infinie  pour  a;  =  o,  on 

doit  diviser,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes,  i  —  x''-  -^  x'^ 
par  —  2  -i-  5  a?  —  i^x^-h  x^;  on  s'arrête  dés  que  le  reste  est  divisible  par  x^  et 
l'on  parvient  ainsi  à  l'identité 


I  —  x--\-  x^  I        5  1 3     ^ 

X X-  -h 


—-(37  —  ^ix  -h  i3ar2) 


'l-^JX  ^X'^-\-X^  2  4  ^  —  24-537 4X^-\-X^ 

ou,  en  divisant  par  x^, 


I  —  x--{-  x^  II         5i  i3i 

h 


-  (37 4237-1-13  372) 


37^(37 1)^(37  —  2)  2    37^  ^    X^  8     37  (37  —  l)-(37 2) 

On  va  maintenant,  en  partant  de  la  fraction  qui  figure   à  la  fin  du  second 
membre,   déterminer  la  partie   Pj  [ j,  qui  devient  infinie   pour  37  =  1. 

Faisons  abstraction,  pour  un  instant,  du  facteur  -;  on  pose,  dans  la  fraction 

o 

37  4^37  -t-  l  3  37* 


37  =  I  H- A,  et  l'on  ordonne  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  h,  elle 

devient 

8-  i6h  -f-  i3A2 

■ — ^T-TTi — ' 

on  effectue  la  division,  en  s'arrétant  dès  que  le  reste  est  divisible  par  h^;  on 
parvient  ainsi  à  l'identité 

8  -i-  8  A 


—  i-f-/i  —i-hh' 

en  divisant  par  h^,  remettant  37  —  i  à  la  place  de  h  et  multipliant  par  -,  on 


trouve 


-(37  —  4237 -f- 13372) 


(37 — 1)'^{CP 2)  (X  —  J  )2  37  —  I  8    37 —  2 

il  n'y  a  pas  lieu  d'aller  plus  loin,  puisque  la  dernière  fraction  est  sous  la  forme 
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voulue,  et  l'on  a 

x^ —  x--h  I 

x'^{x  —  i)2(a7  —  2) 

I     [       -Si 

l3     T                     I 

I 

5        I 

•3.  x^        4  ^"" 

^    X         (2  — 

1)2      '     X  — 

[    '    8  a-  —  2 

66.  Il  convient  de  s'arrêter  sur  le  cas  où,  a,  6,  c,  . . .,  /  étant  tou- 
jours des  nombres  distincts,  on  a  affaire  à  une  fraction  de  la  forme 


o{x)        {x — a)  {X  —  b)...{x  —  /) 

les  nombres  que  l'on  désignait  dans  le  numéro  précédent  par  a,  ^, 
y,  . . .,  )v  étant  tous  égaux  à  i.  Dans  ce  cas,  le  polynôme  en que 

l'on  désignait  par  P^  ( )  se  réduit  à  la  fraction  simple —  •  Le 

\  iî7  et  J  X  Ce 

polynôme  que  l'on  désignait  par  C3(  (.r)  se  réduit  à 
{x  —  b)  {x  —  c)...{x  —  l)\ 

Ao  est  le  premier  terme  du  quotient  de  la  division  des  polynômes 
(en  h)  f(a  -\-  h),  o,(aH-/i),  ordonnés  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  /i,  polynômes  dont  les  premiers  termes  sont  respectivement 
/(a)  et  ©,  (a),  en  sorte  que  l'on  a 

Ao  —  — 


(pi(a)        (a  —  b)  (a  —  c) . .  .  {a  —  l)' 


le  nombre  ^^(a)  est  la  valeur,  pour  .r  =  a,  de  la  dérivée  o'{x-)  du 
polynôme  '■s{x)  :  on  a,  en  effet,  'f(x)  ^  [x  —  a)  cp,  {x)  et,  par  suite, 

C6 ( <z  -4-  A )  =  /i cpi  (  a  4-  A )  =  A  tpi  ( « )  4-  .  .  . 

en  n'écrivant  pas  les  termes  /i-,  A^,  ...  ;  on  voit  bien  que  le  coeffi- 
cient de  h  dans  le  développement  de  (s(a-\-h),  ordonné  suivant  les 
puissances  croissantes  de  h,  c'est-à-dire  (n°  35)  la  valeur,  pour  x^a^ 
de  la  dérivée  de  œ(.r),  est  o,  (a).  On  peut  donc  écrire  aussi  : 

A      _    /(«) 

A-0  —  —r, — ^  • 
?  (a) 

Comme  le  même  raisonnement  s'applique  aux  autres  racines  6, 


DES    FRACTIONS   RATIONNELLES.  ICI 

c,  . . . ,  A,  /  de  ^(-27),  on  peut  écrire,  en  désignant  par  E(x)  la  partie 
entière  de  la  traction  '—. — -» 


(a  —  6)(«  —  c^ . .  .{^a  —  l)  X  —  a 

fjb) !_ 

(^f,  —  a){b  —  c)...{b  —  l)  x  —  b 

fil) î_ 

(l  —  a){l~b)...(l  —  k)  x  —  l 


E(a;). 


■fib) 
fil) 


67,   En  multipliant  par  o{x)  les  deux  membres  de  cette  identité, 
elle  devient 

(I)  /(.)=    /^.5M_^4i)i(^)_^...+  ^i^^E(.)ç(.) 

^   '    J  "^    '  (D{a)  x  —  a        f{b)x  —  b  (d(I)x  —  /  ^    ''^ 

_  (x  —  b)(x  —  c)...(x  —  l) 

•^^^\a—b){a  —  c)...{a  —  l) 

(x  —  a)  (x —  c) . . .  (x  —  l) 

(b  —  a)(b  —  c)...(b  —  l)~^"' 

(x  —  a)(x  —  b) . .  .(x  —  k) 
(l  —  a){l  —  b)...{l  —  k) 

-h  (x  —  a)(x —  b) . .  .(x —  l)E(x); 

cette  formule,  qui  joue  un  rôle  considérable  dans  diverses  questions 
d'ordre  pratique  ou  théorique,  est  connue  sous  le  nom  de  formule 
d^ interpolation  de  Lagrange.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  le  poly- 
nôme E(,r)  doit  être  regardé  comme  identiquement  nul  quand  le 
degré  de  ^{x)  dépasse  celui  de  f{x). 

Elle  fournit  immédiatement  la  solution  du  problème  suivant  : 
Etant  donnés  n  nombres  distincts  a,  b,  . . . ,  l,  déterminer  tous  les 
polynômes  en  x  qui  prennent  des  valeurs  prescrites  A,   B,   . . . ,  L 
pour  X  =  a,  X  ^  b,  . . . ,  x  ^  l. 

Si  l'on  pose,  en  effet,  o(x)^(x  —  a)  (x  —  b) . . .  (x  —  l),  et  si 
l'on  désigne  par  f{x)  un  des  polynômes  cherchés,  on  devra  avoir 

/(a)  =  A,        fib)  =  B,         ...;        /(/)  =  L, 
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et, 

par 

suite, 

(2) 

/( 

X) 

A 

o{x) 
X  —  a 

B 

o'(b) 

X  —  b 

.4- 

L 

?'(0 

a;  — 

) 

-      A^"- 

-b){x~ 

c).. 

(X- 

-n 

-      ^(a- 

-b)(a- 

c).. 

.{a- 

-n 

+  B^"- 

—  a) (x  — 

■c).. 

.(X- 

-^^  1 

... 

^^  {h- 

-a){b- 

c).. 

(b- 

-0  ' 

+  l("- 

-  a) (x  — 

c).. 

.{X- 

-^^  1 

E( 

r)cp(a7). 

^      {l- 

-a)(l- 

c).. 

(i- 

-^)  ' 

E(x)o(x) 


Le  raisonnement  même  montre  que  le  polynôme  cherché  f{x) 
doit  nécessairement  avoir  la  forme  qu'exprime  le  second  ou  le  troi- 
sième membre  de  cette  égalité,  et  la  forme  même  du  troisième  membre 
montre  effectivement  qu'il  prend  les  valeurs  A,  B,  . . .,  L  quand  on  y 
fait  ^  ^  «,  6,  . .  . ,  /.  Pour  ^  =  a,  par  exemple,  le  polynôme  qui 
multiplie  A  se  réduit  à  i,  les  polynômes  qui  multiplient  B,  ...,  L 
s'annulent,  ainsi  que  cp(^),  et  cela  quel  que  soit  le  polynôme  E(a;). 
Ce  dernier  peut  donc  être  choisi  arbitrairement. 

Le  produit  E(ic)o(:r),  quand  E(a7)  n'est  pas  identiquement  nul, 
est  de  degré  au  moins  égal  à  n  ;  son  terme  du  plus  haut  degré  ne  peut 
être  détruit  par  les  termes  du  second  membre  de  l'identité  (2)  qui 
précèdent  ^{x)  ^(x),  termes  qui  sont  au  plus  du  degré  n  —  i . 

Si  donc  on  impose  kf^x)  la  condition  d'être  de  degré  inférieur  à  /z, 
E(a:)  doit  être  identiquement  nul,  en  sorte  qu'il  y  a  un  seul  poly- 
nôme g{oc),  de  degré  inférieur  à  n,  qui  prenne  des  valeurs  prescrites 
A,  B,  . . .,  L  pour  ^  =  a,  6,  . . . ,  /,  à  savoir  le  polynôme 

,„,                             ,     ,             ,  (x  —  b)  (x  —  c)...(x  —  /) 
(3)  g{0C)=r:       k) rvT { 7 j: 

{x  —  a){x-c)...{x  —  l) 
(b^a)(b  —  c)...(b~l) 
(x  —  a)(x  —  b)...(x  —  /c)^ 
"^       {l  —  a){l  —  b)...(l  —  k)  ' 

un  polynôme  quelconque  qui  prend  ces  valeurs  prescrites  est  de  la 
forme  g{x)  -t-E(^)  f  (^),  le  polynôme  E(a7)  étant  arbitraire. 

Au  reste,  on  reconnaît  directement  que  si  les  deux  polynômes  g{x)^ 
f{x)  prennent  l'un  et  l'autre  les  valeurs  prescrites  A,  B,  . . . ,  L 
pour  X  =  a^  b^  . .  .^  l^  leur  différence y(a:)  —  g'{x)  doit  être  divisible 
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par  'f(^)  (n"  38);  si  les  polynômes y*( a:)  et  ^(;r)  doivent  être  de  degré 
inférieur  à  n,  cette  difierence  doit  être  identiquement  nulle  :  on  voit 
ainsi  que  le  problème  consistant  à  trouver  un  polynôme  de  degré  in- 
férieur à  n  qui  prenne  les  /i  valeurs  prescrites  A,  B,  . . . ,  L  pour  les 
n  valeurs  distinctes  a,  b,  . . . ,  /  de  a?  ne  peut  admettre  qu'une  solution, 
solution  qui  est  évidemment  fournie  par  la  formule  (3),  et  que  tous 
les  polynômes,  de  degré  quelconque,  qui  prennent  ces  valeurs  pres- 
crites, se  déduisent  de  l'un  d'eux  comme  on  l'a  expliqué. 

Le  problème  de  V interpolation  consiste,  en  général,  à  trouver  une 
fonction  qui  prenne  des  valeurs  prescrites  pour  des  valeurs  données 
de  la  variable.  C'est  un  problème  capital  pour  les  sciences  d'observa- 
tion, où  la  loi  d'un  phénomène  ne  peut  jamais  être  obtenue  que  par 
un  nombre  fini  d'expériences  :  une  série  d'expériences,  par  lesquelles 
on  cherche  à  reconnaître  comment  une  variable  y  dépend  d'une  va- 
riable X,  fournit  un  tableau  de  nombres  où  figurent  les  valeurs  y,, 
y -Xi  •  •  '  1  yii  de  j'  qui  correspondent  aux  valeurs  X\^  x-^,  . . .,  x,t  de  x. 
Si  l'on  a  déterminé  une  fonction  g{x),  par  exemple,  comme  tout  à 
l'heure,  un  polynôme,  qui  pour  x  ^  x,,  x^,  ...,  Xn  prend  des  valeurs 
yi,y-2j  ••••,yiii  on  admet  que  cette  fonction  g{x)  fournira  les  valeurs 
de  y  pour  les  valeurs  de  x  qui  ne  s'écartent  pas  trop  des  nombres  Xfy 
X2,  ....  x,ij  soit  que  ces  valeurs  soient  comprises  entre  le  plus  petit 
et  le  plus  grand  des  nombres  a^,,  Xo,  ...,  -x^n  (interpolation  propre- 
ment dite),  soit  qu'elles  dépassent  un  peu,  en  dessus  ou  en  dessous, 
le  plus  petit  ou  le  plus  grand  de  ces  nombres  (extrapolation). 

On  a  vu,  par  la  théorie  précédente,  comment,  lors  même  qu'on  se 
borne  à  des  polynômes,  le  problème  posé  est  indéterminé  :  il  en  est 
de  même,  d'ailleurs,  du  problème  qui  consiste  à  trouver  une  loi  :  deux 
lois  d'un  même  phénomène,  exprimées  par  des  formules  différentes, 
sont  également  vraies,  lorsque  les  différences  entre  les  nombres  que 
fournissent  ces  formules  sont  de  l'ordre  de  grandeur  des  erreurs  d'ob- 
servation. Parmi  ces  lois,  on  choisira  celle  qui  est  susceptible  de 
l'expression  la  plus  simple.  Ce  dernier  mot  aurait  d'ailleurs  besoin 
d'être  précisé.  S'il  s'agit,  par  exemple,  de  deux  polynômes,  il  est  na- 
turel de  choisir  celui  des  deux  qui  est  de  moindre  degré. 

Le  lecteur,  enfin,  ne  peut  manquer  de  se  demander  s'il  est 
vrai  que  deux  fonctions  qui  prennent  les  valeurs  prescrites  pour 
X  =  Xi,  x.y,  . . . ,  x,i  aient  toujours  des  valeurs  voisines  quand  x  n'est 
pas  égal  à  l'un  de  ces  nombres,  et  sous  quelles  conditions  cela  est 
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vrai.  Je  me  borne  à  soulever  ces  questions  qui  ont  fait  l'objet  d'un 
grand  nombre  de  travaux.  ' 

68.  La  formule  (i)  du  numéro  précédent,  qui  suppose  seulement 
que  les  nombres  a,  6,  . . . ,  /  soient  distincts,  fournit  une  suite  d'iden- 
tités en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  d'une  même 
puissance  de  x'^  je  me  borne  à  celle  qui  provient  de  l'identification 
des  termes  en  ^"~%  lorsque  le  polynôme  ,/(^)  est  de  degré  inférieur 
à  /i,  et  que,  par  conséquent,  le  polynôme  E  (a:  )  est  identiquement  nul  ; 

les  coefficients  de  x^~'^  dans  les  polynômes  — — -•>  — — y-,  ....  \ 

^      "^  X  —  a     X  —  b  X  —  l 

étant  évidemment  égaux  à  i,  on  voit  que,  dans  le  second  membre, 
le  coefficient  de  :r"~*  est  la  somme 

/(^  +  /(^+      ,  /(O  . 

?'(«)        i{b)        •••        cp'(/)  ' 

cette  somme,  lorsque  le  polynôme  j/(^)  est  de  degré  inférieur  à  /^, 
est  donc  égale  au  coefficient  de  x'^~^  dans /(a?);  elle  est  nulle  en  par- 
ticulier quand  f^x^  est  de  degré  inférieur  à  n  —  i;  en  prenant 
fi^x')  ■=■  x''^  où  r  est  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  . . . ,  /i  —  i,  on  a 

=  o 


o'(a)        cp'(6)       •  cp'(0 

pour  /*  =  o,  1 ,  2,  . . . ,  /i  —  2,  et,  pour  r  =  n  —  i , 

a"— Y  1)11-1  [n-l 

et  cela,  quels  que  soient  les  n  nombres  distincts  a,  b^  . . .  ^  L 

§  3.  —  FONCTION  HOMOGRAPHIQUE. 

69.  Je  terminerai  ce  Chapitre  par  l'étude  de  la  plus  simple  des 
fonctions  rationnelles,  à  savoir  la  fraction 

ax  -H  b 
a'  X  -+-  b' 

OÙ  a,  6,  a',  b'  sont  des  constantes  et  dont  les  termes  sont  du  premier 
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degré  en  x.  Elle  joue  un  rôle  considérable  tant  en  Algèbre  qu'en 
Géométrie. 

En  faisant  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur  (n"^ol ,  64) 
et  en  posant,  pour  abréger, 


„        a  b  —  ah  b 

p  =  7T )  a  = 7j 

a-  a 

on  la  met  sous  la  forme 

a  a' h  —  ah'  a  3 

y  =  — >  H — -, ;—  =  —  -\ —  • 

a'        a'{a'x-i-b')        a'        x  —  a 

C'est  l'application,  à  ce  cas  simple,  de  la  méthode  de  décomposi- 
tion en  éléments  simples  exposée  plus  haut.  Sur  cette  forme,  la  façon 
dont  y  varie  avec  x  apparaît  de  suite. 

Le  binôme  x  —  a  croît  depuis  — oo  jusqu'à  -f-oo  quand  x  croît 
de  —  Gc  à  +  oc.  Il  s'annule  pour  a;  =  a  ;  pour  cette  seule  valeur  de  x^ 
y  n'est  pas  une  fonction  continue  de  x.  Quand  x  croît  de  — oo  à  une 

valeur  a  —  e,  un  peu  plus  petite  que  a, décroît  de  o  (  '  )  jusqu'au 

nombre très  grand  en  valeur  absolue,  quand  x  traverse  la  va- 
leur a, passe  de  —  oo  à  +  oc  ;  quand  x  croît  de  a  +  s  à  +00, 

I  I  .  .  S  . 

décroît  encore  de  —  jusqu'à  o.  La  fraction  — - —  varie  dans  le 

X  —  a  e**^  X  —  a 

même  sens  que  >  ou  dans  le  sens  contraire,  suivant  que  ^  est 

positif  ou  négatif  :  la  partie  constante  —  n'influe  pas  sur  le  sens  de  la 
variation.  Par  conséquent  : 

T  Al  ^  1  C  •  O,^   -^    b  A 

Lorsque  x  croit  de  —  00  a  +  00,  la  lonction  — ; -n  croit  toujours, 

^  a  X  -i-  h  j  ' 

ou  décroît  toujours,  suivant  que  ab'  —  a' b  est  positif  ou  négatif: 

dans  le  premier  cas,  elle  croît  de  —r  à  +30,  puis  de  — 00  à  —  ;  elle 
■^  '  a  '^  a 

passe  de  +  00  à  —  00  quand  x  traverse  la  valeur ;;  dans  le  second 

cas,  elle  décroît  de  —  à  — 00,  puis  de  +00  à  — ;  elle  passe  de  — oo 

(')  C'est  une  façon  de  parler  pour  dire  que,  lorsque  x  est  très  grand  en  valeur 
absolue, est  très  petit  en  valeur  absolue. 
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à  +  00  quand  x  traverse  la  valeur -,-  Les  variations  de  cette  fonc- 

tion  sont  figurées  ci-dessous  ;  la  courbe  est  asymptote  aux  deux  pa- 
rallèles aux  axes  dont  les  équations  sont  r=  —  j  a:  = ;•  A  deux 

valeurs  différentes  de  x  correspondent  toujours  deux  valeurs  diffé- 

1      ax  -t-  b 
rentes  de 


Fig.  24. 


Tout  ceci  suppose  que  '^=  a'  b  —  ab'  n'est  pas  nul  ;  dans  le  cas  où  ^ 


«:r-t-  b 


serait  nul,  —, ri  serait  toujours  égal  à  —>   et  ainsi  ne  dépendrait 


pas  de  X  :  toutefois,  pour  x  =  —  —  ?  la  fraction  proposée  n'a  pas  de 
sens,  et  —  n'est  la  valeur  de  cette  fraction  que  par  convention  ('). 
Lorsque  les  variables  x,  y  sont  liées  par  la  relation 

ax  -f-  b 

et  que  ^  n'est  pas  nul,  on  dit  quejK  est  une  fonction  homographique 


(')  Quand  ,3  devient  de  plus  en  plus  petit,  en  valeur  absolue,  la  courbe  se  rapproche 
de  plus  en  plus  de  ses  asymptotes;  jusqu'à  se  confondre  avec  elles  pour  ^  =  o. 
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de  x^  OU  encore  que  la  valeur  de  y  est  la  valeur  de  ^  à  laquelle 
elle  correspond,  transformée  par  l'homographie  que  déterminent  les 
nombres  a,  6,  a',  b' . 

Une  des  propriétés  les  plus  importantes  des  fonctions  homogra- 
phiques  apparaît  sous  la  forme,  précédemment  obtenue,  de  l'équa- 
tion qui  lie  x  et  y, 

a  8 


En  désignant  par  ;r,,  x^^  x^^  x^  quatre  valeurs  distinctes  de  x^ 
par  jj^i,  j^oj  yzi  JK4  les  valeurs  correspondantes  de  y^  qui  sont  aussi 
différentes  entre  elles,  on  a  évidemment 

_  -P(^i-:r3)  _  -3r.r,-:rv) 

y^      y^       (^j_a)(x3— a)'  y^      y'*       (37, -aj  (5^4- a)' 

—  3  (  a".,  —  37.3  )  —  2  (  3",  —  a"4  ) 

72—73=  .  „  '.   -s»         72  — 7i  = 


(^,-a)(:r3  — a)  -^  ^      -^  *       (x,-a)(^4-a) 

71—7.3  .  72  —  73  _  3-1  —  a-3  .  3^2  —  x^  ^ 

71— 74    "    72  — 74    ~  ^1—^4    '    ^2—  ^i' 

on  désigne  sous  le  nom  de  rapport  anharmonique  des  quatre 
nombres  X) ,  x^-,  ^3,  x^  rangés  dans  l'ordre  qu'on  vient  d'écrire,  la 
quantité 

Xx 3^3    ,    X-i X^    _    (37) X:^)(x<i 37^) 

X\  —  ar^  *  0:2  —  x^        (a^i  —  a:'4)(^2  — ^3) 

et  l'on  exprime  la  propriété  précédente  en  disant  que,  quand^  est  une 
fonction  homographique  de  x,  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
valeurs  de  x  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  valeurs  correspon- 
dantes de  y.  La  proposition  subsiste,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
dans  le  cas  oiî  a!  est  nul,  qui  échappe  à  la  démonstration  précédente. 
L'intérêt  de  cette  propriété  consiste  en  ce  qu'elle  ne  dépend  que  de 
la  forme  de  la  relation  entre  x  et  y^  nullement  des  valeurs  particu- 
lières des  coefficients  a,  6,  a',  h' .  Elle  caractérise  d'ailleurs  la  corres- 
pondance homographique  :  en  d'autres  termes,  si  à  chaque  valeur  de  x 
correspond  une  valeur  de  jk,  de  façon  que  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  valeurs  quelconques  de  x  soit  toujours  égal  au  rapport  anhar- 
monique des  valeurs  correspondantes  dejK?  y  est  une  fonction  homo- 
graphique de  X. 
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Cela  résulte  de  ce  que,  si  l'on  considère  trois  valeurs  fixes  de  x,  à 
savoir  ip,,  a7o,  x^  et  les  valeurs  correspondantes  j^, ,  y 2,  .y s  de  j^,  on 
doit  avoir,  entre  une  valeur  quelconque  de  x  et  la  valeur  correspon- 
dante dey,  la  relation 

(.y  —.r2)(.ri—.r3)  _  (^  —  ^'>)i-'^\  —  cr.2) 

qui,  résolue  par  rappoi't  à  y,  permet  d'exprimer  y  en  fonction  de  or 

sous  la  forme 

ax  -f-  b 
^         a'  X  -h  b 

La  démonstration  même  que  l'on  vient  de  faire  prouve  que,  si  l'on 
se  donne  trois  couples  de  nombres  correspondants  (j?,,  j^,),  (^zy^), 
(^3?  ^3)5  tsls  que  les  nombres  Xt,  x-i^  x^  soient  distincts,  ainsi  que 
les  nombres j)/i,j^2 5  JK3?  il  existe  une  fonction  homographique  de  x^  et 
une  seule,  celle-là  même  qu'on  vient  de  déterminer,  qui  prend  les 
valeurs  y,,  y^?  JKs  pour  x  =^  x^^  X2,  Xr^. 

Au  lieu  de  dire  que  jk  est  une  fonction  homographique  de  x  quand^ 
s'exprime  au  moyen  de  x  par  la  formule 

ax  M-  b 
"^        a  X -\- b 

OÙ  a,  è,  a',  b'  sont  des  constantes,  on  dit  souvent  que  les  deux 
variables  x,  y  se  correspondent  homographiquement  lorsqu'elles  sont 
liées  par  une  équation  de  la  forme 

A  xy  -4-  B  a;  -+-  Cjk  +  D  =  o, 

où  A,  B,  C,  D  sont  des  constantes  (')  dont  quelques-unes  peuvent 
d'ailleurs  être  nulles  :  cette  équation,  qui  est  du  premier  degré,  soit 


(')  Il  est  bien  cnlendu  qu'on  a  affaire  à   la  mémo  fonction  homograpliique  quand 

on  remplace  les  coefficients  a,  b,  a\  b'  par  des  coefficients   proportionnels,  qu'on  a 

affaire  à  la  même  correspondance  lioniographique  quand  on  remplace  les  coefficients  A, 

H,  C,  D  par  des  coefficients  proportionnels.  Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  démontrer 

ax->rb      aa7-j-3  .         ,     ,  • 

que  les   deux  fractions  — ; —^  —, ~-,  ne  peuvent  être  égales  pour  toutes  les 

^  a  x -{- b     a  X  + 'f> 

valeurs  de  x  sans  que  les  coefficients  a.,  p,  a',  Ji'   soient   proportionnels  aux   coeffi- 
cients a,  b,  a',  b' . 
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par  rapport  à  y,  soit  par  rapport  à  :r,  détermine  l'une  des  variables, 
lorsqu'on  se  donne  l'autre.  On  en  tire 

_  —  B.r— D  _  —Cy  —  B 

^~     \x-hG    '  ^-     AjK+B    ' 

Chacune  des  deux  variables  est  bien  une  fonction  homographique 
de  l'autre;  mais,  sauf  le  cas  où  l'on  aurait  B  =  C,  chacune  d'elles 
n'est  pas  la  même  fonction  de  l'autre.  Si  l'on  a  B  =C,  la  relation  est 
dite  involutî^e. 

Dans  le  cas  où  l'on  aurait  BC  —  AD  =  o,  qui  correspond  au  cas  où 
l'on  aurait,  avec  les  notations  antérieures,  ab' — a'6  =  o,  la  corres- 
pondance homographique  est  dite  impropre.  Dans  ce  cas,  l'équation 
d'homographie  qui,  lorsque  A  n'est  pas  nul,  peut  toujours  s'écrire 

-i-  [(Aa;  -1-  C)  (AjK  -H  B  )  +  AD  —  BC]  =  o, 

se  réduit  à  (Aa?  +  C)  (Ay  +  B)  =  o.  Elle  est  vérifiée  en  prenant 
■X  ^ —  —  eX. y  quelconque,  ou  en  prenant  .)'  =  —  —  et  .r  quelconque, 

elle  ne  peut  être  vérifiée  autrement  :  A  une  valeur  quelconque  de  ^, 

G  B 

autre  que -»  correspond  la  valeur  unique  de  y,  JK  =^ — T'   ^  ^^ 

valeur àe  x  correspond  une   valeur  quelconque  de  y.  A  une 

valeur  quelconque  de  y,  autre  que -,  correspond  la  valeur  unique 

de  X,  J7  =  —  Yî  à  la  valeur  —  —  de  j^  correspond  une  valeur  quel- 
conque de  X.  Ces  résultats  sont  d'ailleurs  conformes  à  ceux  que  l'on 
a  obtenus  en  étudiant  la  fonction  homographique  — ; — —p  lorsque 
ab' —  a' b  est  nul. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  à  la  fois  AD  —  BC  =  o,  A  ^  o  ;  il  faut  que  B, 
ou  C,  soit  nul;  l'une  des  variables  disparaît  de  l'équation  d'homogra- 
phie, et  peut  être  supposée  quelconque,  l'autre  variable  est  déter- 
minée. 

Si  l'on  écarte  les  homographies  impropres,  on  voit  que  la  valeur 
de  l'une  des  variables  est  déterminée  par  l'équation  d'homographie 
quand  on  se  donne  l'autre  et  qu'à  deux  valeurs  distinctes  d'une 
variable  correspondent  deux  valeurs  distinctes  de  l'autre  :  afin  d'éviter 
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les  exceptions  résultant  de  la  discontinuité,  il  est  commode  de  dire, 
lorsque  A  n'est  pas  nul,  que  la  valeur  ce  de  j  correspond   à  la  va- 

leur  —  Y  de  ,37,  que  la  valeur  —  —  de  j^  correspond  à  la  valeur  oo  de  ^. 

Les  valeurs  de  l'une  ou  de  l'autre  des  variables  qui  correspondent  à 
la  valeur  infinie  de  l'autre  sont  égales'  dans  le  cas  d'une  relation  invo- 
lutive  et  seulement  dans  ce  cas.  Lorsque  A  est  nul,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  :r,  y  deviennent  infinies  en  même  temps.  De  même, 
lorsque  D  est  nul,  les  valeurs  correspondantes  de  x^  y  deviennent 
nulles  en  même  temps. 

Si  la  variable  z  est  une  fonction  homographique  de  la  variable  y^ 
si  cette  variable  y  est  une  fonction  homographique  de  x,  à  chaque 
valeur  de  x  con^espond  une  valeur  de  jk,  à  celle-là  une  valeur  de  ^, 
qui  ainsi  correspond  à  la  valeur  de  x.  La  variable  z  est  une  fonction 
homographique  de  57,  car  des  égalités 


ay- 


y 


■y  "+"  P'  a' X  -\-  b' 


résulte  l'égalité 


(aa-l-  ^a')x  -\-  a.h  -^  8  6' 


,ax^b  r,        (  a'  a  -f-  B'  a'  ) 37  -4-  a'  6  +  B'  6'  ' 

a  X  ^  b 

on  n'a  pas  à  craindre  que  la  dernière  homographie  soit  impropre 
lorsque  les  deux  homographies  proposées  sont  propres,  puisque,  alors, 
à  deux  valeurs  distinctes  de  x  correspondent  deux  valeurs  distinctes 
àe  y^  auxquelles  correspondent  deux  valeurs  distinctes  de  z. 

On  peut  dire  encore  que  devix  variables  sont  liées  homographique- 
ment  entre  elles  quand  chacune  d'elles  est  liée  homographiquement 
à  une  troisième  :  ainsi,  dans  la  démonstration  précédente,  les  va- 
riables X  eX.  z  sont  liées  homographiquement  entre  elles,  parce 
qu'elles  sont  liées  homographiquement  ky. 

Plus  généralement,  si  chacune  des  variables  a'«,  .r«_),  ...,  x^^  X\ 
est  une  fonction  homographique  (propre)  de  celle  qui  la  suit,  la 
première  x„  est  une  fonction  homographique  (propre)  de  Xi.  Le 
théorème  général  résulte  évidemment  de  celui  qu'on  a  démontré. 

Un  cas  particulier  est  le  suivant  :  si  deux  variables  sont  des  fonc- 
tions homographiques  de  deux  variables  qui  sont  liées  homographi- 
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quement,  les  deux  premières  variables  sont  elles-même  liées  liomo- 
graphiquement. 

Lorsque  dans  l'équalion  d'homographie 

Axy  -\-Bx  -h  Cy  -i-  D  =  o, 

on  suppose  ce  ^y,  on  obtient  l'équation  du  second  degré 

A:r2+ (B -f- G)a: -f- D  =  o, 

dont  les  racines  s'appellent  les  éléments  doubles  de  l'homographie. 

Lorsque  A  est  nul,  il  n'y  a  plus  qu'un  élément  double,  qui  disparaît 
lui-même  si  B  +  Gest  nul  ainsi  que  A,  auquel  cas  la  différence  x — y 
est  constante.  Conformément  à  des  propriétés  bien  connues  des 
équations  du  second  et  du  premier  degré,  on  dit,  lorsque  A  est  nul, 
qu'un  des  éléments  doubles  est  infini,  lorsque  A  et  B  +  C  sont  nuls 
que  les  deux  éléments  doubles  sont  infinis. 

Supposons  que  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  soient 
réelles  et  distinctes;  désignons-les  par  a,  ^;  soient  x^  x'  deux  valeurs 
de  la  première  variable, y, j^'  les  valeurs  correspondantes  de  la  seconde  : 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  nombres  x^  x' ^  a,  j3  doit  être 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  nombres  y^  y',  a,  ^:  c'est- 
à-dire  qu'on  doit  avoir 


ou  encore 


X  —  a 

X  —  a 

x  —  p  ' 

'  x'—  p 

X  —  a  _ 

r  — a 

y-  a 

.   r  —  a 

r-r 

■  J-^ 

x' —  a 

y'—oL 

x  —  i^'y—p        x'—f^'y—p 

cette  relation  doit  subsister  en  laissant  x',  y'  constants  et  en  faisant 
varier  les  nombres  x,  y,  que  l'on  suppose  toujours  vérifier  l'équation 
d'homographie;  d'où  la  conclusion  suivante  : 

Le  rapport  anharmonique  de  deux  nombres  correspondants  et  des 
deux  éléments  doubles  est  constant. 
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EXERCICES. 


61.  On  donne  une  sphère,  un  diamètre  de  cette  sphère  et  un  point  M  sur  ce 
diamètre.  On  mène  un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  qui  rencontre  la 
sphère  suivant  un  cercle  (G).  Soient  V  le  volume  de  la  plus  petite  des  deux 
parties  dans  lesquelles  la  sphère  est  décomposée  par  le  plan  sécant  et  V  le 
volume  du  cône  ayant  le  point  M  pour  sommet  et  le  cercle  (G)  pour  base;  on 

V  - 

demande  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  —  quand  le  plan  sécant  tend 

V 

à  devenir  tangent  à  la  sphère. 

G2.  Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions 

1  —  abx"^  x^ — a?2-f-i  I  (x"^  —  \)-(t-  —  fi) 

(i  —  ax){i.  —  bx)        {x  —  iy^(x  —  •}.}        {x — i)-(a7- — -i)-  vr" 

I  I 


37"  (1  — a:)        {X  —  a)'^iyX — b) 

a,  b  désignent  des  constantes. 

Dans  les  deux  dernières,  n  désigne  un  nombre  naturel  quelconque. 


G3.   Démontrer  l'identité 


rn              nu                  nu                                                pu 
_J H- -—...-+-(—!)« - 


x{x  -+-  \).  .  .(x  -{-  n)         X         37  -t-  I         X  -+-  :>. 
Ecrire  explicitement  cette  identité  pour  n  =  i,  2  et  en  déduire  les  formules 
I  t  I  I 


I  .  '2  -2.0  n{/i  -r-  i) 

II  II 


1 . 2 . 3        2.3.4  /t ( n  -f-  I )  ( /i  -t-  2 )        4        ■j.{n  -+-i)(n  -h  '2.) 

où  n  désigne  un  nombre  naturel. 

64.  Si  a,  p,  ...,X  sont  des  nombres  naturels  impairs  et  A,  B,  ...,  L  des 
nombres  positifs,  l'expression 

\  B  L 


ix  —  a)'^        {x  —  b)^       '"       {x—l)>' 

décroît    quand   x    croît,    dans    tout    intervalle    qui    ne    contient  aucun   des 
nombres  a,  b,  . . .,  l. 
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Il  en  est  de  même,  plus  généralement,  de  l'expression  (n"  60) 

si  Pa(^),  Pôi-^),  •••>  P/C-s)  désignent  des  polynômes  en  z,  sans  terme  con- 
stant, ne  contenant  que  des  termes  de  degré  impair,  à  coefQcients  positifs. 

65.  On  suppose  que  dans  la  fraction 


f{x)  et  cp(ir)  désignent  deux  polynômes  en  x  qui  ne  contiennent  que  des 
termes  de  degré  pair,  et  qu'aucun  de  ces  polynômes  ne  s'annule  pour  a?  =  a. 
Montrer  que,  si  la  partie  de  la  fraction  qui  devient  infinie  quand  x  tend  vers  a 
est 

A  Al  A„ 

i- h.  .  .  H j 

{X  —  a)«        {x  —  a)"-'  X  —  a 

la  partie  qui  devient  infinie  quand  x  tend  vers  — a  est 

(_i)«r — ^ ^j — H...+(-i)«-»— ^1. 

66.  Décomposer  en  éléments  simples  l'expression 
/A  B  G 


en  regardant  les  nombres  a,  b,  c  comme  donnés,  déterminer  les  constantes  A, 
B,  G  de  manière  que,  parmi  les  fractions  simples,  il  n'y  en  ait  aucune  dont  le 
dénominateur  soit  du  premier  degré. 

67.  Si  a  est  une  racine  simple  du  polynôme  <^{x)  qui  n'annule  pas  le  poly- 

fix) 
nome/(a7),  la  partie  de  la  fraction  -r-^ — rr:  qui  devient  infinie  guand  x  tend 

[^(x)\^  ^  ^ 

vers  a  est 

/(«) I  f'(a)(f'(a)  —  f(a)(f"(a)        i 

W{a.)\'^{x  —  a)-  [ç>'(«)J'*  X — a' 

en  désignant  par  f'{x)  la  dérivée  de  f{x),  par  cp'(-^))  Ç*!^)  '^s  dérivées  pre- 
mière et  seconde  de  <p(a7). 

68.  Si    l'on    suppose  <f{x)  =  {x  —  a){x  —  b)  . . .  {x  —  l),  les   nombres  a, 
6,  ...,  /  étant  différents,  la  condition  pour  que  la  formule  de  décomposition 

f{x) 
en  éléments  simples  de  la  fraction  f^ — r;  ne  contienne  aucune  fraction  simple 

[^{x)\i  f 

T.  i3 
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dont  le  dénominateur  soit  du  premier  degré  est  que  le  polynôme 

f{x)o'(x)—f{x)^"{x) 

soit  divisible  par  <p(a7). 

69.  Déterminer  un  polynôme  g{x)  du  troisième  degré  au  plus  qui,  pour  les 
valeurs  données  a,  h  de  la  variable,  prenne  des  valeurs  données  A  et  B,  tandis 
que  sa  dérivée  prend  les  valeurs  aussi  données  A'  et  B'. 

La  solution  résulte  immédiatement  de  la  formule 

g{x)  g{a)  T  ,    g'{.a){a  —  h)—ig{a)        i 


(^x —  af-i^x —  bf        {a—hf{x  —  aY  {a  —  bf  x  —  a 

g{b)  1  ,    g'{b){a  —  b)-\-ig{b)        I 


(a— 6)2  (or  — 6)2  («_6)3  x  —  b 

Généraliser  le  problème  posé  et  sa  solution. 

70.  En  supposant  que  les  n -{- p  nombres 

«1,     «2,      ...,     a,i,     ai,      a2,      ,..,     y.p 

soient  distincls  et  en  posant 

f{x)  =  {x—  ai){x  —  ai)...{x  —  an), 

(f{x)  —  {x—  aci){x  —  (i2)...(x  —  ap), 

montrer  qu'il  existe  un  système  de  polynômes  F(x)  et  ^{x),et  un  seul,  dont 
le  premier  soit  de  degré  inférieur  à  «  et  le  second  de  degré  inférieur  àp,  tels 
que  l'on  ait  identiquement 

F(x)^{x)-^^(x)f(x)=r, 

montrer  qu'on  peut  obtenir  ces  polynômes  en  décomposant  la  fraction  -r — - — ; — - 
en  fractions  simples. 

71.  En  regardant  x,  «i,  a^,  «i,  «2  comme  des  variables  et  en  posant 

f{x)  =  (x  —  ai){x  —  a2),         ^(x)^{x  —  :t.i){x~7.i), 
A  =(ai  — ai)(ai  —  a2)(a2— ai)(a2— aa), 

il  existe  des  polynômes  F(a;),  ^(x),  en  .r,  aj,  a^,  a,,  aj,  du  premier  degré 
en  X,  tels  que  l'on  ait  identiquement,  en  x,  ai,  a^,  «i,  «2, 

¥{x)<f{x)-{-'i>{x)f{x)  =  \. 

Cet  énoncé  se  généralise  facilement  :  la  démonstration   générale  peut  se 
faiire  au  moyen  de  l'exercice  précédent  et  d'une  identité  établie  au  n"  68. 
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72.  Considérons  l'équation 

( ay  -\-  a' )x'^ -\- [by  -^  b' )x  ^  cy  ^  c  =  o; 

à  chaque  valeur  x  de  x  correspond  une  valeur  y'  de  y  telle  que  l'équation 
«oit  vérifiée  pour  .r  =  a?',  y  =  y' \  réciproquement,  si  l'on  donne  à  ^  la  va- 
leur y\  l'équation  du  second  degré  en  x  admet  la  racine  x'  et  une  seconde 
racine  x"  que  l'on  peut  faire  correspondre  à  x'.  Montrer  qu'il  y  a  une  relation 
involutive  P^x' x" -\-'B{x' ^  x")-^  C=  o  entre  x'  et  x".  Exprimer  A,  B,  C  au 
inoyen  de  a.  6,  c,  a',  b' ,  c  . 
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PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR. 


§  1.  —  DÉFINITION  ET  RECHERCHE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR. 

70.  Sauf  dans  le  n"  81,  les  polynômes  que  l'on  considérera  dans  le 
prcsenL  Chapitre  seront  des  polynômes  à  une  seule  variable,  que  l'on 
désignera  habituellement  par  x. 

La  recherche  des  polynômes  qui  divisent  exactement  un  polynôme^ 
ou,  comme  on  dit,  la  recherche  des  diviseurs  d'un  polynôme  est  un 
des  problèmes  les  plus  importants  de  l'Algèbre  :  en  particulier,  la 
recherche  des  diviseurs  du  premier  degré  revient  à  la  recherche  des 
racines  de  ce  polynôme  (n"^  37,  38). 

Si  cette  dernière  recherche  est  difficile,  il  est  au  contraire  aisé  de 
ramener  la  recherche  des  diviseurs  communs  à  plusieurs  polynômes 
donnés,  c'est-à-dire  des  polynômes  qui  divisent  à  la  fois  ces  polynômes 
donnés,  à  la  recherche  des  diviseurs  d'un  seul  polynôme,  auquel  on 
donne  le  nom  de  plus  grand  coininuii  diviseur  des  polynômes, 
donnés. 

On  est  ainsi  conduit  à  une  théorie  toute  pareille  à  celle  que  l'on 
fait  en  Arithmétique,  sur  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou 
plusieurs  nombres  entiers  donnés,  théorie  qui,  comme  on  sait,  con- 
duit naturellement  à  des  propositions  capitales  concernant  la  divisi- 
bilité. Il  en  sera  de  même  en  Algèbre. 

Il  est  clair  que,  si  le  polynôme  B  est  un  diviseur  du  polynôme  A, 
le  polynôme  B  multiplié  par  une  constante  quelconque  non  nulle 
sera  encore  un  diviseur  de  A;  on  ne  distinguera  pas,  dans  ce  qui  suit, 
entre  deux  pareils  diviseurs,  qui  ne  dillèrent  que  par  un  facteur 
constant  :  ils  seront  regardés  comme  le  même  diviseur. 
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71.  Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  des  diviseurs  com- 
muns à  deux  polynômes  donnés  A  et  B,  pour  prouver  que  ces  divi- 
seurs sont  les  mêmes  que  ceux  d'un  certain  polynôme. 

Si  B  divise  A,  en  sorte  que  l'on  ait  A  =  BQ,  en  désignant  par  Q 
un  polynôme  en  x^  il  est  clair  que  tout  polynôme  qui  divise  B 
divise  BQ  ou  A;  en  sorte  que  les  diviseurs  communs  à  A  et  à  B  sont 
les  mêmes  que  les  diviseurs  de  B  ;  tout  est  ramené  à  la  recherche  des 
diviseurs  de  B. 

Si  B  ne  divise  pas  A  et  est  d'un  degré  inférieur  ou  égal  au  degré 
de  A,  la  division  de  A  par  B,  au  sens  du  n°  51,  conduit  à  une  identité 
de  la  forme  A  =  BQ  +  R,  où  Q  est  le  quotient  et  R  le  reste,  de 
degré  inférieur  au  degré  de  B. 

Les  diviseurs  communs  à  A  et  à^  sont  les  mêmes  que  les  divi- 
seurs communs  à  B  et  à  R. 

En  effet  tout  diviseur  de  A  et  de  B  est  un  diviseur  de  A  et  de  BQ, 
donc  un  diviseur  de  A  —  BQ  ou  de  R;  tout  diviseur  de  B  et  de  R  est 
un  diviseur  de  BQ  et  de  R,  donc  un  diviseur  de  BQ  +  R  ou  de  A. 
Les  diviseurs  communs  à  A  et  à  B  sont  communs  à  B  et  à  R;  les  divi- 
seurs communs  à  B  et  à  R  sont  communs  à  A  et  à  B;  les  diviseurs 
communs  à  A  et  à  B  sont  les  mêmes  polynômes  que  les  diviseurs 
communs  à  B  et  à  R. 

Le  problème  est  ramené  à  un  problème  plus  simple,  puisque  R  est 
de  degré  inférieur  au  degré  de  B  et,  par  suite,  au  degré  de  A. 

Si  R  ne  divise  pas  B,  la  recherche  des  diviseurs  communs  à  R  et 
à  B  se  ramène  de  même  à  la  recherche  des  diviseurs  communs  à  R  et 
au  reste  R|  de  la  division  de  B  par  R;  celle-ci,  lorsque  R,  ne  divise 
pas  R,  se  ramène  à  la  recherche  des  diviseurs  communs  à  R]  et  au 
reste  R^.  de  la  division  de  R  par  R,,  et  ainsi  de  suite. 

Si  R  divise  B,  les  diviseurs  communs  à  B  et  à  R  et,  par  suite,  les 
diviseurs  communs  à  x\  et  à  B,  sont  les  mêmes  que  les  diviseurs  de  R; 
si  c'était  R|  qui  divisât  R,  les  diviseurs  communs  à  R|  et  à  R,  les  divi- 
seurs communs  àR  età  B,  les  diviseurs  communs  à  B  et  à  A,  seraient 
les  mêmes  que  les  diviseurs  deR,  ;  d'une  façon  générale,  dès  que  l'on 
trouve  un  reste  R^  qui  divise  le  reste  précédent  R«_i,  l'opération  est 
terminée  :  les  diviseurs  communs  à  A  et  à  B  sont  les  mêmes  poly- 
nômes que  les  diviseurs  de  R„. 

On  finit  d'ailleurs  par  trouver  un  reste  R„  qui  divise  le  précédent, 
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puisque  les  degrés  des  polynômes  B,  R,  R| ,  Ro,  ...  vont  en  diminuant 
au  moins  d'une  unité  à  chaque  fois;  il  est  impossible  qu'on  puisse 
faire  plus  de  divisions  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  B  :  le  degré 
d'un  reste  ne  peut  tomber  au-dessous  de  o;  ou  bien  on  trouvera  un 
reste,  contenant  effectivement  jp,  qui  divisera  le  précédent;  ou  bien 
on  arrivera  à  un  reste  constant,  non  nul,  dont  on  peut  dire  qu'il 
divise  exactement  le  précédent;  dans  ce  cas,  les  polynômes  qui 
divisent  à  la  fois  A  et  B,  devant  diviser  une  constante,  ne  peuvent  être 
eux-mêmes  que  des  constantes  ;  à  proprement  parler,  A  et  B  n'ont  pas 
de  diviseurs  communs,  on  dit  qu'ils  sonl  premiers  entre  eux. 

Dans  tous  les  cas,  le  polynôme  R,/,  le  premier  reste  qui  divise  le 
reste  précédent,  jouit  de  la  propriété  annoncée  :  les  diviseurs  com- 
muns à  A  et  à  B  sont  les  mômes  polynômes  que  les  diviseurs  de  R«. 
Il  est  le  seul  polynôme  qui  jouisse  de  cette  propriété,  car  un  autre 
polynôme  S,  qui  jouirait  de  cette  propriété,  devrait  diviser  R„  et  être 
divisible  par  R„  ;  il  ne  pourrait  être  d'un  degré  supérieur  au  degré 
de  Rrt,  ni  de  degré  inférieur;  il  serait  de  même  degré;  le  quotient 
de  la  division  de  S  par  R„  se  réduirait  à  une  constante,  S  serait 
identique  à  R„,  à  un  facteur  constant  près. 

Tout  polynôme  qui  divise  A  et  B  devant  diviser  R,,  est  au  plus  du 
même  degré  que  R„  ;  s'il  est  du  même  degré  que  R«,  il  lui  est  iden- 
tique à  un  facteur  constant  près. 

Le  polynôme  R„,  trouvé  par  la  méthode  précédente,  est  le  poly- 
nôme du  plus  haut  degré  possible  qui  divise  A  et  B  ;  c'est  pour  cette 
raison  qu'on  l'appelle  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B. 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes 
donnés  A,  B,  dont  le  premier  est  de  degré  au  moins  égal  au  degré 
de  B,  on  divise  le  premier  par  le  second,  puis  le  second  par  le  reste 
obtenu  dans  la  première  division,  puis  ce  reste  par  le  reste  de  la  deu- 
xième division,  puis  le  reste  de  la  deuxième  division  par  le  reste  de 
la  troisième,  et  ainsi  de  suite  :  le  premier  des  restes  qui  divise  le 
reste  précédent  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  poly- 
nômes proposés.  Lorsque  les  deux  polynômes  A,  B  sont  premiers 
entre  eux,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  une  constante  quel- 
conque, non  nulle.  On  choisit  d'ordinaire  cette  constante  égale  à  i. 

72.  La  remarque  suivante,  qui  concerne  la  nature  des  coefficients 
du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  A,  B,  est,  dans. 
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certaines  parties  de  l'Algèbre,  d'une  importance  capitale  :  dans  une 
division,  les  coefficients,  soit  du  quotient,  soit  du  reste,  se  déduisent 
des  coefficients  du  dividende  et  du  diviseur  par  des  combinaisons 
d'additions,  soustractions,  multiplications,  divisions  effectuées  soit 
sur  les  coefficients,  soit  sur  les  résultats  d'opérations  de  la  même 
nature  déjà  effectuées  sur  ces  coefficients;  il  en  sera  de  même  des 
coefficients  du  plus  grand  commun  diviseur,  qui  n'est  que  le  dernier 
des  restes  d'une  suite  de  divisions  :  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  les  coefficients  du  plus  grand  commun  diviseur  sont  composés 
rationnellement  avec  les  coefficients  des  polynômes  donnés,  parce 
que  les  opérations  précédemment  énumérées  sont  qualifiées  de  ration- 
nelles, par  opposition  à  celles  des  opérations  qui  ne  peuvent  pas  se 
réduire  à  une  suite  d'additions,  de  soustractions,  de  multiplications 
et  de  divisions,  en  nombre  fini. 

Par  exemple,  si  les  coefficients  des  polynômes  A,  B  sont  des 
nombres  rationnels,  il  en  sera  de  même  des  coefficients  du  plus 
grand  commun  diviseur.  Si,  en  particulier,  celui-ci  est  du  premier 
degré,  c'est  que  les  deux  polynômes  A,  B  auront  une  racine  commune, 
qui  sera  un  nombre  rationnel  :  on  obtiendra  cette  racine  par  la  réso- 
lution de  l'équation  du  premier  degré  obtenue  en  égalant  à  o  le  plus 
grand  commun  diviseur. 

Si  les  coefficients  des  polynômes  A,  B  sont  des  nombres  irrationnels 
de  la  forme  a-f-  ^\/2,  où  a,  ^  sont  des  nombres  rationnels,  les  coeffi- 
cients du  plus  grand  commun  diviseur  sont  aussi  de  la  même  forme; 
puisqu'il  en  est  évidemment  ainsi  des  nombres  obtenus  en  ajoutant, 
retranchant,  multipliant  des  nombres  de  la  forme  précédente,  ou 
encore  en  divisant  deux  pareils  nombres  :  on  a,  en  effet, 

a  -4-  ^  y/â  _  (a  +  i3v/^)(a'— ;^V;i) 


73.  L'opération  décrite  au  numéro  précédent  peut  être  un  peu 
simplifiée  par  la  remarque  suivante  :  dans  chaque  division,  c'est  le 
reste,  non  le  quotient,  qui  importe;  il  n'y  a  pas  d'inconvénient 
à  fausser  le  quotient.  D'autre  part,  quand  on  multiplie  le  dividende 
d'une  division  par  une  constante,  sans  toucher  au  diviseur,  on  multi- 
plie le  quotient  et  le  reste  par  ce  facteur  constant.  Celte  remarque  est 
utile   si  l'on  veut  éviter  les  dénominateurs  dans  les  coefficients  du 
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quotient  et  du  reste  (n°  55,  note);  on  peut  l'utiliser  au  cours  d'une 
division,  et  multiplier,  ou  diviser  un  reste  partiel  par  un  facteur 
constant,  quitte  à  fausser  le  quotient. 

Si,  toutefois,  on  veut  conserver  aux  coefficients  du  plus  grand 
commun  diviseur  la  propriété  établie  au  numéro  précédent,  il  importe 
de  n'employer  comme  multiplicateurs  que  des  nombres  qui  soient 
composés  rationnellement  avec  les  coefficients  des  polynômes  pro- 
posés. 

Les  calculs  pour  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  poly- 
nômes 

1X'* 8:r3_j_g^2  —  [^x  -\-  ^,  x'*  —  Zx"^  —  ix"-—  \x  -^-  % 

sont  faits  ci-dessous  tout  au  long;  en  suivant  ces  calculs,  le  lecteur  reconnaîtra 
qu'on  a  faussé  les  quotients,  en  multipliant  ou  divisant  certains  restes  par  des 
facteurs  numériques. 


ix'* — 8.^3-4-937- — \x -{-   4 
—  2  .r *  -I-  6 a?'  —  4  ^-  -I-  %x  —  I G 

—  nx^ -^  5a72-)-4iP  —  12 

ix* — ôa^S-t-    4^^ —    Sa; -H  16 
—  2a7*-+-5a:3-(-    4 37-  —  12a; 

—  x'^ -\-    83^2 — 20a: -)- 16 

—  237' -H  16372 — 40^ -1-32 
-l-  2 37^  —    5 .r2  —    [\X  -^  \i 


x'*  —  3  37^-1-2  372  —  4^-*-8 


2  37' :")  3-2  —  4  37  M-  I  2 


11372 —  443--1-  44 
37* —   4^-i-   4 

2  37^ —  5372-f-     4^  +  12 
2373-1-8372—      837 

3  372  —  1 2  .r  +  1 2 

—  3372-t-   1237  —  12 


372  —  4  ^  -H 


Le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  est  372 —  ^x  -\-  4  =  (a;  —  2)2. 
Dans  l'exemple  suivant,  relatif  au    plus   grand  commun  diviseur  entre  les 
polynômes  373 -t-jD37 -t- gf,  3372  +  yo,  les  divisions  sont  faites  régulièrement  :  on 


suppose/?  différent  de  o. 
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x^  -\-  px  -^  q  1x--^  p 

x^ —  — - 


■xpx 


3x« 


Q         0  O'? 

—  ix-—  — -x 
ip 


■xp 
ip 


LE. 
3 


ip 


P 


\P^ 


tjry- 


AP- 

Si  le  nombre  ^p^  +  ï-jq'-  n'est  pas  nui,  les  deux  polynômes  sont  premiers  entre 

eux;  s'il  est  nul,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est-^^r  +  qr.  Si  p  était 

nul,  il  est  manifeste  que  les  deux  polynômes  proposés  ne  pourraient  avoir  de 
diviseur  commun  que  si  q  était  nul  ;  dans  ce  cas  le  diviseur  commun  serait  x^  : 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  polynômes  aient  un 
diviseur  commun  dépendant  de  x  est  \p^^  "^19'  =  o. 

Soit  encore  à  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a?* —  i  et  de  arP —  i  ; 
on  sait  trouver  le  reste  de  la  division  de  x^ — i  par  arP —  i  ;  en  appliquant  la 
règle  donnée  au  n"  3i,  on  voit  de  suite  qu'on  est  conduit  à  faire  sur  les 
nombres  naturels  a,  ^  les  opérations  relatives  à  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  ces  deux  nombres,  au  sens  de  l'Arithmétique.  Si  5  est  ce 
plus  grand  commun  diviseur,  x^ —  i  est  le  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique de  x^  —  I  et  de  ar? —  i , 

74.  Si  Ton  considère  trois  polynômes  A,  B,  C,  on  peut,  dans  la 
recherche  des  communs  diviseurs  à  ces  polynômes,  remplacer  deux 
d'entre  eux,  A  et  B  par  exemple,  par  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur A;  les  diviseurs  communs  à  A,  B,  G  seront  les  mêmes  que  les 
diviseurs  communs  aux  polynômes  A,  G,  puisque  les  diviseurs 
communs  à  A,  B  sont  les  mêmes  que  les  diviseurs  de  A;  les  diviseurs 
communs  à  A,  G  sont  les  mêmes  que  les  diviseurs  du  plus   grand 
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commun  diviseur  A'  de  A  et  de  C;  les  diviseurs  communs  à  A,  B,  G 
seront  donc  les  mêmes  que  les  diviseurs  de  A';  il  y  a  donc  un  poly- 
nôme A'  dont  les  diviseurs  sont  les  mêmes  que  les  diviseurs  communs 
à  A,  B,  G;  ce  polynôme,  évidemment  unique  d'après  les  raisonne- 
ments précédents,  est,  par  définition,  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  polynômes  A,  B,  G. 

Du  cas  de  trois  polynômes,  on  passe  à  celui  de  quatre,  cinq,  etc. 
Etant  donnés  des  polynômes  A,  B,  . . .,  L  en  nombre  quelconque,  il 
existe  un  polynôme  (leur  plus  grand  commun  diviseur)  tel  que  lesdi- 
visevirs  de  ces  polynômes  soient  les  mêmes  que  les  diviseurs  de  ce 
plus  grand  commun  diviseur. 

Pour  l'obtenir  on  peut  remplacer  tels  des  polynômes  donnés  que 
l'on  veut  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  A,  et  chercher  ensuite 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  des  polynômes  que  l'on  a 
laissés  de  côté.  Gomme  on  sait  trouver  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  polynômes,  on  sait  trouver  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  trois,  quatre,  etc.,  polynômes. 

Quand  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A,  B,  . . .,  L 
est  une  constante  (l'unité  si  l'on  veut),  on  dit  que  ces  polynômes  sont 
premiers  entre  eux,  dans  leur  ensemble.  On  dit  qu'ils  sont  premiers 
deux  à  deux,  quand  chacun  des  polynômes  est  premier  à  chacun  des 
autres. 


I  2.  —  PROPRIÉTÉS  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR.  DIVISIBILITÉ. 

75.  Si  A  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A,  B, 
et  si  G  est  un  polynôme  quelconque,  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  polynômes  AG  et  BG  est  AG. 

La  proposition  est  évidente  si  B  divise  A;  dans  le  cas  contraire,  re- 
prenons les  notations  du  n^Tl  ;  et  supposons  que  les  restes  successifs, 
dans  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur,  soient R,  Rj,  ...,  R„, 
le  dernier  reste  R^  étant  le  plus  grand  commun  diviseur.  Le  reste  de 
la  division  de  AG  par  BG  sera  RG  (n"52);  le  reste  de  la  division 
de  BG  par  RG  seraR,G,  etc.;  tous  les  restes  sont  multipliés  par  G, 
le  dernier  reste  R^G  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  AG 
et  de  BG. 
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Sf  A  est  le  plus  grand  commun  dniseur  des  polynômes  \,  B, 
si  C  est  un  polynôme  qui  divise  à  la  fois  \  et  B,  et  si  Von  désigne 
par  A'  et  B'  les  quotients  de  la  division  de  A.  et  B  par  G,  le  poly- 
nôme A  sera  divisible  par  C,  et  le  quotient  A'  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A'  et  B'. 

Conservons  en  effet  les  même  notations,  pour  ce  qui  concerne  les 
polynômes  A,  B;  R  sera  divisible  par  C  (n"  o2)  et  le  quotient  R'  sera 
le  reste  de  la  division  de  A' par  B';  B  et  R  étant  divisibles  par  C, 
R,  sera  divisible  par  C,  et  le  quotient  R',  sera  le  reste  de  la  division 
de  B' par  R',  etc.,  tous  les  restes  seront  divisés  par  C,  le  dernier 
reste  R,,  sera  comme  les  précédents  divisible  par  C  et  le  quotient  R„ 
sera  le  dernier  reste  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  divi- 
seur de  A'  et  de  B';  c'est  ce  qu'il  fallait  établir. 

On  énonce  ces  deux  propositions  sous  une  forme  un  peu  abrégée 
en  disant  : 

Quand  on  multiplie  ou  que  Von  divise  deux  polynômes  par  un 
troisième,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  premiers  po- 
lynômes est  multiplié  ou  divisé  par  ce  troisième  polynôme. 

Ce  théorème  s'étend  de  suite  à  un  nombre  quelconque  de  poly- 
nômes. 

En  particulier  les  quotients  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur  sont  premiers  enti-e  eux,  puisque 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  quotients  est  i . 

Si  les  polynômes  A,  B,  C,  ...  sont  premiers  entre  eux,  les  produits 
de  ces  deux  polynômes  par  un  polvnome  P  ont  ce  polynôme  P  pour 
plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  puisque  les  polynômes  A,  B, 
C,  . . .  sont  premiers  entre  eux,  leur  plus  grand  commun  diviseur 
est  I,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  AP,  BP,  CP,  . .. 
est  donc  P. 

76.  Si  C  est  un  polynôme  premier  au  polynôme  B,  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  A  et  B  est  le  même 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  AC  et  B  :  En 
d'autres  termes,  on  ne  change  pas  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  polynômes  en  multipliant  V un  d'eux  par  un  polynôme 
premier  à  l'autre. 
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Soient  en  e(Fel  A  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B, 
A'  le  plus  grand  commun  diviseur  de  AC  et  de  B  ;  il  faut  prouver  que  A 
est  le  même  polynôme  que  A'  ;  or  A,  divisant  A  et  B,  par  suite  AG  et  B, 
divise  leur  plus  grand  commun  diviseur  A';  il  sufHt  donc  de  prouver 
que  A'  divise  A,  c'est-à-dire  A  et  B.  On  sait  déjà  qu'il  divise  B;  il 
suffit  de  prouver  qu'il  divise  A  :  on  j  arrive  en  faisant  intervenir  l'hy- 
pothèse d'après  laquelle  G  est  premier  à  B,  en  sorte  que  B  et  G  ont  i 
pour  plus  grand  commun  diviseur  :  AB  et  AG  ont  donc  A  pour  plus 
grand  commun  diviseur  :  A'  qui  divise  A.G  et  B,  donc  A.G  et  AB,  divise 
leur  plus  grand  commun  diviseur  A. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  AG  et  de  B  étant  le  même  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B,  on  peut  dire  encore  : 

On  ne  change  pas  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  poly- 
nômes quand  on  divise  l'un  d'eux  par  un  polynôme  premier  à 
l'autre  :  il  est  sous-entendu  que  la  division  se  fait  exactement. 

77.  Le  théorème  du  numéro  précédent  contient  deux  cas  particu- 
liers importants,  celui  où  B  divise  AG  et  se  trouve  ainsi  être  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  AG  et  de  B  et  celui  où  B  est  premier  à  A. 

Dans  le  premier  cas,  B  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  AG 
et  de  B,  qui  est  le  même  que  celui  de  A  et  de  B,  doit  diviser  A. 

En  d'autres  termes  : 

Si  un  polynôme  B  divise  le  produit  \C  de  deux  polynômes  \,  G 
et  s' il  est  premier  avec  l'un  d'eux  G,  il  divise  l'autre  A. 

Dans  le  second  cas,  B  étant  premier  à  A,  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  polynômes  AG  et  B  est  i,  comme  celui  des  poly- 
nômes A  et  B.  En  d'autres  termes  : 

Si  les  deux  polynômes  A  et  G  sont  premiers  au  polynôme  B,  il 
en  est  de  même  de  leur  produit. 

Ge  dernier  théorème  s'étend  immédiatement  :  si  un  polynôme  P 
est  premier  aux  polynômes  Q,  Qi,  Q25  ••  ••>  Q//7  '1  est  premier  au  pro- 
duit QQ,  Q2 ...  Q,, ;  car  étant  premier  à  Q  el  à  Q,,  il  est  premier  au 
produit  QQi  ;  étant  premier  aux  polynômes  QQi  et  Q^  il  est  premier 
à  leur  produit  QQ,  Q^,  puis  au  produit  QQiQaQs,  •••5  au  produit 
QQiQo.-.Q,,  :  si  chacun  des  polynômes  P,  P,,    P^,  ,..,  P,„  est  pre- 
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mier  àchaciin  des  polynômes  Q,  Q,,  Qo,  ...,  Q»,  le  produit  PP,...P„j 
est  premier  au  produit  QQ,  Qo ...  Q,^,  puisque  ce  dernier  produit, 
étant  premier  à  chacun  des  polynômes  P,  P,,  Po,  ...,  P/«,  est  premier 
à  leur  produit  PP,  Po . . .  P,,,- 

En  particulier,  si  les  polynômes  P,  Q  sont  premiers  entre  eux,  il 
en  est  de  même  de  P'"  et  de  Q",  en  désignant  par  m,  n  des  nombres 
naturels. 

78.  Plus  petit  commun  multiple.  —  Le  lecteur  n'a  pas  manqué  de 
reconnaître  l'identité  de  ces  raisonnements  avec  ceux  de  l'Arithmé- 
tique. Je  me  contente  de  signaler  les  théorèmes  suivants  dont  la  dé- 
monstration peut  encore  se  copier  sur  celle  des  propositions  analogues 
de  l'Arithmétique. 

Si  un  polynôme  P  est  divisible  séparément  par  deux  ou  plusieurs 
polynômes  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  il  est  divisible  par  leur 
produit. 

Si  les  polynômes  A,  B,  ...,  L  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
tout  polynôme  divisible  par  chacun  de  ces  polynômes,  ou,  comme  on 
dit,  tout  multiple  commun  de  ces  polynômes  est,  d'après  ce  que  l'on 
vient  de  dire,  un  multiple  de  leur  produit.  On  peut  dire  encore 
que  les  multiples  communs  des  polynômes  A,  B,  C,  ...,  L  sont  les. 
mêmes  que  les  multiples  du  polynôme  produit  ABC  ...L. 

Quels  que  soient  les  polynômes  A,  B,  ...,  L,  il  existe  un  poly- 
nôme M  tel  que  les  multiples  communs  des  polynômes  A,  B,  ...,  L 
soient  les  mêmes  que  les  multiples  de  M.  En  d'autres  termes,  les 
polynômes  divisibles  à  la  fois  par  A,  B,  ...,  L  sont  les  mêmes  que  les 
polynômes  divisibles  par  M  ;  ce  polynôme  s'appelle  le  plus  petit 
commun  multiple  des  polynômes  A,  B,  C,  . ..,  L;  à  supposer  qu'il 
existe,  ce  polynôme  M  est  évidemment  seul  à  jouir  de  la  propriété 
qui  le  définit  :  car,  si  un  autre  polynôme  M'  jouissait  de  la  propriété 
qui  définit  M,  M'  devrait  être  divisible  par  M  et  M  par  M'. 

Pour  établir  l'existence  du  plus  petit  commun  multiple,  on  pro- 
cède encore  comme  en  Arithmétique  : 

On  établit  cette  existence  dans  le  cas  de  deux  polynômes  A,  B,  et 
l'on  prouve,  en  désignant  par  A  leur  plus  grand  commun  diviseur,  que 
les  multiples  communs  de  A,  B  sont  les  mêmes  que  les  multiples  du 

\  R 

polynôme  — ■  qui,  ainsi,  est  le  plus  petit  commun  multiple  de  A,  B.. 
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Les  communs  multiples  de  trois  polynômes  A,  B,  C  sont  les  mêmes 

\  R 

flue  les  multiples  comnums  de  — -  et  de  C,  ou  que  les  multiples  du 

plus  petit  commun  multiple  de  ces  deux  derniers  polynômes;  on 
continue  ainsi.  Au  reste,  en  général,  on  peut,  dans  la  i^echerche  du 
plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  polynômes,  remplacer  tels 
polynômes  que  l'on  veut  par  leur  plus  petit  commun  multiple. 

79.  Fractions  rationnelles.  —  J'ajoute  quelques  mots  concernant 
les  fractions  dont  les  termes  sont  des  polynômes  en  x. 

Deux  fractions   rationnelles  en  x,  ^  et  ^,5  sont  dites  identiques 

lorsqu'elles  prennent  les  mêmes  valeurs  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
qui  n'annulent  pas  B  ou  B';  l'égalité  AB'=  A'B  devant  alors  avoir 
lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x,  doit  être  une  identité  (n''33)  : 
qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  deux  fractions  proposées  soient  identiques. 

A  .  •  .      . 

Une  fraction  -g?  rationnelle  en  x.  est  dite  irréductible,  si  les  deux 
r> 

polynômes  A,  B  sont  premiers  entre  eux. 

On  peut  toujours  remplacer  une  fraction  rationnelle  par  une  frac- 
tion irréductible  qui  lui  soit  identique,  en  divisant  le  numérateur  et 
le  dénominateur  parleur  plus  grand  commmun  diviseur.  Une  fraction 
rationnelle  en^  ne  peut  être  identique  à  une  fraction  irréductible  que 
si  ses  termes  se  déduisent  respectivement  des  termes  de  cette  dernière 
•en  les  multipliant  par  un  même  polynôme. 

La  théorie  de  la  réduction  au  même  dénominateur  de  deux  ou  plu- 
sieurs fractions  rationnelles  se  transporte,  à  peu  près  sans  change- 
ment, de  l'Arithmétique  à  l'Algèbre. 

80.  Polynômes  premiers.  —  Pour  continuer  une  théorie  de  la  divi- 
sibilité parallèle  à  celle  que  l'on  développe  en  Arithmétique,  il  serait 
nécessaire  d'introduire  la  notion  qui  correspond  à  celle  du  nouibre 
premier  absolu;  toutefois,  cette  généralisation,  si  naturelle  qu'elle 
soit,  comporte  quelques  difficultés. 

S'il  est,  en  ellet,  facile,  au  moyen  d'un  nombre  fini  d'opérations, 
<le  reconnaître  si  un  nombre  entier  est  ou  non  décomposable  en  fac- 
teurs, la  recherche  delà  décomposition  d'un  polynôme  en  un  produit 
<le  facteurs  est  beaucoup  moins  aisée  :  On  peut  d'ailleurs  diriger  cette 
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recherche  dans  des  sens  très  difierents  suivant  la  nature  des  nombres 
que  l'on  admet  comme  pouvant  êlre  les  coefficients  des  polynômes 
diviseurs.  On  louche  ici  à  un  ordre  d'idées  qui  a  donné  lieu  à  des 
développements  considérables  et  dont  je  ne  puis  dire  qu'un  mot. 

Supposons  par  exemple  que  l'on  considère  un  polynôme  en  .r,  à 
coefficients  rationnels  :  on  peut  convenir  de  dire  que  ce  polynôme  est 
premier  s'il  n'admet  pas  de  diviseurs  à  coefficients  rationnels.  Le  po- 
lynôme x-  —  IX  —  I ,  dans  ces  conditions,  serait  un  polynôme  premier. 

11  y  a  toute  une  branche  de  l'Algèbre,  dont  je  ne  m'occuperai  pas 
ici,  où  l'on  s'occupe  de  la  recherche  des  diviseurs  d'un  polynôme 
donné,  dont  les  coefficients  sont  composés  rationnellement  (n"  7î2) 
au  moyen  de  nombres  fixés  à  l'avance. 

Je  me  bornerai  ici  à  indiquer  \ une  des  significations  qu'on  peut 
attribuer  à  ces  mots  polynôme  premier,  de  manière  à  montrer  com- 
ment, en  adoptant  cette  définition,  on  peut  étendre  la  théorie  de  la 
divisibilité. 

Un  polynôme  P  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  réels,  d'ail- 
leurs quelconques,  sera  dit  premier,  s'il  n'est  divisible  par  aucun 
polynôme  de  degré  inférieur  à  lui,  à  coefficients  réels,  et  ne  se  ré- 
duisant pas  à  une  constante. 

Tel  est  évidemment  un  polynôme  du  premier  degré,  ou  un  poly- 
nôme du  second  degré  qui  n'a  pas  de  racines  réelles.  On  verra  plus 
tard  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  polynômes  premiers  que  ces  deux-là, 
dans  le  sens  qu'on  vient  de  dire. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  clair  que  si  un  polynôme  A,  à  coefficients 
numériques  réels,  n'est  pas  premier,  il  admet  un  diviseur  premier;  il 
admet  en  effet  un  diviseur  B  de  degré  inférieur  à  lui;  si  B  n'est  pas 
premier,  B  admet  un  diviseur  G  de  degré  inférieur  à  lui;  en  conti- 
nuant de  cette  façon,  puisque  les  degrés  des  polynômes  A,  B,  G,  ... 
vont  en  diminuant,  il  faudra  qu'on  parvienne  à  un  diviseur  premier. 

La  détermination,  exacte  ou  approchée,  de  ces  diviseurs  premiers 
est  un  problème  qui  nous  occupera  ultérieurement.  Quoi  qu'il  en 
soit,  il  est  clair  qu'un  polynôme  qui  n'est  pas  premier  peut  se  dé- 
composer en  un  produit  de  polynômes  premiers.  La  décomposition 
ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  façon  si  l'on  convient,  comme  on  l'a 
fait  déjà,  de  ne  pas  distinguer  entre  deux  diviseurs  qui  ne  diffèrent 
que  par  un  facteur  numérique. 

La  démonstration  est  la  même  qu'en  Arithmétique  et  repose  sur  ce 
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fait  qu'un  polynôme  premier  est  premier  à  tout  polynoine  qu'il  ne 
divise  pas  et  ne  peut  par  conséquent  diviser  un  produit  de  plusieurs 
polynômes  sans  diviser  l'un  d'eux. 

Lorsque  deux  polynômes  A,  B  sont  décomposés  en  facteurs  pre- 
miers, on  sait  reconnaître  immédiatement  si  l'un  est  divisible  par 
l'autre,  ou  non. 

Les  règles  que  l'on  donne  en  Arithmétique  pour  la  composition 
du  plus  grand  commun  diviseur  ou  du  plus  petit  commun  multiple 
de  deux  ou  plusieurs  nombres  décomposés  en  facteurs  premiers 
s'étendent  évidemment  à  l'Algèbre. 

§  3.  —  POLYNOMES  A  PLUSIEURS  VARIABLES. 

81.  Je  joindrai  à  ce  qui  précède  quelques  indications  rapides  sur  la  façon 
dont  la  théorie  de  la  divisibilité  s'étend  aux  polynômes  à  deux  variables  cr^  y. 

On  a  expliqué  au  n"  08  comment  on  pouvait  reconnaître  si  un  polynôme  /(a?,  y) 
à  deux  variables  était  ou  non  divisible  par  un  autre  polynôme  g{x^  y)  à  deux 
variables.  Les  propositions  qui  suivent  sont  évidentes. 

Si  le  polynôme  y(iF,  y)  est  divisible  par  le  polynôme  g{x^  y),  il  en  sera  de 
même  du  produit  du  polynôme y"(a7,  y)  par  un  polynôme  quelconque  en  t^  y. 
Si  deux  polynômes  /(a",  y)-ifi(-T^  y)  sont  divisibles  par  le  polynôme  gi^r^y), 
il  en  est  de  même  de  leur  somme,  ou  de  leur  différence. 

Convenons  de  dire  qu'un  polynôme  à  deux  \ariables  x^  y^  ordonné  par  rap- 
port aux  puissances  dej^,  est  primitif'  {^)i  quand  les  polynômes  en  j",  coeffi- 
cients C^)  des  diverses  puissances  de  jk  dans  ce  polynôme  ainsi  ordonné,  sont 
premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble.  Puisqu'on  sait  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes,  on  sait  reconnaître  si  un  polynôme 
donné  en  x,y  est  primitif  ou  non,  et,  lorsqu'il  n'est  pas  primitif,  le  mettre  sous 
la  forme  d'un  polynôme  primitif,  multiplié  par  un  certain  polynôme  en  x^  qui 
n'est  autre  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  des  diverses 
puissances  de  y  dans  le  polynôme  proposé. 

Ceci  posé,  on  montrera,  comme  au  n°  o5,  que  le  produit  de  deux  polynômes 
en  37,  y  ordonnés  suivant  les  puissances  de  y^  et  que  l'on  ordonne  lui-même 
suivant  ces  puissances,  est  primitif,  ou  non,  suivant  que  les  deux  facteurs 
proposés  sont,  ou  non,  primitifs  tous  les  deux.  Dans  le  cas  où  ces  deux  poly- 


(')  Ce  mot  a  été  employé  dans  un  autre  sens  au  n°  55.  Les  polynômes  en  x  tiennent 
ici  le  même  rôle  que  tenaient  alors  les  nombres  entiers. 

(-)  Parmi  ces  coefficients,  il  faut  ranger  le  terme  indépendant  île  ^,  le  coefficient 
de  y",  si  l'on  veut.  Il  m'arrivera  de  dire,  dans  le  même  sens,  les  coefficients  à\x  po- 
lynôme en  y  :  il  est  bien  entendu  que  ces  coefficients  sont,  à  la  vérité,  des  polynômes 
en  X. 
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nomes  ne  sont  pas  primitifs,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
des  puissances  de^,  dans  le  polynôme  produit,  est  le  produit  des  plus  grands 
communs  diviseurs  des  coefficients  dans  le  premier  facteur  par  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  coefficients  dans  le  second. 

La  démonstration,  en  effet,  repose  uniquement  sur  des  notions  et  proposi- 
tions qui  ont  été  transportées  de  la  théorie  des  nombres  entiers  à  celle  des 
polynômes  en  x.  Parmi  ces  notions  figure  la  notion  de  polynôme  premier^ 
que  l'on  entendra  comme  au  n"  80. 

Cette  proposition  une  fois  établie,  les  conséquences  s'en  dérouleront  comme 
au  n"  Vi6.  Je  me  contente  de  les  énoncer. 

Soient  A,  B  des  polynômes  en  a:,  y  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
de  jK,  et  regardés  comme  des  polynômes  en  y^  dont  les  coefficients  sont  des 
polynômes  en  x. 

Soient  A  =  aA',  B  =  èB'.  en  désignant  par  A',  B'  des  polynômes  primitifs 
et  par  a,  b  les  plus  grands  communs  diviseurs  des  coefficients  des  puissances 
de  j'  dans  A  d'une  part,  dans  B  de  l'autre.  Si  B  divise  A,  le  polynôme  a  est 
divisible  par  le  polynôme  6,  le  polynôme  A'  est  divisible  par  le  polynôme  B'. 

Lorsque  B  est  primitif,  le  polynôme  B  ne  peut  diviser  le  polynôme  A  sans 
diviser  le  polynôme  primitif  A'. 

Lorsque  A  est  primitif,  B  ne  peut  diviser  A  sans  être  lui-même  primitif. 

En  divisant  le  polynôme  A  par  le  polynôme  B,  supposé  primitif,  on  ne  peut 
arriver  à  un  reste  nul  que  si  les  coefficients  du  quotient  sont  des  polynômes 
en  X  (et  non  des  fractions  rationnelles  irréductibles). 

Arrivons  maintenant  à  la  recherche  des  diviseurs  communs  aux  polynômes  A, 
B;  désignons  par  C  un  tel  diviseur.  Posons  A  =  a  A',  B  =  6B',  G  =  cG  en 
conservant  les  notations  expliquées  plus  haut  pour  A,  B  et  en  désignant  par  c 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  G,  regardé  comme  un  poly- 
nôme en  y.  C'  est  primitif. 

Puisque  c  G'  divise  a  A'  et  6B';  c  est  un  diviseur  commun  de  a  et  de  6;  C'est 
un  diviseur  commun  de  A'  et  de  B'. 

On  obtiendra  donc  les  diviseurs  communs  de  A  et  de  B  en  multipliant  un 
diviseur  commun  des  polynômes  primitifs  A'  et  B'  par  un  diviseur  commun 
de  a  et  de  6;  puisqu'on  sait  former  ces  derniers  diviseurs,  la  solution  du  pro- 
blème posé  est  ramenée  à  la  recherche  des  diviseurs  communs  de  deux  poly- 
nômes primitifs. 

Je  suppose  maintenant  que  les  polynômes  A  et  B  soient  primitifs. 

Supposons  que  A  soit,  en  y^  de  degré  au  moins  égal  au  degré  de  B  en  y. 
Si  B  divise  A,  il  est  clair  que  les  diviseurs  communs  à  A  et  à  B  sont  les  mêmes 
que  les  diviseurs  de  B. 

Si  B  ne  divise  pas  A,  effectuons  la  division  de  A  par  B.  les  deux  polynômes 
étant  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  y^  ou  plutôt  com- 
mençons, avant  de  faire  cette  division,  par  multiplier  A  par  un  polynôme  a 
choisi  de  manière  à  éviter  les  coefficients  fractionnaires,  ainsi  qu'on  l'a  ex- 
pliqué dans  la  note  du  n°  00;  a  représentait  alors  un  nombre,  c'est  mainte- 
tenant  un  polynôme  en  ar,  par  exemple  une  puissance  convenable  du  premier 
T.  x4 
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coefficient  de  B.  On  arrivera  à  une  identité  de  la  forme  aA  =  BQ  -i-  R,  où, 
dans  Q  et  dans  R,  les  coefficients  des  puissances  de  y  sont  des  polynômes 
en  ce;  si  R  n'est  pas  primitif,  mettons-le  sous  la  forme  /'R',  où  R'  est  primitif; 
on  aura  a  A  =  BQ  -+-  r  R'. 

Un  polynôme  en  x,  jk,  qui  divise  à  la  fois  A,  B,  est  nécessairement  pri- 
mitif, quand  on  l'a  ordonné  par  rapport  à  y;  d'après  Tidenlité  précédente,  il 
divise  /R',  et,  puisqu'il  est  primitif,  il  divise  R' ;  tout  polynôme  en  x^  y  qui 
divise  A  et  B  divise  aussi  B  el  R';  un  polynôme  en  x^  y  qui  divise  B  et  R'  est 
primitif,  il  divise  a  A,  donc  A;  les  polynômes  en  x,  y  qui  divisent  B  et  R" 
divisent  aussi  A  et  B. 

Les  diviseurs  communs  à  A  et  à  B  sont  les  mêmes  que  les  diviseurs  com- 
muns à  B  et  à  R'. 

Il  est  manifeste  que,  si  R'  ne  divise  pas  B,  on  pourra  continuer  l'opération 
sur  les  deux  polynômes  B  et  R',  primitifs  comme  étaient  A  et  B,  et  l'on  prou- 
vera ainsi  l'existence  d'un  polynôme  primitif  R'„  tel  que  les  diviseurs  com- 
muns de  A  et  de  B  soient  les  mêmes  que  ceux  de  R'„. 

Ce  sera,  par  définition,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A 
et  B,  supposés  primitifs. 

Si  les  deux  polynômes  A,  B  n'étaient  pas  primitifs,  on  les  mettrait  sous  les 
formes  A  =  «A',  B  =  6B',  a  el  b  étant  des  polynômes  en  x,  A'  et  B'  des. 
polynômes  primitifs.  En  formant  ensuite  le  produit  du  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  polynômes  a,  b  et  du  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  primitifs  A',  B',  on  obtiendra  un  polynôme  dont  les  diviseurs  sont 
les  mêmes  que  les  diviseurs  communs  à  A  et  à  B  ;  ce  produit  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  ces  deux  derniers  polynômes. 

Celte  notion  une  fois  acquise,  l'extension  aux  polynômes  à  deux  variables 
de  toute  la  théorie  développée  dans  les  n"'  74,  7o,  .  . .,  8.)  se  fait  sans  aucune 
difficulté.  Kt  celte  tliéorie,  par  voie  d'induction,  s'étend  ensuite  aux  poly- 
nômes à  trois,  quatre,  . . .  variables. 


§  4.  —  CONDITION  POUR  QUE  DEUX  POLYNOMES  EN  x  SOIENT  PREMIERS 
ENTRE  EUX,  POUR  QU  ILS  AIENT  UN  DIVISEUR  DE  DEGRÉ  ÉGAL  OU 
SUPÉRIEUR  A  UN  NOMBRE  DONNÉ. 

82.  Soient  A,  B  deux  polynômes  en  x  et  A  leur  plus  grand 
commun  diviseur  :  il  existe  deux  polynômes  P,  Q  tels  que  l'on  ait 
identiquement 

PA  +  QB  =  A. 

Supposons,  en  efi'et,  qu'on  ail  fait  sur  les  polynômes  A,  B  la  suite  de 
divisions  qui  conduisent  au  plus  grand  commun  diviseur  (n°  71);  ces. 
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opérations  se  traduisent  par  la  suite  d'identités 

A  =  BQ  +  R,         B  =  RQi+R„         ...,         R„_2=  R„_iQ„-h  R„; 

R,  R,,  , ..,  R/i  sont  les  restes  successifs;  le  dernier  R«:^  A  divise  le 
précédent  R//_t  :  c'est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et  B. 
On  en  tire 

R  =  A  —  QB, 

Ri=B  — RQi=B  — (A  — BQ)Qi  =  — QiA-H(QQ,  +  i)B. 

R  et  R,  se  mettent  ainsi  respectivement  sous  les  formes 
R=pA-i-  qB,         Ri=/?iA-h  g^iB, 

p,  q-,  P\i  q\  étant  des  polynômes;  en  transportant  ces  expressions  de 
R  et  de  Ri  dans  le  second  membre  de  l'identité 

R2=  R  — R1Q2, 

on  met  R2  sous  la  forme />2  A  -h  ^/oBi  en  posant 

Pi^p  —  ÇliPx,       q-2=  qi—Q-îÇi, 

et  l'on  peut  évidemment  continuer  de  proche  en  proche  jusqu'à 
R,i=i  A,  que  l'on  mettra  sous  la  forme  voulue. 

Le  cas  où  les  polynômes  A,  B  sont  premiers  entre  eux,  en  sorte 
que  A  se  réduit  à  une  constante  que  l'on  peut  prendre  égale  à  i,  est 
particulièrement  intéressant  : 

Il  existe  alors  deux  polynômes  P,  Q,  tels  que  l'on  ait  identiquement 

(.)  PA+QB=.i; 

réciproquement,  l'existence  d'une  telle  identité  prouve  que  les  deux 
polynômes  A,  B  sont  premiers  entre  eux,  puisqu'un  diviseur  commun 
à  ces  deux  polynômes  devrait  diviser  i . 

Si  l'on  applique  la  méthode  précédente  au  second  exemple  (•)  traité  au 
n"  73,  où  l'on  avait 

X  =:  x^-h  px -h  q,         B  =  '5x^-{-p, 
(  '  )  On  ne  pourrait  l'appliquer  au  premier  exemple,  où  les  quotients  ont  été  faussés. 
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on  trouvera 

La  méthode  précédente  permet  de  déterminer  un  couple  de  poly- 
nômes P,  Q  qui  vérifient  l'identité  (i),  lorsqu'on  se  donne  les  deux 
polynômes  A,  B  premiers  entre  eux.  On  va  voir  qu'il  y  en  a  une  in- 
finité d'autres,  aisés  à  trouver  dès  que  l'on  connaît  un  couple,  et  qu'on 
peut  s'arranger  pour  que  le  polynôme  qui  multiplie  A  soit  de  degré 
inférieur  au  degré  de  B  et  que  le  polynôme  qui  multiplie  B  soit  de 
degré  inférieur  au  degré  de  A. 

Si  l'on  désigne,  en  edet,  par  P',  Q'  deux  autres  polynômes,  tels 
que  l'on  ait 

(2)  P'A  +  Q'B  =  i, 

on  en  déduira,  en  retranchant  membre  à  membre  les  identités  (i) 

et  (2), 

(3)  (P-P')A  =  (Q'-Q)B: 

A  doit  diviser  le  second  membre  comme  le  premier;  il  est  premier 
avec  B,  il  doit  donc  diviser  Q' —  Q;  en  d'autres  termes,  il  existe  un 
polynôme  X,  tel  que  l'on  ait  identiquement  Q' — Q  :^  XA,  et,  par 
suite,  en  remplaçant  dans  l'identité  (3)  Q' —  Q  par  XA, 

rP  — P')A  =  XBA; 

les  deux  polynômes  qui  multiplient  A  doivent  être  identiques,  comme 
les  deux  membres;  on  a  donc  identiquement  P' — P  =  —  )vB.  Réci- 
proquement, si  les  deux  polynômes  P,  Q  vérifient  l'identité  (i)  et  si 
l'on  prend  P'=:  P  —  )>B,  (^'=  Q  +  XA,  en  désignant  par  X  un  poly- 
nôme quelconque,  les  deux  polynômes  P',  Q'  vérifieront  l'identité 
P'A  +  Q'B  =  i. 

Si  l'on  veut  que  P'  soit  de  degré  inférieur  au  degré  de  B,  on  doit 
prendre  pour  \  le  quotient  entier  de  la  division  de  P  par  B,  P'  est  le 
reste  de  cette  division  :  Q'  est  alors  de  degré  inférieur  au  degré  de  A; 
car,  autrement,  le  degré  de  Q'B  serait  supérieur  au  degré  de  P'A; 
dans  le  polynôme  P'A  -+-  Q'B,  le  terme  du  plus  haut  degré  provenant 
de  Q'B  ne  pourrait  se  réduire  avec  aucun  autre,  le  résultat  ne  pour- 
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rait  se  réduire  à  i.  11  résulte  de  là  que,  lorsque  A  est  le  quotient  de  la 
division  de  P  par  B,  —  X  est  le  quotient  de  la  division  de  Q  par  A.. 

Ainsi,  quand  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  il  existe  deux  poly- 
nômes P' et  Q',  dont  les  degrés  respectifs  sont  inférieurs  aux  degrés 
de  B  et  de  A,  et  tels  que  l'on  ait  identiquement  P'A  +  Q'B  =  i ,  Il 
résulte  de  ce  qui  précède,  et  il  est  aisé  de  montrer  directement  qu'il 
n'y  a  qu'un  seul  couple  de  polynômes  à  jouir  de  cette  propriété. 

En  fait,  c'est  à  ces  polynômes,  dont  les  degrés  sont  moindres  que 
ceux  de  B  et  de  A,  que  l'on  parvient  par  la  méthode  même  que  l'on 
a  expliquée,  comme  il  est  assez  facile  de  le  voir  en  comptant,  à 
chaque  opération,  les  degrés  des  polynômes  auxquels  on  parvient.  Je 
ne  m'y  arrêterai  pas. 

83.  Supposons  que  les  deux  polynômes  A  et  B,  de  degrés  respec- 
tifs a  et  ^,  aient  un  diviseur  commun  G  de  degré  y;  on  aura  identi- 
quement 

A  =  A'C,        B  =  B'G. 

A'  et  B'  étant  des  polynômes  dont  les  degrés  respectifs  sont  a  —  y  et 
p  —  y,  on  en  conclut  l'identité 

B'A  — A'B  =  o; 

réciproquement,  si  l'on  a  une  identité  de  cette  nature,  les  deux  poly- 
nômes A'  et  B'  étant  de  degrés  respectifs  a  —  y,  ^  —  y,  on  peut  af- 
firmer que  les  deux  polynômes  ont  undi\iseur  commun  dont  le  degré 
est  au  moins  égal  à  y  (  '  ). 

Supposons,  en  effet,  d'abord,  que  les  deux  polynômes  A',  B' soient 
premiers  entre  eux;  le  polynôme  A',  en  vertu  de  l'identité  A'B  =  B'A, 
divise  le  produit  B'A,  il  est  premier  avec  B',  il  divise  donc  A;  soit  G 
le  quotient,  en  sorte  qu'on  ait  A  =  A' G,  G  est  de  degré 

a  — (a  — y)  =  y; 

en  remplaçant  dans  l'identité  précédente,  et  supprimant  le  facteur  A' 
commun  aux  deux  membres,  on  en  conclut  B  =  B'G.  Les  deux  poly- 
nômes A,  B  ont  un  diviseur  commun  de  degré  y.  Si  A'  et  B'  n'étaient 


(')  Quand  on  aura  introduit  les  nombres  complexes,   il  en  résultera  immédiate- 
ment l'existence  d'un  diviseur  de  degré  r- 
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pas  premiers  entre  eux,  ils  auraient  un  plus  grand  commun  diviseur  A 
de  degré  5  au  moins  égal  à  i ,  et  l'on  pourrait  poser  A'=  A"A,  B'=  B"A, 
A"  et  B"  étant  de  degrés  respectifs  a  —  y  —  o,  ^  —  y  —  o;  en  rem- 
plaçant A'  et  B'  par  les  expressions  précédentes  dans  l'identité 
A'B  =  B'A,  et  supprimant  le  facteur  commun  A,  on  obtient  l'identité 
A"B  =  B"A;  comme  A"  et  B"  sont  premiers  entre  eux,  celte  identité 
prouve  l'existence  d'un  diviseur  commun  à  A  et  à  B  de  degré  y  +  8. 

84.  Il  convient  d'établir  la  proposition  précédente  sons  une  forme  un  peu 
différente,  dont  tout  l'intérêt  n'apparaîtra  que  plus  tard. 

Supposons  que  les  coefficients  des  polynômes  A  et  B,  ordonnés  suivant  les 
puissances  descendantes  de  x,  contiennent  un  ou  plusieurs  paramètres  va- 
riables représentés  par  des  lettres;  on  est  déjà  convenu  de  conserver  le  nom 
de  polynômes  en  a;  à  de  pareilles  expressions;  quoique,  à  proprement  parler, 
A,  par  exemple,  ne  soit  pas  le  même  polynôme  (en  x)  quand  on  attribue  aux 
paramètres  qui  figurent  dans  ses  coefficients  des  systèmes  différents  de  va- 
leurs numériques,  il  est  commode  d'attribuer  à  l'expression  A  une  sorte  d'in- 
dividualité, de  la  regarder,  si  l'on  veut,  comme  un  même  polynôme  à  des  états 
différents;  ce  que  l'on  vient  de  dire  s'applique  aussi  bien  à  B. 

Dans  ces  conditions,  il  peut  arriver  que,  pour  certaines  valeurs  des  para- 
mètres, le  degré  de  A,  ou  de  B.  s'abaisse,  parce  que  les  premiers  coefficients 
sont  nuls.  Je  suppose  que  les  degrés  de  A  et  de  B  soient,  en  général,  a  et  p, 
mais  qu'ils  puissent  descendre  au-dessous  de  ces  nombres. 

Dans  diverses  circonstances,  que  l'on  précisera  plus  lard,  on  est  amené  à 
regarder  deux  pareils  polynômes  dont  les  degrés  s'abaissent  respectivement 
aux  nombres  a  —  a',  [3  —  ^  comme  ayant,  de  ce  fait,  une  sorte  de  diviseur 
commun  dont  le  degré  serait  le  plus  petit  des  nombres  a',  j3',  ou,  si  l'on  veut, 
dont  le  degré  serait  le  nombre  des  coefficients  qui,  à  partir  du  premier,  se- 
raient nuls  à  la  fois  dans  les  deux  polynômes  A,  B;  dans  ce  compte,  il  ne  faut 
pas  oublier  les  termes  qui  manqueraient  dans  A  ou  dans  B,  et  qui  doivent 
être  regardés  comme  affectés  du  coefficient  o. 

Ainsi,  les  deux  polynômes  en  x 

(m* —  \)x^-\-  (m^ —  ï)x^-i-  mx^-h  3x  —  4, 

(m  —  1  ) a^fi -}-  ( ni2 ^  i)x'* -4-  ( r?i^  —  i)x^  —  2 a?  -l-  2, 

dont  les  coefficients  contiennent  le  paramètre  m,  sont,  en  général,  l'un  du 
cinquième,  l'autre  du  sixième  degré;  pour  «1  =  1,  ils  se  réduisent  l'un  au  se- 
cond, l'autre  au  premier  degré.  Le  premier  doit  être  regardé  comme  ayant 
trois  coefficients  nuls,  au  commencement,  les  coefficients  de  x^,  de  x'*,  de  x^, 
le  second  comme  ayant  ses  quatre  premiers  coefficients  nuls,  ceux  de  a:*,  a*», 
x'*,  x^.  On  aurait  ici  a  =  5,   ^  =  6,  a'  =  3,  ^'  =  4- 

Pour  m  =  ],  les  deux  polynômes  doivent  être  regardés  comme  les  ana- 
logues de  polynômes  ayant  un  diviseur  commun  du  degré  3,  du  fait  que  dans 
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chacun  d'eux  les  trois  premiers  coefficients  sont  nuls.  D'ailleurs,  pour  m  =  i, 
les  polynômes  proposés  deviennent  respectivement 

a?2-!- 3a7  —  4  =  (^  —  0(^  +  4)7         — 2(37  —  i), 

et  ils  ont  encore  le  diviseur  commun  x —  i  qui  est  du  premier  degré.  Dans 
l'ordre  d'idées  que  je  viens  d'expliquer,  on  les  regarde  comme  les  analogues 
de  polynômes  qui  auraient  un  diviseur  commun  du  degré  4  =  3-4-1. 

Ces  considérations  prêtent  à  une  ambiguïté  de  langage,  qu'il  faut  éviter. 

Convenons  de  dire,  en  général,  que  les  deux  polynômes  A,  B,  dont  les  degrés 
i-especlifs  sont  inférieurs  ou  égaux  aux  nombres  a,  p,  ont  un  diviseur  commun 
de  degré  rectifié  y  =  y'-t-  ''  quand  ris  ont  un  diviseur  commun  de  degré 
vrai  y',  et  quand,  en  outre,  si  l'on  désigne  par  a  — -a',  ^  —  j3'  les  degrés  vrais 
des  polynômes  A,  B,  le  plus  petit  des  nombres  a',  ^'  est  égal  à  r,  en  sorte  qu'il  y 
aurait  /•  coefficients  nuls  au  commencement  de  A  et  de  B,  si  ces  polynômes 
étaient  écrits  comme  des  polynômes  complets  de  degrés  oc  et  'p.  Ces  conven- 
tions subsistent,  même  quand  ■/'  sera  nul,  et  que,  ainsi,  les  polynômes  A,  B 
n'ont  pas,  à  vrai  dire,  de  diviseur  commun,  mais  qu'il  y  a  /•  coefficients  nuls 
au  commencement  de  A  et  de  B. 

En  adoptant  ce  langage,  on  peut  remplacer  le  théorème  du  numéro  précé- 
dent par  celui-ci  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  polynômes  A  et  B 
aient  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  au  moins  égal  à  y  consiste  dans 
l'existence  de  polynômes  A',  B'  dont  les  degrés  (vrais)  soient  égaux  ou  inférieurs 
à  a  —  Y,  p  —  Yî  et  tels  que  l'on  ait  identiquement 

A'B  — B'A  =  o. 

La  condition  est  nécessaire  :  car,  si  les  polynômes  A,  B  ont  un  diviseur  de 
degré  rectifié  y  =  y' "•" ''  c'est,  d'une  part,  que  dans  l'un  et  dans  l'autre  les 
r  premiers  coefficients  sont  nuls,  en  sorte  que  leurs  degrés  vrais  sont  respec- 
tivement égaux  ou  inférieurs  à  a  —  /•,  ^  —  /•,  et  que,  d'autre  part,  ils  ont  un 
diviseur  commun  C  de  degré  (vrai)  y' 5  t'es  lors,  les  degrés  (vrais)  des  quo- 
tients A',  B'  obtenus  en  divisant  ces  polynômes  par  G  sont  au  plus  égaux   à 

%~'(—r,         ^  — y'— /• 

ou  à  a  —  Y?  ^" — Y-  ïl  en  serait  de  même,  a  fortiori,  si  le  degré  rectifié  du 
diviseur  commun  était  supérieur  à  y' H-  /'. 

La  condition  est  suffisante  :  supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  identiquement 
A'B  —  B'A  =  o,  et  que  les  degrés  (vrais)  a  —  a",  ^  —  ^"  des  polynômes  A'  et 
B'  soient  respectivement  inférieurs  ou  égaux  à  a — y,  [3  — y,  en  sorte  que  l'on 
ait  a"^  y,  |î'"^y.  H  suffira,  dans  la  démonstration,  de  considérer  le  cas  où  A' 
et  B'  sont  premiers  entre  eux;  car,  s'ils  avaient  un  diviseur  commun,  on 
pourrait,  comme  au  numéro  précédent,  les  remplacer  par  des  polynômes  dont 
les  degrés  seraient  moindres,  et,  par  conséquent,  moindres  que  a  —  y,  ^  —  y. 
Si  A'  et  B'  sont  premiers  entre  eux,  l'identité  A'B  =  B'A  implique  l'existence 
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(l'un  diviseur  G  commun  à  A  et  à  B,  le  quotient  de  A  par  A'  ou  de  B  par  B', 
dont  le  degré  vrai  est 

a_a'-(a-a")=^-^'-(iî-fi"); 

le  degré  rectifié  de  C  s'obtiendra  en  ajoutant  à  l'un  ou  à  l'autre  des  nombres 
égaux  a" — a'  ou  P"  —  [i'  le  plus  petit  des  nombres  a',  fi'  :  ce  sera  a",  si,  par 
exemple,  a'  est  inférieur  ou  égal  à  ji'.  Comme  a"  est  supérieur  ou  égal  à  y,  la 
proposition  est  démontrée. 

On  a  supposé,  sans  le  dire,  que  les  polynômes  A',  B'  qui  vérifient  l'iden- 
tité V'B  —  AB'  =  o  n'étaient  pas  nuls  identiquement.  Si  tous  les  deux  étaient 
identiquement  nuls,  il  n'y  aurait  rien  à  tirer  de  l'identité  A'B  —  AB'=o. 
Si  l'on  supposait,  par  exemple,  que  A'  fût  identiquement  nul,  mais  non  B', 
l'identité  A'B — AB'=o  entraînerait  l'identité  AB'=oct,  par  conséquent, 
l'identité  A  =  o,  puisque  B'  n'est  pas  identiquement  nul.  Les  deux  polynômes  A 
et  B,  dont  le  premier  est  identiquement  nul,  pourraient  être  regardés  comme 
ayant  le  diviseur  commun  B  de  degré  rectifié  j3  ;  puisque-/ ne  peut  dépasser  p, 
le  théorème  subsiste,  même  dans  ce  cas,  en  l'entendant  comme  on  vient  de 
l'expliquer. 


EXERCICES 

73.  Chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 

x'*-{-  x^  —  X- —  IX  —  1.     x'-*-\-  ix'^-^  3ar-+  IX  -t-  i  ; 
quelles  sont  les  valeurs  de  x  qui  annulent  l'un  ou  l'autre  de  ces  polynômes? 

74.  Trouver  les  racines  communes  aux  deux  polynômes 

x'* — ix^  —  x-{-i.     x'* — ^x'^-\-Ç)X- — Sx-{-i. 

Ta.  Il  résulte  de  l'exercice  4o  que,  si  a  est  une  racine  de  l'équation 

(l)  X^-\-X- —  'IX  —  I  =  o, 

les  nombres  «^ — 2,  (a^ — 2)- — 2  sont  aussi  des  racines  de  cette  équation. 
Peut-il  arriver,  en  supposant  toujours  que  a  soit  une  racine  de  l'équation  (i), 
que  deux  des  nombres 

a,     a  -  —  2,     (a-  —  2  )  -  —  ij 
soient  éjraux  ? 
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Le  nombre  [(a' — 2)2 —  2]^ — 2  est  aussi  une  racine  de  l'équation  (1);  il  est 
forcément  égal  à  l'un  des  nombres  a.  a- —  2,  (a^—  2)- —  i.  Auquel  ? 

76.  Quel  est  le  plus  petit  commun  multiple  des  polynômes 

cr^ — I,     x'' — I,     x^- — I? 

77.  Quel  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes 

(^2— 3:p -^  2)2(^-+ Sa; -^  ■2)2(x2  — i)(a:  4- 3), 
(37* — i)3(a?- — ^y(cr--^  "îa-  —  3)? 

78.  Si  l'on  d<^signe  par  Aj,  A2,  .  . .,  A„,  Bj,  By,  ....  B^,  des  polynômes  en  x, 
le  plus  grand  commun  diviseur  (ou  le  plus  petit  commun  multiple)  des  poly- 
nômes 

A,B,,     A,  B.,     ...,     A,n„, 
A.3B,.     A2B., A,  B/„ 


A„B,,     A„B,,     ....     A,B/, 

est  le  produit  du  plus  grand  commun  diviseur  (ou  du  plus  petit  commun 
multiple)  des  polynômes  A,,  A2,  ...,  A„,  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
(ou  le  plus  petit  commun  multiple)  des  polynômes  Bj,  B^,  .  ..,  By^. 

79.  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A-  et  B^  est  le  carré  du 
plus  grand  commun  diviseur  des  polvnomes  A,  B. 

80.  En  désignant  par  A,  B,  A',  B'  des  polynômes,  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  polynômes 

AA',     AB'^A'B,     BB' 

est  le  produit  du  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A,  B  par  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  A',  B'. 

81.  Si  A  et  B  sont  deux  polynômes  en  x  premiers  entre  eux,  et  ff(x)  un 
polynôme  quelconque,  il  existe  deux  polynômes  Ai,  B,  tels  que  l'on  ait  iden- 
tiquement 

^(a7)  =  B,A-^A,B 
ou 

AB  A         B  ' 

C'est  une  conséquence  immédiate  de  l'identité  (1)  du  n"  82,  en  multipliant 


2l8  CHAPITRI-:   V. 

les  deux  membres  par  g{x)  et  en  posant 

P^"-(.r)  =  A„         Q^-(^)  =  B,. 

Si  V,  B,  ...,  L  sont  des  polynômes  en  x,  premiers  deux  à  deux,  et  ff(-v) 
un  polynôme  quelconque,  il  existe  des  polynômes  Ai,  Bj,  . . .,  Li,  tels  que  l'on 
ait  identiquement 

AB . . .  L  ~   A         B        •  •  •  "^  "L  ' 


82.   Quels  que  soient  les  polynômes  g(x)  et  A,   on  peut  mettre  la  fraction 
itionnelle  *  , 
sous  la  forme 


rationnelle  *  .  —  >  où  x  désigne  un  nombre  naturel,  et  cela  d'une  seule  façon, 


«a-1 


,Va         A«-i  A 


E(r), 


où  «j,  a,,  . . .,  «a-i  désignent  des  polynômes  en  x,  dont  les  degrés  sont  infé- 
rieurs à  celui  de  A  et  où  E(x)  est  le  quotient  entier  de  la  division  de  g{x) 
par  \*  {voir  Ex.  VA). 

Si   A,   B,  G,   ...,  L  sont  des  polynômes  premiers   entre   eux   deux   à    deux 
et  a.   p,  ...,  X  des  nombres  naturels,  on  peut  mettre  la  fraction  rationnelle 

g(x) 
A«B,3...L> 


sous  la  forme 


ff{^) 

«0                    «1 

■   H-  .  . 
-1-  .  . 

«a-i 

A«BP.. 

.  I> 

A«        Aa-i 

,    il    ,    J'L 
^  BP  ^  BP-i 

-+- 

••    '       A 

-f-  . 

-V 

E(^), 


où  E(a^)  désigne  le  quotient  entier  de  la  division  de  g{x)  par  AaB?...L^^, 
et  où  Oq.  ...,  «a-i  sont  des  polynômes  don  le  degré  est  inférieur  à  celui 
de  A,  Z>o,  ...,  6|3-i  des  polynômes  dont  le  degré  est  inférieur  à  celui 
de  B,  etc .... 

Que  devient  cette  pro;)  ).iition  quand  les  polynômes  A,  B,  ...,  L  sont  du 
premier  degré  ? 

83.  Étant  donnés  le  polynôme  g{x)  d'une  part  et,  d'autre  part,  les  poly- 
nômes <f{x)  et  A,  premiers  entre  eux,  il  existe  un  polynôme  a,  de  degré  infé- 
rieur à  A,  cl  un  seul,  tel  que  g{x)  —  a'^{x)  soit  divisible  par  A. 

S"  (  x^ 
Déduire  de  là  que  la  fraction  rationnelle  -r--— ->  où  a  désigne  un  nombre 
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naturel,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

g{.T)  «0     ,       «1       ,  ,    «a-1    ,    jÇ'iC^) 


A«ç(^)        A*        A*-'        ■■■  A  o{x) 

où  gt{x)^  ao,  «1,  . . .,  «a— 1  sont  des  polynômes  en  x  dont  les  a  derniers  sont 
de  degré  inférieur  au  degré  de  A.  Il  n'existe  qu'un  seul  système  de  polynômes 
^i(a:),  «oi  ^ii  •••1  ^*a-i5  satisfaisant  à  cette  dernière  condition,  tels  que  l'éga- 
lité précédente  soit  une  identité. 

En  conclure  une  nouvelle  démonstration  de  la  proposition  principale  de 
l'exercice  précédent,  et  montrer  que,  lorsqu'on  se  donne  les  polynômes  g{x)^ 
A,  B,  . . .,  L  et  les  nombres  naturels  a,  p,  . . . ,  À,  la  fraction 

gi-T) 


A«Bfi...  L>- 


ne  peut  se  mettre  sous  la  forme  indiquée  que  d'une  seule  façon,  c'est-à-dire 
que  les  polynômes  «oi  •••i  «a-ii  •••1  l\-\  sont  entièrement  déterminés,  en 
supposant  que  la  condition  relative  au  degré  de  ces  polynômes  soit  vérifiée. 

Si.  Si  A  et  B  sont  deux  polynômes  en  .r  premiers  entre  eux,  il  ne  peut 
exister  de  polynômes  en  .r,  y  (dont  lun  ne  se  réduise  pas  à  une  constante) 
tels  que  leur  produit  soit  identique  à  Ajk  -1-  B. 

80.  Si  A,  B,  G  sont  trois  polynômes  en  j",  premiers  entre  eux  dans  leur  en- 
semble, et  tels  que  le  polynôme  B^ —  4^G  ne  soit  pas  le  carré  d'un  polynôme 
en  37,  il  ne  peut  exister  deux  polynômes  en  x^  y  (dont  l'un  ne  se  réduise  pas 
à  une  constante)  tels  que  leur  produit  soit  identique  à  P^y--^  ^f  -^  G. 

86.  En  désignant  par  m  un  nombre  naturel,  il  y  a  deux  polynômes  (n°  82) 
/{x)  et  g{x)  de  degré  m  —  i,  tels  que  l'on  ait  identiquement, 

x"^f{x)-+-  (1  —  x)'>^g(x)  —  I  ; 

montrer  que  l'on  a  identiquement 

f{\—x)  =  g(x),         g(i  —  x)=/(x). 

87.  Si  A  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A,  B,  G,  . . .,  L, 
il  existe  des  polynômes  A',  B',  G',  ..  .,  L'  tels  que  l'on  ait  identiquement 

AA'-4-BB'-)-  GG'+...  +  LL'=  A. 

88.  Si  les  polynômes  Aj,  Aj,  Aj  ont  le  même  plus  grand  commun  diviseur 
que  les  polynômes  B,,  B,,  il  existe  des  polynômes  a,,  a,,  aj,  a',,  aj,  %'^,  jâ,,  p^, 
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Pn  P-i)  ?li  P2  tels  que  l'on  ait 

Bj  =  ajAi  -+-  «,-'^2  -i-  «3  A3, 
62=  a.  Al  +  a^  A2  +  aj  A3, 
A,=.^,B, +S3,B2, 

A2=|3;b,+  ^;b2, 

A3=;î'lB,-f-^';B,  ; 

réciproquement,  l'existence  de  polynômes  aj,  ...,   p!,  vérifiant  ces  identités, 
implique  que   les   polynômes  Ai,  A2,  A3  aient  le  même  plus  grand  commun 
diviseur  que  les  polynômes  Bi,  B.2. 
Généraliser  cette  proposition. 


CHAPITRE  VI. 

NOMBRES  IMAGINAIRES. 


§  1.  -  DÉFINITIONS  :  OPÉRATIONS  SUR  LES  NOMRRES  IMAGINAIRES. 

80.  Les  théories  précédentes  sont  susceptibles  de  recevoir  une  ex- 
tension considérable  par  Tintroduction  des  nombres  complexes  (') 
ou  imaginaires,  dont  je  vais  maintenant  m'occuper. 

Ces  nombres  ont  leur  origine  dans  la  résolution  de  l'équation  du 
second  degré. 

Soit 

(1)  ax- -^  bx -\- c  ^=  o 

une  telle  équation,  à  coefficients  réels.  On  sait  que,  si  ces  coefficients 
vérifient  la  condition  h- — /\ac^o,  l'équation  a  deux  racines  dis- 
tinctes 


(.)  -b±^f>^-^, 


ces  deux  racines  deviennent  égales  quand  b- — .^ac  est  nul;  lorsque 
b- —  4<^c  est  négatif,  les  formules  (2)  n'ont  plus  de  sens,  et  il  n'y  a 
aucun  nombre  réel  qui  vérifie  l'équation  (i ). 

Si,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (1),  on  remplace  x  par 
l'une  ou  l'autre  des  expressions  (2)  et  que  l'on  développe  les  calculs 
en  remplaçant  le  carré  de  y/6- — 4^c  par  b- — ^ac,  on  trouve  identi- 
quement o;  lorsque  b- — ^ac  est  négatif  et  que,  par  conséquent,  le 
calcul  que  l'on  vient  de  décrire  n'a  pas  de  sens,  peut-on  attribuer 
quelque  signification  à  ce  résultat? 


(')  L'expi-ession  nombre  complexe  s'emploie  dans  un  sens  plus  général  que  celui 
qui  sera  défini  dans  le  présent  Chapilre. 
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Dans  ce  cas,  b-  —  ^ac  peut  s'écrire  ( — i)(4«c  —  b'))  le  facteur 
^ac  —  b-  est  positif. 

Lorsque  a,  ^  sont  des  nombres  positifs,  on  peut  écrire,  en  donnant 
aux  radicaux  leur  signification  arithmétique,  y/ap  =  y/a  ^/^ .  On  a  eu 
l'idée  d'employer  la  même  formule  lorsque  a  est  négatif,  plus  parti- 
culièrement égal  à  —  I,  et  d'écrire 

y/^"^  —  4  «c  =  \/ —  I  \/4  «c  —  b^  ; 

le  premier  membre  n'a  pas  de  sens;  dans  le  second  membre,  le  fac- 
teur y/ —  I  n'en  a  pas  non  plus  ;  quoi  qu'il  en  soit,  les  expressions  (2), 
avec  cette  notation  dénuée  de  sens,  s'écrivent 


—  b±  v/ —  I  yj [\ac 


En  reniplaçant,  dans  ax--\-  bx-\-  c,  x  par  l'une  ou  l'autre  de  ces 
expressions,  en  calculant,  d'après  les  règles  ordinaires,  et  en  rempla- 
çant, dans  le  résultat,  (y/' —  ij"  par  —  i ,  on  trouve  encore  o;  ce  calcul 
n'a  pas  plus  de  signification  que  le  précédent,  dont  au  fond  il  ne  dif- 
fère pas;  mais  il  devient  facile  de  lui  en  donner  une. 

Le  résultat  de  ce  calcul  peut  en  effet  s'exprimer  en  disant  que,  si 
l'on  désigne  par  i  une  variable  réelle  quelconque,  et  si  l'on  remplace, 
dans  ax--\-  bx  +  c,  x  par  l'expression 


b  ±  i  vZ-î  ac  —  h- 


qui  a  une  signification  très  claire  dans  le  cas  où  nous  nous  plaçons 
(4«c  —  6->o),  le  résultat,  qui  est  évidemment  un  polynôme  du 
second  degré  en  /,  s'annule  identiquement  quand  on  y  remplace  /- 
par  —  1,  c'est-à-dire  (n"53)  qu'il  est  divisible  par  i^-{-  i.  Au  reste,  la 
vérification  est  iuimédiate  et  l'on  trouve  que  l'on  a,  identiquement 
en  f, 

acc^-\-  bcr^c  = ;; (i--i-  l), 


,                     ,           ,          ,                .                 ,                      —  b  ±  i\/^ac  —  b^ 
quand  on  remplace  dans  le  premier  membre  x  par ^ • 

Cette  remarque,  au  premier  abord,   paraît  bien  peu  importante; 
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mais  le  lecteur  soupçonnera  tout  au  moins  sa  portée  en  lisant  l'affir- 
mation suivante,  qui  est  une  des  formes  que  l'on  peut  donner  à  la 
proposition  connue  sous  le  nom  de  théorème  fondamental  de  l'Al- 
gèbre et  sur  la  démonstration  de  laquelle  je  reviendrai  plus  tard. 

Etant  donné  un  polynôme  à  deux  variables  x  et  /,  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  nombres  réels,  il  existe  un  binôme  a-f-[3/,  à  coeffi- 
cients réels  a  et  ,3,  tel  que  si,  dans  le  polynôme  donné,  on  remplacer 
par  a  +  ^/,  le  résultat  soit  divisible  par  /--h  i.  J^a  proposition  sub- 
siste quand,  dans  le  polynôme  donné,  tous  les  termes  qui  contiennent  i 
disparaissent,  c'est-à-dire  quand  ce  polynôme  se  réduit  à  un  poly- 
nôme en  .r,  à  coefficients  réels. 

Le  simple  énoncé  de  ce  théorème  montre  suffisamment  que  l'obser- 
vation faite  sur  le  cas  d'un  trinôme  du  second  degré  est  loin  d'être 
isolée. 

Si,  par  exemple,  dans  le  polynôme  x'-^ — 2X-l-4j  .01^  remplace  x 
par  I  H-  /,  il  devient 

(i  -4-  if—  2(1  -h  i)  -i-  4  =  ï^  -+-  3  {2  -+-  i  —  3 

en  y  remplaçant  de  même  x  par  i  —  /,  il  deviendrait  évidemment 
(t'^H-  i)  ( —  /+  3).  Le  polynôme  proposé  devient  divisible  par  «-+  i 
quand  on  y  remplace  x  par  i  +  i  ou   i  —  i. 

Ainsi,  quand  on  remplace  dans  le  polynôme  ax-  -h  bx  -h  c,  où  «, 
6,  c  sont  des  nombres  réels  vérifiant  la  condition  ^ac  —  b-'^  o^  x  par 

—  b±i\/^ac  —  b-  ,  ,  ,  . 
î  ou,  dans  le  polynôme  x^ —  ix  -\-  ^^  x  par  i  ±  i. 


c'est  le  reste  de  la  division  par  «*+  i  du  résultat  de  la  substitution 
qui  est  nul.  On  sera  en  droit  de  dire  que  les  polynômes   s'annulent 

respectivement  quand  on  y  remplace  x  par >   ou  x 

par  i  ±  ^  à  condition  de  remplacer  le  résultat  de  la  substitution  par 
ce  reste. 

86.  On  est  ainsi  amené  à  développer  des  règles  de  calcul  relatives 
à  des  expressions  de  la  forme  a  +  a' i^  où  a  et  a!  sont  des  nombres 
réels  quelconques  et  où  i  désigne,  pour  le  moment,  une  variable 
réelle,  règles  dans  lesquelles  les  résultats  obtenus  d'abord  en  suivant 
les  règles  ordinaires  du  calcul  algébrique  sont  systématiquement 
remplacés  par  les  restes  d'une  division  par  «■*-}-  i . 
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Les  expressions  de  la  forme  a-\-a'i^  lorsque  l'on  convient  de  les 
soumettre  à  ces  règles  de  calcul,  prennent  le  nom  de  nombres  com- 
plexes ou  de  nombres  imaginaires. 

Règle  générale.  —  Si  l'on  a  à  effectuer  des  additions,  des  sous- 
tractions, des  midtiplications  sur  des  expressions  de  la  forme  a-\-a' i^ 
où  a  et  a'  sont  des  nombres  réels,  on  commencera  par  effectuer  ces 
opérations,  d'après  les  règles  habituelles  du  calcul  des  polynômes, 
comme  si  i  désignait  une  variable  réelle,  puis  on  cherchera  le  reste  de 
la  division  du  résultat  par  i--\-\;  ce  reste  sera,  par  définition,  le 
résultat  des  opérations  à  effectuer  sur  les  expressions  de  la  forme 
a  -\-  a'  i. 

Si  le  reste  est  nul,  le  résultat  sera  regardé  comme  égal  à  o. 

On  trouve,  par  exemple,  un  résultat  nul  quand  on  remplace  x 
par  I  H-  i  ou  par  i  —  i  dans  le  poljnome  x'-^  —  2:r  +  4  ;  c'est  ce  qu'on 
entend  en  disant  que  ce  poljnome  admet  les  racines  imaginaires  i  -f-«, 
I  —  i.  On  trouve  encore  un  résultat  nul  lorsque,  dans  le  polynôme 
ax- -\-  bx  +  c,  où  rt,  ^,  c  sont  des  nombres  réels  vérifiant  la  condi- 
tion ^ac  —  ^->-o,  on  remplace  x  par  l'un  ou  l'autre  des  deux 
nombres 

b   ^  v/4  <ic  —  62  . 
•xa  la  ' 

et  c'est  ce  qu'on  entend  en  disant  que,  dans  ce  cas,  l'équation 
ax--\-  bx  -j-  c  =  o  admet  deux  racines  imaginaires,  dont  l'expression 
est  écrite  plus  haut. 

La  lettre  i  tient  ainsi  un  rôle  très  particulier  :  dans  un  polynôme 
où  elle  figure  à  la  place  d'une  variable,  on  ne  s'inquiète  que  du  reste 
de  la  division  par  i- -\-  1;  deux  pareils  polynômes  sont  regardés 
comme  égaux  quand  les  restes  sont  les  mêmes,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  quand  leur  différence  est  divisible  par  i^ -\- i  (').  En  particu- 
lier, un  polynôme  en  i  est  regardé  comme  égal  à  son  reste.  Plus  parti- 
culièrement le  polynôme  i-  est  regardé  comme  égal  à  — i,  qui  est 
le  reste  de  la  division  de  i-  par  i- -\~  i .  Dès  que  l'on  fait  cette  con- 


(')  Cette  déQnition  de  l'égalité  satisfait  aux  trois  conditions  que  doit  vérifier  toute 
définition  de  l'égalité  :  un  objet  est  égal  à  lui-même;  si  un  premier  objet  est  égal  à 
un  second,  le  second  objet  est  égal  au  premier;  si  deux  objets  sont  égaux  à  un  troi- 
sième, ils  sont  égaux  entre  eux. 
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vention,  il  est  clair  qu'on  ne  peut  plus  regarder  la  lettre  «  comme  une 
variable  réelle. 

Il  faut  se  garder,  partout  où  quelque  confusion  serait  possible, 
d'employer  la  lettre  i  avec  le  sens  qu'on  vient  de  spécifier  et  un  autre 
sens. 

Un  nombre  imaginaire  a  -\-  n'  '  est  défini  quand  on  donne  les  deux 
nombres  réels  a,  a'  au  moyen  desquels  il  est  formé  :  ces  deux  nombres 
jouent  un  rôle  très  différent;  l'un  a  s'appelle  la  partie  réelle  du 
nombre  imaginaire,  l'autre  a'  s'appelle  le  coefficient  de  /. 

Deux  nombres  imaginaires  formés  avec  la  même  partie  réelle  et  le 
même  coefficient  de  i  doivent  naturellement  être  regardés  comme  le 
même  nombre  imaginaire;  si,  dans  les  deux  nombres,  les  parties 
réelles  ou  les  coefficients  de  /  ne  sont  pas  les  mêmes,  les  deux  nombres 
sont  distincts. 

En  d'autres  termes,  deux  nombres  imaginaires  a  -\-  a'  i^  6  H-  6't,  oiî 
a,  a',  è,  b'  sont  des  nombres  réels,  sont  dits  égaux  et  l'on  écrit 

a  +  a'  i  =^  b  ^  b'  t, 

lorsque  l'on  a  a^=^a!^  b  =^  b'  et  seulement  dans  ce  cas;  l'égalité 
unique  a  -f-  a' i=  b-\-  b' i  remplace  en  réalité  deux  égalités. 

Cette  définition  de  l'égalité  de  deux  nombres  imaginaires  est  la 
même  que  celle  qu'on  a  adoptée  plus  haut  pour  deux  polynômes  en  i, 
puisqu'un  binôme  a-\-di.,  du  premier  degré  en  /,  est  le  reste  de  la 
division  de  ce  binôme  par  i^  -\-\. 

Lorsque,  dans  l'expression  a  -\-  a'  i,  le  coefficient  de  i  est  nul,  on 
la  confond  avec  le  nombre  réel  a  :  les  nombres  complexes  com- 
prennent donc  les  nombres  réels  comme  cas  particulier.  De  même,  en 
Arithmétique,  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  i  est  regardée 
comme  la  même  chose  que  son  numérateur. 

Cette  convention  est  légitime,  puisque  les  calculs  sur  des  nombres 
imaginaires  dans  lesquels  les  coefficients  de  i  seraient  nuls,  effectués 
d'après  la  règle  qu'on  a  donnée  plus  haut,  se  réduisent  évidemment 
aux  calculs  effectués  sur  des  nombres  réels,  d'après  les  règles  qui 
concernent  ces  nombres.  Cette  observation  s'appliquera  à  la  division 
quand  on  l'aura  définie. 

Les  nombres  imaginaires  comprenant  les  nombres  réels,  il  est  per- 
mis de  dire  un  nombre,  au  lieu  de  dire  un  nombre  imaginaire;  cette 
T.  i5 
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convention,  toute  pareille  à  celle  qu'on  fait  en  Arithmétique  quand 
on  passe  des  nombres  entiers  aux  fractions,  est  d'autant  plus  avanta- 
geuse qu'il  est  naturel  d'opposer  dans  une  certaine  mesure  les  nombres 
imaginaires  aux  nombres  réels,  c'est-à-dire  de  sous-entendre,  quand 
on  parle  d'un  nombre  imaginaire,  que  le  coefficient  de  /,  dans  ce 
nombre,  n'est  pas  nul. 

Un  nombre  imaginaire  dans  lequel  la  partie  réelle  est  nulle  et  qui, 
ainsi,  est  représenté  par  un  symbole  tel  que  a' i  est  dit  purement 
imaginaire. 

Lorsque  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  d'un  nombre  imagi- 
naire sont  nuls  l'un  et  l'autre,  et  seulement  dans  ce  cas,  le  nombre 
imaginaire  est  dit  nul;  on  le  représente  par  o.  Cette  convention  est 
contenue  dans  celle  qui  fait  comprendre  les  nombres  réels  dans  les 
nombres  imaginaires. 

Deux  nombres  imaginaires  a  -\-  a' i.,  a  —  a'  i  dans  lesquels  les  par- 
ties réelles  sont  les  mêmes  et  les  coefficients  de  i  des  nombres  symé- 
triques sont  dits  conjugués  :  deux  nombres  imaginaires  conjugués 
ne  peuvent  être  égaux  sans  que  les  coefficients  de  i  soient  nuls;  un 
nombre  réel  est  son  propre  conjugué. 

Deux  nombres  imaginaires  a  -\-  a' i.,  —  a  —  a'  i  dans  l'un  desquels 
la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  se  déduisent  de  la  partie  réelle  et 
du  coefficient  de  /  dans  l'autre  en  les  changeant  de  signe  sont  dits  sy- 
métriques. L'expression  égaux  et  de  signes  contraires  que  l'on 
emploie  quelquefois  est  incorrecte,  puisque  le  signe  d'un  nombre 
imaginaire  n'est  pas  quelque  chose  de  défini  (').  Deux  nombres  symé- 
triques ne  peuvent  être  égaux  que  s'ils  sont  nuls  l'un  et  l'autre.  Deux 
nombres  purement  imaginaires  conjugués  sont  symétriques. 

87.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  un  nombre  imaginaire  est  en- 
tièrement défini  par  deux  nombres  réels  a,  a'  qui  jouent  un  rôle  dis- 
tinct; rien  n'empêche,  si  on  le  veut,  de  regarder  la  lettre  i  comme  un 
simple  signe  accolé  à  l'un  des  deux  nombres  «,  a'  pour  le  distinguer 
de  l'autre  :  on  peut  même  la  supprimer  et,  au  lieu  de  a-\-a'i.,  écrire 


(')  11  y  a  en  réalité  deux  signes  à  considérer:  le  sii;ne  de  la  partie  réelle,  le  signe 
de  la  partie  imaginaire.  Toutefois,  j'emploierai  à  l'occasion  l'expression  changer  de 
signe  un  nombre  imaginaire  avec  le  même  sens  que  remplacer  un  nombre  imagi- 
naire par  son  symétrique. 


NOMBRES   IMAGINAIRES.  227 

par  exemple  (a,  a'),  en  convenant  d'écrire  toujours  le  premier  le 
nombre  qui  tiendra  le  rôle  de  la  partie  réelle  et,  le  second,  le  nombre 
qui  tiendra  le  rôle  du  coefficient  de  i]  dans  cette  notation,  le  nombre 
réel  a  se  représenterait  par  («,  o),  le  nombre  purement  imaginaire  «'/ 
par  la  notation  (o,  à),  le  nombre  i  par  la  notation  (o,  i),  le  nombre  o 
par  la  notation  (o,  o). 

Le  lecteur  peut,  s'il  le  veut,  se  représenter  ainsi  un  nombre  imagi- 
naire comme  un  couple  de  nombres  réels,  de  même  qu'on  peut,  en 
Arithmétique,  se  représenter  une  fraction  comme  un  couple  de  deux 
nombres  entiers.  Naturellement,  sur  ces  nouveaux  nombres  (ces 
couples  de  nombres  réels),  toutes  les  définitions  relatives  à  l'égalité, 
à  l'addition,  à  la  soustraction,  à  la  multiplication,  à  la  division  doi- 
vent alors  être  reprises  l'une  après  l'autre.  Ce  qui  précède  suffit  évi- 
demment à  la  définition  de  l'égalité. 

Quant  aux  opérations  d'addition,  de  soustraction,  de  multiplica- 
tion sur  les  nombres  réels  ou  imaginaires,  je  les  définirai  toutes  par 
la  règle  du  numéro  précédent  en  insistant,  pour  chacune  de  ces  opé- 
rations, sur  la  façon  dont  on  calcule  la  partie  réelle  et  le  coefficient 
de  i  dans  le  résultat. 

Rien  n'empêcherait  de  prendre  chacune  des  règles  particulières  à 
laquelle  je  parviendrai  ainsi  comme  la  définition,  au  point  de  vue 
qu'on  vient  d'indiquer,  de  l'opération  correspondante,  effectuée  sur 
des  couples  de  nombres  réels,  et  d'établir  ensuite  les  propriétés  fon- 
damentales de  cette  opération,  qui,  pour  nous,  résulteront  de  la  con- 
sidération des  restes  de  la  division  par  i^-{-  \. 

Avant  d'entrer  dans  le  détail  des  opérations,  je  dois  faire  observer 
qu'il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  représenter  par  une  seule  lettre  un 
nombre  imaginaire  :  on  s'est  déjà  souvent  servi  d'une  lettre  pour  dési- 
gner tout  un  polynôme;  il  s'agira  maintenant  d'un  polynôme  en  i,  ou 
plutôt  du  reste  de  la  division  de  ce  polynôme  par  i'^-f-i. 


88.   Addition  et  soustraction.  —  Étant  donnés  deux  ou  plusieurs 
nombres  (réels  ou  imaginaires) 

A  =  a  -+-  a'  i,         B  =  6  -+-  6'  I ,         G  =  c  -i-  c'  t ,         . . . , 
où  «,  6,  c,  ...,  a',  6',  c',  ...  sont  des  nombres  réels,  on  doit,  pour 
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effectuer  leur  somme,  faire  la  somme 

a  -H  a'  I  -t-  é  -f-  6'  t  -1-  c  -t-  c'  t  -H . . .  =  (  a  -I-  6  -f-  c  -I- . . .  )  H-  (  a'  -I-  6'  -+-  c'  •+- . . .  )  i, 

comme  si  i  était  une  variable  réelle,  puis  prendre  le  reste  de  la  divi- 
sion par  i--\-\]  puisque  la  somme  est  du  premier  degré,  au  plus, 
en  f,  elle  est  précisément  le  reste  cherché  :  la  partie  réelle  de  la 
somme  est  la  somme  des  parties  réelles;  le  coefficient  de  i  est  la 
somme  des  coefficients  de  i.  En  se  plaçant  au  point  de  vue  du  nu- 
méro précédent,  ce  serait  là  la  définition  de  l'addition  des  nombres 
imaginaires. 

Par  exemple,  la  somme  des  nombres  2  +  3i',  —  /,  |,  4«  est  |  +  6/ ; 
la  somme  des  nombres  2  /,  i  —  / ,  —  i  est  i . 

Il  est  manifeste  que,  dans  une  somme  de  deux  ou  plusieurs  nombres, 
on  peut  ranger  les  termes  dans  l'ordre  qu'on  veut,  remplacer  tels 
termes  que  Ton  veut  par  leur  somme  effectuée,  ajouter©  à  un  nombre 
sans  le  changer,  supprimer  les  termes  qui  se  détruisent.  On  peut  dire 
encore  que  l'addition  des  nombres  réels  ou  imaginaires,  pour  laquelle 
on  adopte  le  même  signe  +  que  pour  les  nombres  réels,  obéit  aux 
lois  qu'expriment  les  égalités  qui  suivent  : 

A  -+-  B  =  B  4-  A, 

A+(B  +  C)  =  (A-^B)-4-G, 
A  -H  o  =  A, 

qui  constituent  les  propriétés  fondamentales  de  l'addition. 

Un  nombre  a -\-  a'  i  peut  être  regardé  comme  la  somme  de  sa  partie 
réelle  a  et  de  sa  partie  (purement)  imaginaire  a'  i. 

La  somme  de  deux  nombres  imaginaires  conjugués  est  le  double 
de  la  partie  réelle  de  ces  nombres. 

La  somme  de  deux  nombres  symétriques  (réels  ou  imaginaires) 
est  o;  la  somme  de  deux  nombres  ne  peut  être  o  que  s'ils  sont  symé- 
triques. 

La  différence  A— B  des  deux  nombres  a-\-a'i,  b -\- b' i  est  le 
nombre  a — b-\-{a' — b')i;  c'est  le  seul  nombre  qui,  ajouté  à  B, 
reproduise  A;  elle  est  nulle  si  A  est  égal  à  B,  et  seulement  dans  ce 
cas. 

On  peut  affecter  du  signe  H-  ou  du  signe  —  une  lettre  qui  repré- 
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sente  un  nombre  imaginaire  ;  +  A  désigne  le  même  nombre  que  A, 

—  A  le  nombre  symétrique  de  A. 

Dans  une  expression  telle  que  A —  B  -h  C  —  D,  les  signes  — ,  +, 

—  peuvent  être  regardés  comme  des  signes  d'opération  :  on  a  à  retran- 
cher B  de  A,  à  ajouter  C  au  résultat,  puis  à  retrancher  D;  ces  signes 
peuvent  être  attachés  aux  lettres  qui  les  suivent;  l'expression  précé- 
dente représente  alors  la  somme  des  nombres  A,  —  B,  -f-  C,  —  D  ; 
les  deux  significations  sont  équivalentes. 

89.  Multiplication.  —  Pour  faire  le  pioduit  de  deux  ou  plusieurs 
nombres,  des  nombres 

A  =  <z  -H  a'  î,         B  =  b  -i-  b'  i,         C  =  c  -h  c'  i, 

par  exemple,  on  doit  faire  le  produit  des  trois  binômes,  comme  si  / 
était  une  variable  réelle;  on  obtient  ainsi 

abc  -\-  {a' bc  -^  ah' c  -+-  abc' )i  -h  (ab' c'  -h  a' bc'  +  a' b' c)i^-\-  a' b' c' i^  ; 

on  a  ensuite  à  chercher  le  reste  de  la  division  par  f--t-  i,  ou  à  rem- 
placer i'^  par  —  I ,  i^  par  —  i,  ce  qui  donne 

(  abc  —  ab'  c'  —  a'  bc  —  a  b'  c)  -+-  {abc  -\-  ab'  c  -\-  abc'  —  a'  b'  c')i. 

On  ne  modifie  pas  le  reste  de  la  division  par  i- -\-  i  quand  on  inter- 
vertit l'ordre  des  facteurs,  ou  que  l'on  remplace  deux  ou  plusieurs 
facteurs  par  leur  produit  effectué,  ou  encore  par  le  reste  de  la  division 
par  /-  -h  1  de  ce  produit  partiel  :  dans  un  produit  de  facteurs  imagi- 
naires on  peut  intervertir  l'ordre  des  termes,  grouper  les  facteurs 
comme  on  veut.  On  ne  change  pas  un  produit  en  introduisant  ou  en 
supprimant  un  facteur  égal  à  i ,  ou  en  supprimant  un  groupe  de  fac- 
teurs dont  le  produit  est  égal  à  i . 

Lorsque,  dans  un  produit  de  nombres  réels  ou  imaginaires,  un  fac- 
teur est  nul,  le  produit  est  nul  :  car  le  polynôme  en  /,  obtenu  en  fai- 
sant la  multiplication  comme  si  f  était  une  variable  réelle,  est  divisible 
par  f  2  -h  i . 

Réciproquement,  si  un  produit  de  facteurs  est  nul,  l'un  des  facteurs 
est  nul.  En  effet,  dire  que  le  produit  des  nombres  imaginaires  a  -t-  a  i^ 
b  -\-  b' i,  c  -\-  c' i,  par  exemple,  est  nul,  c'est  dire  que  le  polynôme  en  c 
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obtenu  en  développant 

(  a  -4-  a't)  (è  -t-  b'  i)  (c  -h  c' i) 

comme  si  i  était  une  variable  réelle,  est  divisible  par  i^-\-  \ .  Restons 
un  moment  à  ce  point  de  vue  ;  si  aucun  des  binômes  a  -\-  a!  i,  b  -[-  b'  i, 
c  +  c'f  n'est  identiquement  nul,  c'est  que  chacun  d'eux  est  premier 
avec  i^ -\-  \  ;  il  en  est  de  même  de  leur  produit  (n"  76),  qui,  ainsi, 
ne  peut  être  divisible  par  /--i-  i  ;  le  produit  ne  peut  donc  être  nul,  si 
l'on  se  place  au  point  de  vue  du  calcul  des  nombres  imaginaires. 

Pour  multiplier  une  somme  de  deux  nombres  imaginaires  A,  B  par 
un  troisième  C,  on  peut  multiplier  successivement  les  deux  nombres  A, 
B  par  G  et  faire  la  somme  des  produits.  En  d'autres  termes  on 
peut  écrire,  en  employant  pour  les  nombres  imaginaires  les  mêmes 
notations  que  pour  les  nombres  réels, 

(A-i-B)G  =  AG-t-BG. 

L'égalité  est  en  effet  évidente,  quand  on  effectue  simplement  les 
opérations  sur  les  binômes  a  +  a' i,  b  -\-  b' i^  c  +  c' i,  comme  si  i  était 
une  variable  quelconque  (n"  33);  les  restes  de  la  division  par  i^  -\-  i 
des  deux  membres  sont  les  mêmes;  et  le  reste  relatif  au  premier 
membre  n'est  pas  changé  quand  on  remplace  A  +  B  par  son  reste,  le 
reste  relatif  au  second  membre  n'est  pas  changé  quand  on  y  remplace 
A,  B,  G  par  leurs  restes  (n"  76). 

La  proposition  et  la  démonstration  s'étendent  au  cas  où  la  somme 
contient  autant  de  termes  qu'on  veut;  elle  s'applique  aussi  bien  à  une 
différence  qu'à  une  somme,  puisqu'une  différence  peut  être  regardée 
comme  une  somme.  Elle  s'applique  en  particulier  à  la  multiplication 
d'un  nombre  imaginaire,  3  —  5/  par  exemple,  par  un  nombre  réel 
—  2,  ou  purement  imaginaire  3«;  le  produit  est  dans  le  premier 
cas,  —  6  +  lOf,  et,  dans  le  second  cas,  9/  —  i  5/^,  que  l'on  doit  rem- 
placer par  1 5  +  9  i. 

90.  Arrêtons-nous  sur  le  cas  où  il  s'agit  du  produit  de  deux  fac- 
teurs k  =  a-\r  Cl  i-i  ^=^b  -\-  b'  i. 

Le  produit  développé  de  ces  deux  nombres  est 

ab -h  {ab' -h  a' b)i -h  a'b' i^ 
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OU,  en  remplaçant  i-  par  —  i , 

ab  —  a' b' ^(ab' -\-  a' b^i\ 

par  exemple,  le  produit  de  ^  —  5«  par  i  +  /  est  12  +  2/. 

L'expression  obtenue  pour  le  produit  des  deux  nombres  imagi- 
naires rt  H-  a'/,  b  -\- b' i  pourrait,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  du 
n"  }S7,  être  regardée  comme  la  définition  du  produit  de  deux  nombres 
imaginaires;  le  produit  de  deux  nombres  imaginaires  A,  B  étant 
défini,  le  produit  de  trois  nombres  A,  B,  C  s'obtiendrait,  par  défini- 
tion, en  faisant  le  produit  des  deux  premiers  par  le  troisième  d'après 
la  même  règle;  ainsi,  en  supposant  comme  plus  haut  C  =  c4-c'i, 
on  aurait  par  définition 

ABC  =  {ab  —  a' b')c  —  {ab' ^  a' b)c' -\-[{ab  —  a  b' )c' -\-  {ab' -\-  a' b)c\i', 

le  résultat  est  naturellement  le  même  que  plus  haut.  En  se  plaçant 
à  ce  point  de  vue,  on  aurait  à  vérifier  les  égalités 

AB  =  BA, 

(AB)C=  A(BC), 
A  X  I  =  A, 
A(B-^C)  =  AB  + AG, 

qui  constituent  les  propriétés  fondamentales  de  la  multiplication,  et 
qui  sont  comprises  dans  les  propositions  générales  établies  au  numéro 
précédent;  ces  propositions  peuvent,  inversement,  être  déduites  des 
égalités  qu'on  vient  d'écrire. 

Signalons  quelques  cas  particuliers  : 

Le  produit  de  /  par  i  est  —  i  ;  en  d'autres  termes  on  a  f-  =  —  1 . 

Le  carré  d'un  nombre  imaginaire  a  +  ai  est  a^ —  a'- -h  laa!  i.  Il 
est  réel  quand  le  nombre  dont  on  fait  le  carré  est  ou  réel,  ou  pure- 
ment imaginaire  et  seulement  dans  ces  deux  cas;  il  est  positif  dans  le 
premier,  négatif  dans  le  second. 

91.  Valeur  absolue  d'un  nombre  imaginaire.  —  Le  produit  de  deux 
nombres  imaginaires  conjugués  a-Y-a'i,  a  —  a'f  est  réel  :  c'est  la 
somme  a-  -t-  à-  du  carré  de  la  partie  réelle  et  du  carré  du  coefficient 
de  i. 
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On  désigne  sous  le  nom  de  module  ou  de  valeur  absolue  ('  )  d'un 
nombre  imaginaire  a  H-  a'  i,  la  racine  carrée  prise  avec  le  sens  arithmé- 
tique de  la  somme  des  carrés  de  la  partie  réelle  et  du  coefficient  de  /. 
La  valeur  absolue  de  a  H-  a'  i  est  donc  le  nombre  positif  y/a^  -\-  aji  ; 
si  le  nombre  a -^  a' i  est  réel,  c'est-à-dire  si  a'  est  nul,  la  valeur 
absolue  se  réduit  au  nombre  positif  y^a^,  c'est  -4- a,  ou  — a  suivant 
que  a  est  positif  ou  négatif;  c'est,  pour  les  nombres  réels,  la  signifi- 
cation à  laquelle  le  lectevir  est  habitué;  la  valeur  absolue  du  nombre 
réel  ou  imaginaire  K=  a-\-  a' i  se  représente  par  le  symbole  j  A  |  ou 
\a  -\-  a' i\. 

La  valeur  absolue  d'un  nombre  nul  est  o;  si  la  valeur  absolue  d'un 
nombre  réel  ou  imaginaire  est  nulle,  on  peut  affirmer  que  ce  nombre 
est  o,  puisque  y/a^-|-«'2,  où  a,  a'  sont  des  nombres  réels,  ne  peut 
être  nul  que  si  l'on  a  séparément  a  =  o,  a'=  o. 

Les  valeurs  absolues  de  deux  nombres  conjugués  sont  égales. 

Le  produit  de  deux  nombres  conjugués  est  égal  au  carré  de  la 
valeur  absolue  de  l'un  ou  de  l'autre. 

La  valeur  absolue  du  produit  de  deux  nombres  est  égale  au  pro- 
duit des  valeurs  absolues  de  ces  nombres.  On  vérifie  en  effet  de  suite 
l'identité 

( a6  —  a' 6' )2 -1- (  a6'-t- a' 6  )«  =  («2 -+- a'2 )  (  62 -I- 6'2 ) 

qui  exprime  que  le  carré  de  la  valeur  absolue  du  produit  des  deux 
nombres  a-^  a!  i^  b  -\-  b' i  est  égal  au  produit  des  carrés  des  valeurs 
absolues  de  ces  deux  nombres  :  comme  la  valeur  absolue  est  essen- 
tiellement positive^  le  théorème  énoncé  est  démontré. 

Il  s'étend  évidemment,  de  proche  en  proche,  au  cas  de  trois, 
quatre,  . . .,  nombres  :  au  reste,  on  peut  démontrer  directement  que, 
pour  un  nombre  quelconque  de  facteurs,  le  carré  de  la  valeur  absolue 
du  produit  est  égal  au  produit  des  carrés  des  valeurs  absolues  des  fac- 
teurs, en  faisant  d'abord  la  remarque  suivante,  qui  est  importante  par 
elle-même. 


(')  C'est  le  terme  dont  je  me  servirai,  d'autant  que  le  mot  module  a  une  foule 
de  significations  en  malliématiques.  Il  est  désirable  d'en  supprimer  au  moins  une. 
Autrement  «m  est  amené  à  dire  le  module  du  module,  en  employant  le  mot  module 
dans  deux  sens  absolument  différents. 

La  norme  d'un  nombre  imaginaire  a  -h  a' i  est  a^  +  a'';  c'est  le  carré  de  sa  valeur 
absolue. 
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Si,  en  effectuant  des  additions,  soustractions,  multiplications,  sur 
des  nombres  imaginaires,  on  a  trouvé  comme  résultat  le  nombre 
imaginaire  p  -\- p' i^  (p  et  p'  réels),  et  que  l'on  efl'ectue  ensuite  les 
mêmes  opérations  sur  les  nombres  conjugués,  on  trouvera  comme 
nouveau  résultat  le  nombre  p  — p' i,  conjugué  du  premier  résultat. 

Cette  proposition  devient  évidente  si  l'on  se  reporte  à  la  règle  du 
n^  86,  et  qu'on  regarde  i  comme  une  variable  réelle.  Les  opérations 
d'addition,  de  soustraction,  de  multiplication,  effectuées  sur  les 
nombres  imaginaires  donnés  conduisent  à  un  certain  polynôme  /"(«) 
à  coefficients  réels  ;  les  mêmes  opérations  effectuées  sur  les  nombres 
conjugués,  qui  se  déduisent  des  premiers  en  changeant  i  en  —  /, 
conduiraient  au  polynôme  /( — /),  obtenu  en  changeant  i  en  — i 
dansy(f);  dire  que  le  résultat  des  premières  opérations,  effectuées 
d'après  la  règle  du  n"  86,  est  p  -{-  p'  i,  cela  revient  à  dire  que  p  -\- p' i 
est  le  reste  de  la  division  par  i'^-\-i  de /"(i),  en  d'autres  termes  que 
l'on  a,  en  désignant  par  »(«)  un  polynôme  en  i  à  coefficients  réels, 
l'identité  en  i, 

f{i)  =p^p'i^{ii^  i)<a{i); 

si  l'on  change  dans  cette  identité  /  en  —  / ,  elle  devient 

elle  montre  que  p  —  p'i  est  le  reste  de  la  division  de  f{  —  i)  par  /^  +  i  ; 
c'est  ce  qu'il  fallait  établir. 

Revenons,  après  cette  remarque  générale,  au  théorème  concernant 
le  produit  de  plusieurs  facteurs.  Considérons,  par  exemple,  les  trois 
facteurs  a -\- d i^  b -{- b' i,  c -\- c' i  et  désignons  leur  produit  par 
p  -{-p'i;  l'égalité 

(a  +  a' i)  {b  -h  b' i)  (c  -i-  c' i)  =  p  -^ p' i 
entraîne 

(a  —  a' i)  (b  —  b'  i){c  —  c' i)  =  p  —  p' i\ 

en  multipliant  membre  à  membre  et  en  groupant  ensemble  les  fac- 
teurs conjugués,  on  a 

(a2H-a'2)(6î+6'2)(c«-Hc'?)  =p-^-hp'K 

C'est  ce  qu'il  fallait  établir. 
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Cette  proposition  fournit  une  seconde  démonstration  de  ce  fait 
qu'un  produit  ne  peut  être  nul  sans  qu'un  facteur  soit  nul;  en  effet,  si 
p -\- p' i  est  nul,  c'est-à-dire  si  l'on  a  p=o.  yp'=o,  le  produit  des 
nombres  réels,  a--ha'-,  b'+b'-,  c--^c'''^,  est  nul;  l'un  de  ces 
nombres  est  nul;  si  c'est  a^-\-a''-,  par  exemple,  il  faut  que  l'on 
ait  a  =  o,  a'^  o,  c'est-à-dire  que  a-\-  a! i  est  nul. 

92.   Il  me  reste  à  définir  la  division  de  deux  nombres  imaginaires  : 
On  appellera  quotient  de  la  division  du  nombre  imaginaire  a  -\-  a' i 

par  le  nombre  b  -\-  b'  i  un  nombre  imaginaire  c  -^  c  i  dont  le  produit 

par  b  -{-  b' i  soit  égal  k  a  -\-  a' i. 

L'égalité 

{b  -H  b' i)  (c  -I-  c't)  =  «  -t-  a' i 

équivaut  aux  deux  égalités 

bc  —  b'  c'  =  a, 
b'  c  -\-  bc'  =^  a'; 

ces  deux  égalités  peuvent  être  regardées  comme  deux  équations  du 
premier  degré  dont  les  deux  inconnues  seraient  c,  c';  le  déterminant 
des  deux  équations  est  b'^  ■+-  b'^  ;  il  n'est  pas  nul,  sauf  dans  le  cas  où  le 
diviseur  b  -\-  b' i  serait  nul;  si  l'on  exclut  ce  cas,  les  deux  équations 
admettent  une  solution  et  une  seule;  le  problème  posé  admet  une 
solution  et  une  seule,  à  savoir  le  nombre  imaginaire 

ab -\- a!  b'        a' b — ah'  . 

par  exemple,  le  quotient  de  la  division  de  3  -|-  i  par  i  H-  i  est  2  —  i. 
L'égalité 

(b  ^  b' i)  (c  -{-  c' i)  =  a  -{-  a' i, 

en  j  changeant  i  en  —  i  montre  que,  si  c  +  c' i  est  le  quotient  de  la 
division  de  a  -+-  a' ipar  b  -+-  b' i,  le  quotient  de  la  division  de  a  —  a' i 
par  b  —  b'i  sera  c  —  c'  i. 

Au  lieu  de  dire  «  le  quotient  de  la  division  de  A  par  B  »  je  dirai  le 
plus  souvent  «  rapport  de  A  à  B  »  et  je  représenterai  ce  rapport  par 

A 

la  notation  ^  :  c'est  le  nombre  qui,  multiplié  par  B,  reproduit  A.  Les 
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mots  dividende  et  diviseur  sont  remplacés  alors  par  les  mots  numé- 
rateur, dénominateur. 

La  valeur  absolue  d'un  rapport  est  le  rapport  des  valeurs  absolues 
du  numérateur  et  du  dénominateur,  ainsi  qu'il  résulte  du  théorème 
analogue  relatif  à  la  multiplication. 

L'inverse  d'un  nombre  non  nul  B,  ou  le  nombre  qu'il  faut  multi- 
plier par  B  pour  que  le  produit  soit  i ,  se  représente,  d'après  la  nota- 
tion précédemment  expliquée,  par  :^- 

En  supposant  B  ==  6  +  6'/,  on  a 

2  _  ^ b[_    . 

le  rapport  C  de  A  à  B  est  le  produit  de  A  par-j^  ?  comme  on  le  vérifie 
sans  peine  et  comme  il  résulte  de  l'égalité 


''(sa)  =  (''b)^  =  -^- 


Les  propriétés  des  fractions  à  termes  réels  qui  reposent  sur  la  défi- 
nition, en  vertu  de  laquelle  le  numérateur  est  égal  au  produit  du 
dénominateur  par  la  valeur  de  la  fraction,  s'étendent  sans  changement 
aux  fractions  à  termes  imaginaires. 

On  peut,  par  exemple,  multiplier  ou  diviser  les  termes  d'une 
fraction  à  termes  réels  ou  imaginaires,  par  un  même  nombre  non  nul. 

Ce  théorème  donne  le  mojen  le  plus  commode  pour  effectuer  une 

division;  considérons  par  exemple  la  fraction  t— — rr^'  on  multipliera 

le  numérateur  et  le  dénominateur  par  le  nombre  b  —  b' i  conjugué  du 
dénominateur  ;  on  trouve  ainsi 

(a  -\-  a' i)  [b  —  b'i)  _  ab -k- a  b' -\- {a  b  —  ab')i 
b^+b'^  "^  b^-i-b'^ 

On  peut  réduire  deux  ou  plusieurs  fractions  au  même  dénomina- 
teur, ajouter  des  fractions  qui  ont  même  dénominateur. 

Le  produit  de  deux  fractions  se  fait  en  divisant  le  produit  des  nu- 
mérateurs par  le  produit  des  dénominateurs.  Pour  obtenir  l'inverse 
d'une  fraction,  il  suffit  de  la  renverser.  Pour  diviser  une  fraction  par 
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une  fraction,   on   multiplie  la   fraction   dividende    par   l'inverse    du 
diviseur. 

93.  Racine  carrée.  —  On  montrera  bientôt  comment  on  peut 
obtenir,  en  général,  la  racine  /i'*"°®  d'un  nombre  imaginaire;  je  veux 
dire  ici  un  mot  de  la  racine  carrée  : 

La  racine  carrée  d'un  nombre  imaginaire  a  H-  bi  (a,  b  réels)  sera, 
par  définition,  un  nombre  imaginaire  x  -\-  iy  (x,  y  réels)  tel  que  l'on 
ait  [x  -\-  iy)'^  =z  a  -\-  bi,  ou 

(i)  x"^  —  y'i  =  a,         'i.xy^^h. 

Supposons  b  différent  de  o,  x  ç,\,y  devront  être  différents  de  o  ;  on 
tire  de  la  seconde  équation 

b 

et  en  portant  dans  la  première, 

4  a-*  —  4  «^*  —  è^  =  o. 
L'équation  en  x-  ainsi  obtenue  a  une  racine  positive 


x^  = 


et  une  racine  négative,  qu'il  faut  écarter,  puisqu'on  veut  avoir  pour  a? 
une  valeur  réelle;  on  aura  ainsi  deux  valeurs  symétriques  pour  j?,  à 
savoir 


\r^ 


62 


à  chacune  desquelles  correspond  une  valeur  de  y  par  l'équation  (2). 
On  reconnaît  immédiatement,  en  remontant  la  suite  des  calculs,  que 
les  valeurs  ainsi  trouvées  pour  x,  y  vérifient  les  équations  (i). 

Le  problème  admet  deux  solutions  et  deux  solutions  seulement  : 
ces  deux  solutions  sont  des  nombres  symétriques  qu'on  peut  écrire 
sous  la  forme 


(3)  ±  -J=  (  v/« -H  v/«* -H  ** 


bi 


en  donnant  aux  radicaux  la  signification  arithmétique 
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De  l'égalité 
on  tire  de  suite 


\j a  -+-  v/«^-!-  6='  y/ —  a  -t-  y/a^H-  6^  =  e  6, 

en  désignant  par  s  un  nombre  égal  à  +  i  ou  à  —  i ,  suivant  que  b  est 
positif  ou  négatif;  le  facteur  t  a  été  introduit  afin  que  le  second 
membre  soit  positif  comme  le  premier  (  '  )  ;  on  en  déduit 


=  £  \/—  a  -1-  v/ÔM^  ; 


\!a  -I-  v/«2  -t-  62 
d'où  cette  seconde  forme  de  la  solution 

(4)  ±  ^(\/a-Hv/a2-Hè2-Hf£V^— «-t-  \/a2-H60, 

qui  est  plus  élégante,  mais  moins  avantageuse  pour  le  calcul  numé- 
rique, puisqu'elle  exige  une  extraction  de  racine  carrée  de  plus  que 
la  première. 

Enfin,  si  b  est  nul,  c'est-à-dire  si  le  nombre  proposé  est  réel,  la 
seconde  équation  (i)  montre  que  l'un  des  nombres  y,  ;r  doit  être  nul  ; 
en  vertu  de  la  première  équation,  on  doit  avoir  alors  soit  x-=a^ 
soitjK^^ — a;  puisque  x,  y  doivent  être  réels,  on  prendra  y  =  o, 
.r  =  dz  y/«  si  a  est  positif,  x  =  o,  jk  ^  ^  \/ —  a  si  a  est  négatif;  dans 
le  premier  cas,  les  deux  solutions  du  problème  proposé  sont  les 
nombres  réels  zh  y/a;  dans  le  second  cas,  les  deux  nombres  purement 
imaginaires  di  «y/ —  a . 

Ces  deux  solutions  sont  d'ailleurs  comprises  dans  la  formule  (4), 
puisque  y/a=^  H-  b'^  se  réduit  alors  à  y/a^ ,  c'est-à-dire  à  a  si  a  est  po- 
sitif, à  —  a  si  a  est  négatif. 


('  )  Le  nombre  s  ainsi  défini  se  représente  souvent  par  le  symbole  sgn  b  (  signe  de  b). 
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Exemple.  —  Les  deux  nombres  dont  le  carré  est  i  -f-  i  sont 


±  -—  (v  H-  /2  -H  «  sj—  I  -4-  /a  )  ; 

\/1 

les  deux  nombres  dont  le  carré  est  i  sont  dr  —  (i-H  i). 

Si  l'on  applique  les  formules  précédentes,  dans  le  cas  où  «  = —  i, 
6  =  o,  on  trouve  que  les  deux  nombres  dont  le  carré  est  —  i  sont  ±  i. 
Si  l'on  convient  de  représenter  en  général  par  ^a-\-hi  un  nombre 
imaginaire  dont  le  carré  est  a  -\-  bi,  on  sera  conduit  à  poser 

y/ —  I  =  i 

et  à  écrire  un  nombre  imaginaire  a+  ^i  (a,  ^  réels)  sous  la  forme 
a  +  [B  y/ —  I .  On  est  ainsi  ramené  à  la  notation  qui  nous  a  servi  de 
point  de  départ,  mais  qui,  maintenant,  est  justifiée. 


§  2.  —  REPRÉSENTATION   GÉOMÉTRIQUE  DES  NOMBRES  IMAGINAIRES. 

O^,  Les  nombres  imaginaires  sont  susceptibles  d'une  représentation 
géométrique  sur  laquelle  je  vais  maintenant  insister.  Mais,  aupara- 
vant, je  rappellerai  quelques  définitions. 


Fig.  25. 


Considérons  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
Pour  fixer,  dans  ce  plan,  une  direction,  il  suffit  évidemment  de  fixer  la  parai- 
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lèle  menée  à  cette  direction,  dans  le  même  sens,  à  partir  de  l'origine  :  je  ne 
considérerai  donc  que  des  directions  partant  de  ce  point;  en  particulier  l'angle 
de  deux  directions  sera  l'angle  des  deux  parallèles  à  ces  directions,  à  partir  de 
l'origine. 

Four  fixer  une  direction  à  partir  de  l'origine  O,  ou,  si  l'on  veut,  une  demi- 
droite  ayant  son  origine  au  point  O,  il  suffit  évidemment  de  se  donner  un 
point  A  situé  sur  cette  demi-droite  (et  non  sur  la  demi-droite  opposée),  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  les  coordonnées  a,  b  de  ce  point.  Le  point  unique  M 
où  la  demi-droite  considérée  rencontre  le  cercle  décrit  de  0  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  l'unité  de  longueur  est  particulièrement  utile  à  consi- 
dérer; ses  coordonnées  a,  ^  s'appellent  les  cosinus  directeurs  de  la  demi- 
droite  considérée;  elles  vérifient  la  relation  a^-t-^^—j.  Inversement,  deux 
nombres  réels  quelconques  vérifiant  cette  relation  sont  les  coordonnées  d'un 
point  unique  sur  le  cercle  et  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-droite  qui 
part  de  l'origine  et  aboutit  en  ce  point. 

Si  l'on  désigne  par  r  le  nombre  positif  qui  mesure  la  longueur  OA,  on  a 

b 


a  =  'xr^         b='^r^         r  =  ^a^-\-b'^,         a  =  -  j  <^  —  -  ; 

le  radical  est  pris  avec  son  sens  arithmétique.  Ces  formules  permettent,  quand 
on  se  donne  a,  6,  de  calculer  r,  a,  ^  sans  ambiguïté. 

Soient  X,  Y  les  points  où  les  directions  positives  des  axes  des  x  et  des  j- 
rencontrent  le  cercle;  un  mobile  M,  qui  se  meut  sur  le  cercle  toujours  dans  le 
même  sens  (sans  oscillations),  se  meut  dans  le  sens  direct  ou  positif  s'il  se 
meut  dans  le  même  sens  qu'un  mobile  qui  partirait  du  point  X  pour  aller  vers 
le  point  Y  en  décrivant  le  quart  du  cercle;  dans  le  cas  contraire,  il  se  meut 
dans  le  sens  indirect  ou  négatif.  Dans  les  mêmes  conditions,  on  dit  que  le 
rayon  OM,  ou  une  parallèle  quelconque  à  ce  rayon,  menée  dans  le  même  sens 
à  partir  d'un  point  fixe,  tourne  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  indirect. 

Un  nombre  6  quelconque  peut  être  regardé  comme  Vabscisse  circulaire 
d'un  point  M  sur  le  cercle  :  on  obtient  ce  point  M  en  imaginant  un  mobile 
qui  se  meuve  sur  le  cercle,  sans  osciller,  en  partant  du  point  X  (origine  des 
arcs),  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif,  suivant  que  6  est  po- 
sitif ou  négatif,  et  qui  s'arrête  lorsqu'il  a  parcouru,  sur  le  cercle,  un  chemin 
dont  la  longueur  est  la  valeur  absolue  de  6.  Le  point  où  le  mobile  s'arrête  est 
le  point  M  dont  l'abscisse  circulaire  est  0.  Son  abscisse  et  son  ordonnée  sont, 
par  définition,  les  nombres  cos6  et  sin6;  tango  est,  par  définition,  la  pente  de 
la  droite  qui  joint  le  point  O  au  point  M. 

Inversement,  à  chaque  position  du  point  M  sur  le  cercle  correspondent  une 
infinité  de  nombres  dont  chacun  peut  être  regardé  comme  l'abscisse  circulaire 
du  point  M  :  ces  nombres  forment  une  progression  arithmétique,  indéfinie 
dans  les  deux  sens,  dont  la  raison  est  itz.  Tous  ces  nombres  ont  même 
cosinus,  même  sinus,  même  tangente. 

Si  l'on  considère  deux  directions  OM,  OM',  définies,  comme  on  l'a  expliqué 
plus  haut,  par  deux  points  M,  M'  du  cercle,  et  si  l'on  attribue  un  ordre  à  ces 
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deux  directions,  en  sorte  que  OM  soit  la  première  et  OM'  la  seconde,  l'angle 
(OM,  OM')  de  ces  deux  directions,  ou  l'arc  MM',  sera,  par  définition,  l'abscisse 
circulaire  du  point  M',  définie  comme  plus  haut,  mais  en  prenant  le  point  M 
comme  origine  des  arcs  (et  non  le  point  X).  Le  sens  positif  reste  celui  qu'on 
a  défini  plus  haut.  Cet  angle  ou  cet  arc  ne  sont  définis  qu'à  un  multiple  près 
de  2  7:. 

En  d'autres  termes,  toutes  leurs  déterminations  s'obtiennent  en  ajoutant  à 
l'une  quelconque  d'entre  elles  le  produit  de  -m  par  un  nombre  entier  quel- 
conque :  la  valeur  principale  de  l'angle  (OM,  OM')  ou  de  l'arc  MM' est  celle 
de  ces  déterminations  qui  est  comprise  entre  — tt  et  -(- it  ;  elle  est  entièrement 
déterminée,  sauf  dans  le  cas  où  les  deux  directions  sont  opposées,  où  les  deux 
points  M,  M'  sont  diamétralement  opposés;  elle  peut  alors  être  prise,  à 
volonté,  égale  à  tt  ou  à  —  tt.  En  écartant  ce  cas  d'exception,  la  valeur  princi- 
pale de  l'angle  (OM,  OM')  est  positive  ou  négative,  suivant  que  l'angle  de  OM 
et  de  OM' considéré  comme  une  figure  géométrique  a,  ou  non,  la  même  dispo- 
sition que  l'angle  (  OX,  OY)  considéré  aussi  comme  une  figure  géométrique. 

La  somme  des  deux  angles  (OM,  OM')  et  (OM',  OM)  est  nulle  ou  égale  à 
un  multiple  de  ar. 

Si  l'on  considère  trois  directions  à  partir  du  point  O  ou,  si  l'on  veut,  trois 
points  M,  M',  M"  sur  le  cercle,  il  est  clair  qu'on  peut  se  mouvoir  sur  le  cercle, 
à  partir  du  point  M,  de  manière  à  rencontrer  d'abord  le  point  M',  puis  le 
point  M";  on  voit  ainsi  qu'il  existe  une  détermination  des  angles  telle  que  l'on 
ait 

(OM,  OM")  =  (OM,  OM')  -h  (OM',  OM"), 

et,  par  conséquent,  on  aura,  pour  n'importe  quelle  détermination  des  angles, 

(OM,  OM'')  =  (OM,  OM')-i-(OM',  0M")-H-2^Tr, 
(OM',  0M")  +  (0M",  OM  )  +  (0M,  0M')=-2hiz, 

k  el  h  étant  des  nombres  entiers  dont  la  valeur  dépend  des  déterminations 
choisies  pour  les  angles,  ou  les  arcs. 

Si  l'on  se  donne  la  direction  OM,  ou  le  point  M,  et  l'une  des  déterminations^ 
de  l'angle  (OM,  OM'),  la  direction  OM',  ou  le  point  M',  sont  déterminés  sans 
ambiguïté. 

En    particulier,   la    direction   OM,    elle-même,    peut    être   déterminée   par 

l'angle  0  =  (OX,  OM);  - — 6  est  alors  une  des  déterminations  de  l'angle 
(OM,  OY);  les  cosinus  directeurs  de  OM  sont 

a  =  cos6,         ^  =  cos  ( 0|=sin6. 

Lorsqu'on  se  donne  les  coordonnées  a  et  6  du  point  A,  on  a  vu  plus  haut 
comment  on  pouvait  calculer  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  OA  ou  OM, 
en  désignant  par  M  le  point  unique  où  le  cercle  est  rencontré  par  la  demi- 
droite  OM;  l'angle  6  est  alors  déterminé,  à  un  multiple  près  de  ix,  par  les. 
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formules 

cosO  =  — 1  sinU  = 


\/a^-  -+-  b*-  \/a2  -h  Z>2 

Gela  revient  à  dire  que,  si  l'on  se  donne  deux  nombres  a,  b  qui  ne  soient 
pas  nuls  à  la  fois,  il  existe  un  seul  nombre  positif/-  et  un  seul  angle  0  (abstrac- 
tion faite  des  multiples  de  -iiz)  tels  que  l'on  ait  a  =  rcos6,  6  =  /-sinG. 
Si  l'on  veut  choisir  pour  0  sa  détermination  principale,  comprise  entre  —  — 

et  T.,  6  devra  être  pris  entre et   H — ^  si  a  est  positif,  entre  o  et  —   ou 

entre  o  et   —  —  suivant  que  b  est  positif  ou  négatif;  entre   —   et  tc  ou  entre 

—  —  et  — Ti  si  a  est  négatif;  dans  le  premier  intervalle  si  b  est  positif,  dans 

le  second  si  b  est  négatif;  si  b  est  nul  et  a  négatif,  la  détermination  princi- 
pale peut  être  prise  égale  à  tt  ou  à  — -.  Dans  ces  conditions,  les  tables  trigo- 
nométriques  (centésimales,  par  exemple)  permettent  de  trouver  un  angle 
exprimé  en  grades,  compris  entre  o  et  loo,  dont  le  cosinus  ou  le  sinus  aient  la 
même  valeur  absolue  que  cos6  ou  sinO,  et  les  remarques  précédentes  permet- 
tent de  calculer  ensuite  l'angle  0. 

Toutefois,  il  est  préférable,  quand  on  se  donne  les  valeurs  numériques  de  a 
et  de  b  et  que  l'on  veut  calculer  /•  et  0,  de  faire  le  calcul  en  partant  de  la 
formule 

tanir6  =  -• 


On  cherche  dans  la  table  le  nombre  ff  de  grades  compris  entre  o  et  loo,  tel 
<jue  la  tangente  correspondante  soit  la  valeur  absolue  de  —  ;  on  prend  à  la 
même  page  le  logarithme  du  cosinus  ou  du  sinus  du  même  arc,  en  sorte  que 
l'on  ait  en  posant  6'=  , 


tanirO' 


200 

6 
a 


cos6'=L^,  sin6'=i^ 


l'une  des  deux  dernières  formules  donnera  /•  par  un  calcul  facile,  puisque  l'on 
a  déjà  les  logarithmes  de  ]  a  [  et  de  j  6  |.  D'après  les  règles  précédentes,^  si  a  est 
positif,  on  prendra  6  =  6'  ou  6  =  —  6'  suivant  que  b  sera  positif  ou  négatif,  et, 
si  a  est  négatif,  0  =  7:  —  O'ou  0=  —  -h-0'  suivant  que  b  sera  positif  on 
nésatif  (  M. 


(')  Il  convient  de  prévenir  le  lecteur,  une  fois  pour  toutes,  ([ue  les  angles  ou  arcs 
dont  il  sera  question  dans  le  présent  Livre  seront  toujours  exprimés  en  radiants  (ou 
en  parties  du  rayon)  et  non  en  grades  ni  en  degrés.  C'est  pour  appeler  son  attention 
«ur  ce  point  et  sur  les  précautions  à  prendre  dans  les  calculs  numériques,  que  j'ai 
insisté  sur  les  détails  que  l'on  vient  de  lire. 

T.  i6 
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J'ai  cru  utile  de  rappeler  les  définitions  et  propositions  fondamentales  qui 
précèdent;  je  me  servirai  d'ailleurs,  sans  revenir  sur  leur  démonstration,  des 
formules  de  trigonométrie  élémentaire  qui  reposent  sur  ces  définitions  et  sur 
l'emploi  du  théorème  des  projections. 


Fi".  :.6. 


9o.  Imaginons  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires Ox,  Oy. 

TJn  nombre  imaginaire  a  +  bi  est  déterminé  si  l'on  se  donne  les 
deux  nombres  réels  a,  b;  à  ce  couple  de  deux  nombres  réels  a,  b  cor- 
respond un  point  A-  dont  l'abscisse  est  la  partie  réelle  a  et  l'ordonnée 
le  coefficient  de  i  dans  le  nombre  a  -\-  bl.  Le  point  A  sera,  si  l'on 
veut,  \ image  du  nombre  a-\-bi.  Inversement,  à  un  point  A,  dont 
les  coordonnées  sont  «,  b^  correspond  le  nombre  imaginaire  a  -j-  bi^ 
qui  est  dit  {'ajffixe  du  point  A. 

Si  b  est  nul,  le  nombre  a  +  bi  est  réel  :  les  nombres  réels  sont 
représentés  par  des  points  situés  sur  l'axe  des  abscisses  ;  de  même  les 
nombres  purement  imaginaires  sont  représentés  par  des  points  situés 
sur  l'axe  des  ordonnées  :  aussi  ces  axes  sont-ils  souvent  appelés  res- 
pectivement axe  des  quantités  réelles,  axe  des  quantités  purement 
imaginaires,  ou,  plus  brièvement,  axe  réel,  axe  imaginaire.  Au 
nombre  o  correspond  l'origine  O  des  coordonnées.  Le  nombre  positif 
r  ■=■  \Ja^--\-  b-,  qui  mesure  la  longueur  du  vecteur  OA,  est  ce  qu'on  a 
appelé  plus  haut  la  valeur  absolue  du  nombre  a  +  bi,  l'angle  (OX,  O  A) 
de  la  direction  positive  prise  sur  l'axe  des  abscisses  et  de  la  direction 
du  vecteur  OA  qui  va  de  l'origine  au  point  A,  est  V argument  trigo- 
nométrique  (*)  du  nombre  a  +  bi.  Cet  argument  est  déterminé  à  un 
multiple  près  de  au,  pourvu  que  a  +  bi  ne  soit  pas  nul,  que  le  point  A 


(')  On  supprime  cette  épithète  quand  il   n'y  a    pas   de   confusion    possible   avec 
quelque  autre  argument. 
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ne  coïncide  pas  avec  le  point  O.  Quand  a  +  bi  est  nul,  la  valeur 
absolue  est  nulle,  et  l'argument  complètement  indéterminé. 

La  valeur  principale  de  l'argument  est  comprise  entre  —  tt  et  +  tî  ; 
elle  est  complètement  déterminée,  sauf  dans  le  cas  où  h  est  nul  et  a 
négatif  ou  nul.  Elle  est  nulle  ou  égale  à  riz  tt  si  a  -|-  bi  est  réel  (Z>  =  o), 
nulle  si  l'on  a  affaire  à  un  nombre  positif,  égale  à  dz  t:  si  l'on  a  affaire 
à  un  nombre  négatif. 

Elle  est  égale  à  ir:  —  û  a-\-bi  est  purement  imaginaire  («  =  o), 

à   -1-  -  ou  à suivant  que  b  est  positif  ou  négatif. 

Elle  est,  en  général,  du  même  signe  que  6;  elle  est  comprise  entre 

et  H —  SI  a  est  positii,  entre  H —  et  —,  ou  entre et  —  t:  si 

a  est  négatif. 

Puisque  l'on  a  a  = /cosÔ,  6^/sin6,  on  peut  écrire 

a-^bi=-  /"(cosO  -I-  t  sin6), 

le  second  membre,  où  la  valeur  absolue  /•  et  l'argument  0  sont  mis  en 
évidence,  est  ce  qu'on  appelle  \di  forme  trigonomélriqae  du  nombre 
a  H-  bi. 

En  particulier,  tout  nombre  dont  la  valeur  absolue  est  i  peut  se 
mettre  sous  la  forme  cosO  +  ^sinO;  pour  mettre  le  nombre  i  sous 
cette  forme,  on  pourra  prendre  6  =  o,  ou  6  égal  à  un  multiple  de  itz] 
pour  mettre  le  nombre  —  i  sous  cette  forme,  on  prendra  6  =  —  ou  6 
égal  à  un  multiple  impair  de  u. 

Deux  nombres  imaginaires  égaux  sont  représentés  par  le  même 
point;  leurs  valeurs  absolues  sont  égales  et  leurs  arguments  ne  peuvent 
différer  que  d'un  multiple  de  271;  ces  dernières  conditions  sont  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  deux  nombres  imaginaires  mis  sous 
forme  trigonométrique  soient  égaux,  sauf  dans  le  cas  où  l'une  des 
valeurs  absolues  est  nulle;  dans  ce  cas,  l'autre  valeur  absolue  doit 
aussi  être  nulle;  cela  suffit  pour  que  les  deux  nombres  soient  nuls. 

Deux  nombres  imaginaires  symétriques  sont  représentés  par  deux 
points  symétriques  par  rapport  à  l'origine.  Deux  nombres  imaginaires 
conjugués  sont  représentés  par  deux  points  symétriques  par  rapport 
à  l'axe  des  abscisses, 

96.   Pour  faire  la  somme  de  plusieurs  nombres  imaginaires  a  +  bi^ 
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a'  -{-  b'  i^  a" -\-  b" i,  .  .  . ,  représentés  par  des  points  A,  A',  A'',  , .  . ,  il 
suffit  de  faire  la  somme  géométrique  des  vecteurs  OA,  OA',  OA",  . . . 
en  lui  donnant  pour  origine  le  point  O  ;  je  rappelle  la  construction  de 
cette  somme  géométrique  :  on  regarde  le  point  A  comme  l'origine 
d'un  vecteur  AA',  équipollent  au  vecteur  OA',  le  point  A',  comme 
l'origine  d'un  vecteur  A',  A"^  équipollent  au  vecteur  OA",  etc.;  l'extré- 
mité du  dernier  vecteur  est  l'extrémité  de  la  somme  géométrique 
cherchée;  c'est  le  point  qui  figure  la  somme  des  nombres  représentés 
par  les  points  A,  A',  A",  .... 

Il  suffira,  pour  démontrer  cette  proposition,  de  raisonner  sur  trois 
nombres  a  +  bi,  a! -\-  b' i^  a!' -\-  b" i^  représentés  parles  trois  points  A, 

Fis.  -^7. 


A',  A".  L'extrémité  A",  de  la  somme  géométrique  OA'j  des  trois  vec- 
teurs OA,  OA',  OA"  est,  d'après  la  construction  précédente,  l'extré- 
mité d'une  ligne  brisée  O  A  A',  A",  dont  les  côtés  OA,  AA', ,  A'^  A",  sont 
respectivement  équipollents  aux  vecteurs  OA,  OA',  OA";  les  projec- 
tions Oa,  aa',  a' a"  des  côtés  de  la  ligne  brisée  sur  l'axe  des  x  sont 
respectivement  équipollentes  aux  projections  sur  cet  axe  des  vecteurs 
OA,  OA',  OA",  projections  dont  les  équivalents  algébriques  sont  res- 
pectivement et,  rt',  a" .  On  a  d'ailleurs,  entre  les  équivalents  algébri- 
ques Oa,  aa',  a' a",  Oa"  des  vecteurs  Oa,  aa',  a' a",  Oa",  la  relation 

O  a"  ^  O  a  -H-  aa'  -f-  a'  a"  =  a  -!-  a'  -!-  a" . 


L'abscisse  Oa"  du  point  A'^  est  donc  a-\-  a'  +  a";  son  ordonnée  est 
de  même  b  -f-  b' -\-  b"  ;  c'est  bien  là  l'abscisse  et  l'ordonnée  du  point 
qui  représente  la  somme  a -\- a' -\- a" -{- (b -i- b' -{- b"}i  des  trois 
nombres  a  -+■  bi\  a'+  b'  i.,  a"  -\-  b"  i. 
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On  sait  qu'une  somme  géométrique  est  indépendante  de  l'ordre  de 
ses  éléments;  au  reste,  ce  résultat  apparaît  immédiatement  sur  la 
démonstration,  puisque  les  coordonnées  a  +  «'+  a",  b  -{-  h' -\-  b"  de 
l'extrémité  de  la  somme  ne  dépendent  pas  de  l'ordre  des  nombres 
réels  rt,  a\  d'  \  6,  6',  W . 

Le  nombre  (positif)  qui  mesure  la  longueur  du  vecteur  OA"^ ,  c'est- 
à-dire  la  valeur  absolue  de  la  somme  des  nombres  imaginaires  donnés, 
est  inférieur  ou  égal  à  la  somme  des  nombres  positifs  qui  mesurent 
les  côtés  de  la  ligne  brisée  OAA',  A", ,  c'est-à-dire  à  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  nombres  donnés;  pour  qu'il  j  eût  égalité,  il  fau- 
drait que  la  ligne  brisée  se  réduisît  à  une  ligne  droite  et  que  les 
points  A,  A',  fussent  entre  O  et  A',  :  il  faudrait  pour  cela  que  les 
points  A,  A',  A"  fussent  sur  une  même  demi-droite  partant  du  point  O, 
c'est-à-dire  que  les  arguments  des  nombres  a-f-  6f,  «'+  6'/,  «'+  H'  i 
fussent  égaux  (à  un  multiple  près  de  2tc);  l'argument  commun  de  ces 
nombres  serait  aussi  l'argument  de  leur  somme. 

D'après  la  notation  adoptée  au  n"  91,  on  peut  écrire 


6t  -+-  «'  -f-  6'  t  -4-  a"  H-  6"  / 1  £  I  a  -1-  èi  I  -f-  I  a'  -f-  6'  i  1  -(-  1 


b"i 


Fis.  28. 


Dans  le  cas  où  l'on  veut  faire  la  somme  de  deux  nombres  a  -h  bi, 
«'+  y  i^  représentés  par  les  points  A,  A',  cette  somme  est  représentée 
par  le  point  B,  sommet  opposé  au  point  O  du  parallélogramme  dont 
OA,  OA'  sont  deux  côtés.  Dans  le  triangle  OAB  le  côté  OB  est  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  côtés  OA,  AB  plus  grand  que  leur  diffé- 
rence. Outre  cette  proposition  déjà  connue  la  valeur  absolue  de  la 
somme  de  deux  nombres  est  inférieure  ou  égale  à  la  somme  des 
valeurs  absolues  de  ces  deux  nombres,  nous  obtenons  donc  celle-ci  : 
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La  valeur  absolue  de  la  somme  de  deux  nombres  est  supérieure 
ou  égale  à  la  différence  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  absolues  de  ces  deux  nombres. 

Il  y  aurait  égalité  dans  le  cas  où  les  points  A,  A'  seraient  en  ligne 
droite  avec  le  point  O,  mais  de  part  et  d'autre  du  point  O,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  quand  les  arguments  des  nombres  a  ~\-  bi^  a' -\-  b' i 
diffèrent  d'un  multiple  impair  de  7t. 

On  peut  écrire 


bi 


b'i\ 


bi\  —  I  «'-+-  è'i  I  ; 


cette  égalité  restant  vraie  quand  on  a  \a  -\-  bi\<^\a'  +  b'  i\^  puisque, 
alors,  le  second  membre  de  l'inégalité  est  négatif. 


Fig.  29. 


La  différence  {a-\-  bi)  —  («'+  b'i)  entre  les  deux  nombres  a  +  bi, 
a'  -\-  b' i,  représentés  par  les  points  A,  A',  sera  représentée  par  l'extré- 
mité G  d'un  vecteur  OC,  différence  géométrique  des  vecteurs  OA 
et  OA';  ce  vecteur  est  équipollent  au  vecteur  A' A  dont  l'origine  re- 
présente le  point  qui  figure  le  nombre  à  soustraire,  dont  l'extrémité 
figure  le  nombre  dont  on  soustrait.  La  figure  montre  nettement  que 
le  point  A  représente  la  somme  des  nombres  représentés  par  A'  et 
par  C,  que  le  point  G  représente  la  somme  des  nombres  représentés 
d'une  part  par  le  point  A,  d'autre  part  par  le  point  A"  symétrique  du 
point  A'  par  rapport  au  point  O,  c'est-à-dire  la  somme  des  nombres 
a  -H  bi,  —  a'  —  b'  i. 

Deux  nombres  imaginaires  sont  regardés  comme  voisins,  comme 
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différant  peu  l'un  de  l'autre,  quand  la  valeur  absolue  de  leur  diff"é- 
rence  est  petite.  Cette  valeur  absolue  est  mesurée  par  la  distance  des 
deux  points  qui  représentent  ces  deux  nombres  :  ces  deux  points  sont 
donc  voisins;  a  fortiori,  la  diff'érence  entre  les  abscisses  des  deux 
points,  ou  entre  leurs  ordonnées,  ([ui  est  inférieure  à  leur  distance, 
est  petite,  en  valeur  absolue. 

La  valeur  absolue  d'une  difTérence  est  inférieure  ou  égale  à  la 
somme  des  valeurs  absolues  de  ses  termes,  supérieure  ou  égale  à  leur 
différence. 

Cette  proposition  ne  diff'ère  pas  de  celle  qui  concerne  une  somme, 
puisque  les  deux  nombres  symétriques  a  +  bi^  —  a  —  bi  ont  même 
valeur  absolue. 

97.  Considérons  maintenant  le  produit  des  deux  nombres  imagi- 
naires mis  sous  la  forme  trigonométrique  (n°  96) 

r(cos8  -h  i  sinO),         r'(cos6'  -+-  i  sinO'). 

En  effectuant  leur  produit  par  la  règle  du  n°  90,  on  trouve  pour  la 
partie  réelle 

/■/•'cosG  cos6' —  rr'  sinO  sinO'=  /•/  cos(0  -f-  G'), 

et  pour  le  coefficient  de  i 

rr'  cos6  sin6'-+-  rr  cosO'  sinO  =  r/-'sin(8  -^  W). 

Le  produit  se  trouve  donc  mis  sous  la  forme  trigonométrique 

/•/■'[cos(0  -f-  6')  -+-  i  sin(e  +  6')]. 

C'est  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  rr'  est  le  produit  des  valeurs 
absolues  /•,  /•'  des  deux  facteurs,  dont  l'argument  9  H-  9'  est  la  somme 
des  arguments  des  facteurs. 

Du  cas  de  deux  facteurs  on  s'élève  immédiatement  au  cas  de  trois 
facteurs  /-(cosO  +  «  sinO),  /•'(cos6'-+- «  sinG'),  ;-"(cosQ"+ / sinG");  la 
valeur  absolue  du  produit  est  le  produit  de  rH  par  /",  l'argument  du 
produit  est  la  somme  de  G  +  0'  et  de  9". 

D'une  façon  générale,  le  produit  d'autant  de  nombres  que  l'on 
veut,  mis  sous  forme  trigonométrique,  est  un  nombre  dont  la  valeur 


aïs 
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absolue  est  le  produit  des  valeurs  absolues  des  facteurs  et  dont  l'argu- 
ment est  la  somme  des  arguments  des  facteurs. 

Sur  cette  forme  donnée  à  un  produit,  la  possibilité  d'intervertir  les 
facteurs,  de  grouper  ces  facteurs  comme  on  veut,  est  évidente. 

Supposons  que  le  nombre  r(cos9  +  «  sin9),  que  l'on  veut  multi- 
plier par  le  nombre  /•'(cosG'+  / sinô'),  soit  représenté  par  le  point  A, 


Fig.  3o. 


le  mvdtiplicateur  étant  représenté  par  le  point  A'.  On  aura  alors 

(OX,  OA)  =  0,         (OX,  OA')  =  e'. 

On  fera  tourner  la  demi-droite  qui  porte  le  vecteur  OA  d'un  angle 
égal  à  9';  elle  prend  alors  une  position  OB  telle  que  l'angle  (OA,  OB) 
soit  égal  à  9';  on  prend  ensuite  un  point  B  tel  que  le  nombre  positif 
qui  mesure  la  longueur  OB  soit  égal  au  produit  des  nombres  r,  /•'  qui 
mesurent  les  longueurs  OA,  OA'.  B  représentera  le  produit 

/■/■'[cos(e -4- 6') -H  isin(0 -f- 0')]. 

Si,  en  particulier,  la  valeur  absolue  du  multiplicateur  est  égale  à  i, 
la  multiplication  par  cos9'+  isiuG'  revient  à  faire  tourner  de  l'angle  9' 
le  vecteur  dont  l'extrémité  représente  le  multiplicande;  l'extrémité  du 
nouveau  vecteur  représente  le  produit. 

Plus  particulièrement,  la  multiplication  par  le  nombre  «,  dont  la 
valeur  absolue  est  i  et  l'ars»ument  —>  revient  à  faire  tourner  le  vecteur 
qui  aboutit  au  point  qui  représente  le  multiplicande  d'un  angle  droit, 
dans  le  sens  direct;  la  multiplication  par  —  i,  dont  la  valeur  absolue 
est  I  et  l'argument  ±  7t,  revient  à  faire  tourner  le  même  vecteur  de 
deux  angles  droits  dans  un  sens  ou  dans  l'autre;  la  multiplication 
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par  — i,  dont  la  valeur  absolue  est  i  et  l'argument  —  -»  revient  à 
faire  tourner  le  même  vecteur  d'un  angle  droit  dans  le  sens  indirect. 


Fig.  3i. 
Y 


l" 


Le  nombre  i  est  représenté  par  le  point  I  situé  sur  la  partie 
positive  de  l'axe  des  ordonnées  à  l'unité  de  distance  de  l'origine. 
En  faisant  tourner  le  vecteur  OI  d'un  angle  droit,  dans  le  sens 
direct,  puis  encore  d'un  angle  droit  dans  le  même  sens,  etc.,  on 
l'amène  successivement  en  OF,  en  OF,  en  OU,  puis  on  le  ramène 
en  01,  etc.  ;  c'est  la  traduction  géométrique  des  égalités  numé- 
riques 


l  X  l  —  — 


1^^=  r-x  i  = 


i^x  1  =  1, 


Lorsque  le  multiplicateur  est  un  nombre  réel,  l'argument  du  pro- 
duit est  égal  à  l'argument  du  multiplicande  si  le  multiplicateur  est 
positif,  à  l'argument  du  multiplicande  augmenté  ou  diminué  de  -  si  le 
multiplicateur  est  négatif. 


98.  En  regardant  la  division  comme  l'opération  inverse  de  la  multi- 
plication, on  voit  de  suite  que  la  valeur  absolue  d'un  rapport  doit  être 
le  rapport  de  la  valeur  absolue  du  dividende  à  la  valeur  absolue  du 
diviseur,  et  que  l'argument  du  rapport  doit  être  égal  à  la  diflerence 
entre  l'argument  du  di\idende  et  l'argument  du  diviseur,  afin  que  le 
produit  du  quotient  par  le  diviseur  soit  égal  au  dividende;  en  d'autres 
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termes,  on  peul  écrire 

r(cosO -t- i  sinO)  /•  ,„       ^,^        .    .      „        „,  , 

-77 Kf •   •    ft,\  =  -  [cos(0  —  6')  -I-  j  sin(e  —  0')  , 

et  celte  égalité  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique  ana- 
logue à  celle  qu'on  a  donnée  pour  la  multiplication. 

En  particulier,  en  supposant  /"  =  1 ,  0  =  o,  on  a  pour  l'expression 
trigonométrique  de  l'inverse  d'un  nombre 

—,  (cosO' —  i  sinO'); 


/•'(cosO'-h  i  siiiO')        / 

d'où  résulte  la  construction  suivante  pour  obtenir  le  point  qui  repré- 
sente l'inverse  du  nombre  figuré  par  le  point  A'. 

On  décrit  du  point  O  comme  centre  le  cercle  de  rayon  i;  on  prend 
le  point  A'^  qui  serait  l'inverse  (')  du  point  A'  dans  une  inversion 
faite  par  rapport  à  ce  cercle  ;  l'affixe  du  point  A',  est  —,  (cosG'  +  /  sin9')  ; 

le  point  cherché  A",  dont  l'affixe  est  -^(cos6' —  «  sinO'),  est  le  symé- 
trique du  point  A',  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses. 

Plus  particulièrement  encore,  en  supposant  ;•'=  i,  on  voit  que  l'in- 
verse d'un  nouibre  dont  la  valeur  absolue  est  i  est  le  conjugué  de  ce 
nombre;  pour  que  deux  nombres  conjugués  soient  inverses  l'un  de 
l'autre,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  valeurs  absolues  soient  ég^ales  à  i. 
Dans  ce  cas,  les  deux  points  A',  A',  de  la  figure  précédente  sont  con- 
fondus sur  le  cercle. 

§  3.  —  RACINES  n''"'". 

99.  Cherchons  à  déterminer  la  racine  /z'^""'  d'un  nombre  donné, 
que  l'on  peut  toujours  supposer  mis  sous  la  forme  trigonométrique 
/•(cos9  +  f  sinO);  il  s'agit  de  trouver,  s'il  est  possible,  un  nombre 
dont  la  puissance  n^""^^  soit  égale  à  /-(cosO  +  /sinG);  en  supposant  ce 
nombre  mis  lui-même  sous  la  forme  trigonométrique  p(cosa)  +  /sinw) 

(')  C'est,  comme  on  sait,  le  point  où  la  polaire  du  point  A'  par  rapport  au  cercle 
rencontre  la  droite  qui  joint  les  deux  points  O,  A';  c'est  encore  le  second  point 
commun  à  tous  les  cercles  qui  passent  par  le  point  A'  et  qui  sont  orthogonaux  au 
cercle  de  centre  O  :  au  lieu  de  dire  que  les  points  A',  A',  sont  inverses  par  rapport 
à  ce  cercle,  on  dit  souvent  quils  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  cercle. 
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il  s'agit  de  déterminer  p  et  to  de  façon  que  l'on  ait 

[p(cosw  +  i  sinw)]"  =  /-(cosO  -f-  i  sin6); 

mais,  d'après  la  théorie  de  la  multiplication,  la  valeur  absolue  du 
premier  membre  est  p",  son  argument  est  /iw;  pour  que  deux  nom- 
bres soient  égaux,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  valeurs  absolues  soient 
égales  et  que  leurs  arguments  ne  diffèrent  que  d'un  multiple  de  2  7z; 
on  doit  donc  avoir 

p"  = /•,  rtw  =  0 -+- îAtt, 

en  désignant  par  A"  un  nombre  entier  quelconque;  on  en  déduit 

H/—  6  -t-  aAit 

p  =  »//•  w  = : 

II 

inversement,  ces  valeurs  de  o,  iii^  où  s^^r  est  la  racine  /?''''"*^  arithmé- 
tique de  /•,  répondent  à  la  question;  en  d'autres  termes,  la  formule 


Tr{ 


e-4-9.ATT     .  .  e  +  2^-- 

cos 1-  i  sin 


fournit  toutes  les  solutions  du  problème  posé.  Si,  dans  cette  formule, 
on  remplaçait  G  par  quelque  autre  valeur  de  l'argument  du  nombre 
donné,  on  ne  ferait  que  modifier  le  nombre  entier  k\  on  ne  change- 
rait pas  l'ensemble  des  résultats,  puisque,  pour  avoir  toutes  les  solu- 
tions du  problème  posé,  on  doit  remplacer  k  par  tous  les  nombres 
entiers  possibles. 

Si  le  nombre  dont  on  veut  chercher  la  racine  /i'*"®  était  i,  il  n'y 
aurait  qu'à  faire  dans  la  formule  précédente  /•  ^  i,  8  ^  o;  on  trouve- 
rait ainsi,  pour  l'expression  des  nombres  dont  la  puissance  n'^""  est  i, 
ou,  comme  l'on  dit,  des  racines  n'^"""*  de  l'unité,  la  formule 


iUt.        .    .    ik-K 

COS h  i  SI  11  i 

n  n 


où  k  est  un  nombre  entier  quelconque. 
On  a  d'ailleurs,  en  général  (n"  97  ), 

«/-/      e-f- ?./;•-::     .  .  e -f-sATi 


COS 

6- 

II 

^-l-.-. 

■  in 

V~r 

fc. 

0 

l)S  —  ■ 

-h  i  sin 

0> 

•ikTz        .   .    -xh- 

X  (  COS h-  i  Sin 

Il  n 
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dans  le  second  membre,  le  facteur  i//-(cos — hisin-  )j  est  l'un  des 
nombres  dont  la  puissance /i'™"  reproduit  r(cosO  -j-tsinG);  c'est  l'une 
des  racines  /i'"^™"'  du  nombre  donné;  l'autre  facteur 

a/iTT        .   .     •>. /r- 

COS  -+-  l  SU!  

n  II 

est  l'une  des  racines  n"'"»"*  de  l'unité;  on  obtient  toutes  ces  racines  en 
donnant  à  k  toutes  les  valeurs  entières  possibles.  En  d'autres  termes  : 

On  obtient  toutes  les  racines  n'^'"^^^  d'un  nombre  en  multipliant 
l'une  d'elles,  choisie  arbitrairement,  par  les  diverses  racines  n}'<''^^^ 
de  V unité. 

dOO.  Racines  de  l'unité.  —  C'est  de  ces  dernières  racines  que  je 
vais  m'occuper  maintenant. 

Le  nombre  ços^^-^'  +  i%\\\  — ^  a  i  pour  valeur  absolue  et  — ^  pour 
argument  :  les  divers  points  qui  figurent  les  nombres  de  cette  sorte, 
où  k  est  entier,  sont  tous  situés  sur  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  i  ; 
ils  correspondent  aux  arguments 

STt                   f\TZ                  ÔTt 
o,  j  1  1        •  •  •» 

n  n  n 

o.T.  4  ^  G  "^ 

n  n  n 

C'est  d'abord  les  points  Aq,  A.,,  Aa,  A3,  ...  dont  le  premier,  qui 


correspond  à  l'argument  o,  est  le  point  du  cercle  qui  se  trouve  sur  la 
partie 
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positive  de  Taxe  des  abscisses,  point  dont  l'affixe  est  i  ;  les  suivants  Âj, 
A2,  A3  s'obtiennent  en  portant  bout  à  bout,  à  partir  de  Ao,  dans  le 
sens  positif,  des  arcs  égaux  à  — ^j  à  la  «'•■">•'  partie  de  la  circonférence 
du  cercle.  Quand  on  a  porté  ainsi  bout  à  bout  n  de  ces  arcs,  on  re- 
tombe sur  le  point  A„,  |mis,  en  continuant  à  tourner  dans  le  même 
sens,  les  points  A,,  Ao,  A3,  ....  En  portant  bout  à  bout  des  arcs  de  la 
même  longueur—^  dans  le  sens  négatif  on  retombe  sur  des  points 
déjà  obtenus  Art_,,  A„_2,  ...,  mais  on  les  rencontre  successivement 
dans  le  sens  inverse  de  celui  où  on  les  a  obtenus  d'abord;  les  points  Ao, 
A|,  .  . ..  A„_|  ainsi  obtenus,  qui  représentent  toutes  les  racines  /i'*™"* 
distinctes  de  l'unité,  sont  les  sommets  d'un  polygone  régulier  de 
n  côtés.  On  voit  ainsi  qu'il  V  a  /i  racines  distinctes  de  l'unité,  dont 
l'une,  qui  correspond  au  sommet  Aq,  est  elle-même  égale  à  i .  Le  poly- 
gone n'existe,  à  proprement  parler,  que  pour  /«>>2;  pour  «  =  2, 
la  figure  se  réduirait  au  point  Aq  et  au  point  diamétralement  opposé  ; 
les  deux  racines  carrées  de  i  sont 

coso -î- i  sino  ;=  I,         cosTi -)- t  sin— ^  —  i; 

pour  /i  =  3,  la  figure  formerait  un  triangle  équilatéral,  les  trois  racines 
cubiques  de  l'unité  sont 

2  7:         .    .     i-  I  J'^ 

COS  — h  l  Slll  — —    = r-  « > 

O  0  2  2 


4-          .     .      \T. 

f 

v-^' 

COS h  l  SIIl  — -    =  - 

—  —  — 

-  l  — 

a                      0 

2 

2 

pour  ;«  ^  4?  la  iigure  serait  un  carré,  les  quatre  racines  quatrièmes 
de  1  seraient  i ,  ?,  —  1 ,  —  ?',  .... 

Les  résultats  précédents,  et  quelques  autres,  s'obtiennent  encore 
comme  il  suit  : 

Observons  d'abord  que  la  valeur  absolue  d'une  racine  /i"'™*'  de 
l'unité  étant  toujours  égale  à  i ,  il  suffit  de  s'occuper  de  l'argument 
qui  est  de  la  forme  — -•  A  chaque  valeur  entière  de  A  correspond 
une  racine;  pour  que  les  deux  racines  qui  correspondent  à  deux  va- 
leurs k\  et  Ao  de  A"  soient  égales,  il  faut  et  il  suffit  que  la  différence 
entre  les  deux  arguments  soit  un  nombre  entier  de  fois  27c,   c'est- 
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à-dire  que  la  différence  k.>  —  ki  soit  un  multiple  de  n  ;  en  particulier, 

2  k  TT 

on  ne  change  pas  la  racine  dont  l'argument  est ^-)  quand  on  rem- 
place k  par  le  reste  de  sa  division  par  n  ;  on  obtiendra  donc  les  argu- 
ments des  racines  /î''^'™*'»  distinctes  en  remplaçant  dans  l'expression •> 

k  par  o,  1 ,  2,  . . .,  n  —  i ,  ou  par  n  nombres  entiers  consécutifs  quel- 
conques, ou  encore  par  n  valeurs  entières  k^,  A^,,  . . .,  kn-\  qui,  divi- 
sées pai'  /i,  donnent  n  restes  distincts,  à  savoir  les  restes  o,  i,  2,  ..., 
n  —  I ,  dans  un  certain  ordre. 

Pour  qu'une  racine  n"'"'"  de  l'unité  soit  réelle,  il  faut  et  il  suffît  que 

son  argument  - — ^  soit  un  multiple  de  ti,  c'est-à-dire  que  2  A'  soit  un 

multiple  de  n;  si  l'on  donne  à  k  les  valeurs  o,  i,  2, ,  /i  —  i,  les 

seules  valeurs  de  A"  telles  que  2A^  soit  divisible  par  ii  seront  k  =  o,  et, 

dans  le  cas  où  n  est  pair,  k  =  —;  à  ces  valeurs  de  k  correspondent 

les  arguments  o  et  tc,  auxquels  correspondent  les  nombres  i  et  —  i  ; 
I  est  toujours  une  racine  /i'*""  de  l'unité;  c'est  la  seule  racine  /i"""*" 
réelle  si  n  est  impair;  si  n  est  pair,  —  i  est  une  autre  racine  réelle; 
il  ne  peut  pas  y  avoir  d'autres  racines  réelles  que  i  et  —  i. 

Les  racines  /^'*"^«*  imaginaires  sont  conjuguées  deux  par  deux  :  la 

1  15  5!  (  n  /f  )  TT  .  /Il  •  1 

racine  dont  1  argument  est —  est  conjuguée  de  la  racine  dont 

l'argument  est  — ^;  le  produit  de  ces  deux  racines  est  i. 

101.   Une  racine  /j'^"""  de  l'unité  peut  aussi  être  une  racine  yo'*™"  de 
l'unité  ;  il  faut  et  il  suffît  pour  cela  que  l'argument  - —  de  cette  racine 

puisse  être  mis  sous  la  forme  - — ^  >  h  étant  un  nombre  entier  comme  k' 
ceci  exige  que  l'on  ait 

n       p  ' 

on  pourra  toujours  vérifier  cette  égalité  en  prenant  pour  p  et  h  des 
équi-multiples  de  n  et  de  A;  on  ne  pourra  la  vérifier  autrement  si  n 
et  A'  sont  premiers  entre  eux;  d'où  une  distinction  importante  entre 
les  racines  /i'*'"*'*  de  l'unité  : 

La  racine  cos h  ^'sin-^-^  est  dite  une  racine  n'*'"*"  primitive 
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lorsque  k  est  premier  ciK'ec  n  ;  elle  ne  peut  alors  élre  une 
racine  y^'^"""  de  lunité  que  si  p  est  un  multiple  de  /^;  en  particulier, 
elle  ne  peut  être  une  racine />"'""'  de  l'unité  pouryo  <<  n. 

La  racine  cos-^ — '-  +  f  sin-^ — -  est  une  racine  /i""""'  non  primitive 

si  k  et  n  ne  sont  pas  premiers  entre  eux:  si  l'on  désigne  par  d  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  k  et  de  n  et  si  l'on  pose  k  =  k' d^  n  =  n' d^ 
on  aura 

f.k-        .   .    ikT.              ■?./,'—        .   .    'i.  k' T. 
cos \-  i  sin =  cos  — ; h  i  sin ; — , 


n  n  n 


en  sorte  que  la  racine  n"""'"  considérée  sera  aussi  une  racine  /j"^"""  de 
l'unité,  n'  étant  moindre  que  n.  Considérée  comme  racine  /i''^'"^  elle 
est  d'ailleurs  primitive  puisque  k'  est  premier  à  n! .  Par  exemple,  —  i 
est  une  racine  quatrième  de  l'unité,  c'en  est  aussi  une  racine  carrée;  ce 
n'est  pas  une  racine  quatrième  primitive,  i  est  une  racine  /^ ""'"•'  de 
l'unité,  quel  que  soit  n  >  i ,  ce  n'est  jamais  une  racine  primitive. 


102.  Si  l'on  multiplie  les  deux  racines  /^''^™•'*  de  l'unité  dont  les 
arguments  sont — -^         ' ,  le  produit  aura  une  valeur  absolue  égale 

à  1 ,  comme  les  deux  facteurs,  et  son  argument  sera  la  somme ^^^-^^ — - 

'  *="  n 

des  arguments  des  deux  facteurs,  c'est  une  autre  racine  /?"'"'"  de  l'unité. 

Le  produit  de  deux  racines  /i'*'™'^*  est  une  racine  /î'^™";  en  particu- 
lier, le  produit  de  deux  racines  conjuguées  est  i.  Le  produit  d'autant 
de  racines  /i"'™«*  de  l'unité  que  l'on  veut  est  une  racine  /ï"'™'^  de  l'unité. 

Les  puissances  d'une  racine  /^'*■™"  sont  aussi  des  racines  ai'*™"*  de 
l'unité. 

Lu  particulier,  si  l'on  élève  à  la  puissance  r  la  racine  d'argu- 
ment— -,  on  trouvera  la  racine  d'argument — -;  on  obtiendra  donc 
toutes  les  racines  /i'*^"'«-'='  de  l'unité  en  élevant  aux  puissances  o,  i, 
2,  ....  n  —  i  la  racine  d'argument  — ^• 

Si,  plus  généralement,  on  élève  à  la  puissance  /■  la  racine  d'argu- 
ment  >  on  trouve  une  racine  d  argument ;  dans  cet  argu- 
ment, on  peut  remplacer  kr  par  le  reste  obtenu  en  divisant  kr  par  /i; 
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or,  si  l'on  considère  la  suite  de  nombres 

o,     A-,     2Â:,     3  A-,     ...,     (n  — i)/.-, 

obtenus  en  remplaçant  dans  A/',  /•  par  o,  i,  2,  ...,  /i  —  i  ;  les  restes 

de  la  division  de  ces  nombres  par  /?,  seront  dans  un  certain   ordre 

les  nombres  o,  i ,  2,  . . .,  n  —  i ,  en  supposant  que  /i  soit  premier  à  n. 

C'est-à-dire    que,    en   supposant    k    premier    à   n,    les    n   valeurs 

de  — ^ — >  quand  on  donne  à  /•  les  valeurs  o,  i ,  2,  . . . ,  n  —  i ,  peuvent 

être  regardées  comme  les  arguments  des  n  racines  de  l'unité.  Donc  : 
Lorsque  l'on  élève  une  racine  primitive  /i"^'""  de  l'unité  aux  puis- 
sances   o,    I,   2,   ...,   n  —  I,    on    reproduit  les    n    racines    n"'""'*   de 
l'unité. 

Si  l'on  multiplie  une  racine  /i"'"'"  de  l'unité  d'argument  - — '-  par  vine 

racine />""""  de  l'unité,  d'argument —^' j  on  obtient  un  nombre  dont  la 

1           11                     11)                              i{  ]ip-v-h'n)T~     ,  ,    . 

valeur  absolue  est  i,  dont  1  argument  est :  le  produit  est 

donc  une  racine  (np)'""''  de  l'unité. 

Je  me  borne  à  énoncer  les  propositions  suivantes,  d'ailleurs  aisées  à  démon- 
trer :  elles  supposent  que  les  nombres  naturels  n,  p  soient  premiers  entre  eux. 

En  multipliant  chacune  des  n  racines  /t"^^"""  distinctes  de  1  par  chacune 
des/)  racines  distinctes />'"""  de  i  on  obtient  les  «y?  racines  (/jy;)"'"'^'  distinctes 
de  I. 

Le  produit  d'une  racine /<"^^""^  j)rimitive  par  une  racine  yj""""  primitive  est  une 
racine  (ny?)''""^  primitive. 

En  multipliant  chacune  des  racines  n'^'"<^^  primitives  par  chacune  des  ra- 
cines y?'*-'""^*  primitives,  on  trouve  toutes  les  racines  (np)''^"'"  primitives. 

Le  lecteur  voit  que  la  recherche  des  racines  «'"'""  de  l'unité  est  liée  à  cer- 
taines propositions  d'arithmétique  et  à  la  théorie  des  polygones  réguliers. 
L'étude  approfondie  de  ce  problème  comporte  de  très  beaux  développements 
que  je  laisse  de  côté. 


89.  Montrer  que  l'on  a 


EXERCICKS. 


I  -+-  iV'^\^     —  I  —  'V^ 
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Quels  sont  les  nombres  z  tels  que  ^*  soit  égal  au  conjugué  de  z1  Y  a-t-il 
des  noînbres  z  tels  que  z'^  soit  égal  au  conjugué  de  5? 


90.  En  posant 


a  = : 


montrer  que  l'on  a,  quels  que  soient  les  nombres  réels  x^  y^  ^, 

(a?  —  3t)(^  —  %''■)  ^^  X" -TT  X  -^  \ ^ 
(x  —  i)(.2^ — a.)(x—  x-)=x^ — 1, 

x^-hy^-h  z' —  oxyz  ={x  -{-y  -i-  z){x  -h  oiy  -h  ol^zJ{x  -^  oL'^y  +  as)     (*  )• 

91.  Dans  quel  cas  le  quotient  de  deux  nombres  imaginaires  est-il  un  nombre 
réel  ? 

92.  Y  a-t-il  un  nombre  purement  imaginaiie  dont  la  puissance  /i'^'"®  soit 
égale  à  1? 

93.  Si  le  cube  du  nombre  a  +  bi  (a,  b  réels)  est  réel,  ou  bien  b  est  nul,  ou 
bien  —  est  égal  à  ±v^3.  Le  cube  de  a  -f-  bi  peut-il  être  purement  imaginaire? 


91.  Montrer,  sans  considérations  géométriques,  que  l'on  a,  en  désignant  par 
a,  6,  a',  b'  des  nombres  réels, 


\/{a^a'y-'r{b-^b')^±^Ja^^^b■'■    H- y^a'^-h  6'S 
yJ{a  —  ay-'+-{b  —  b')^  1 1  ^a^-^^b'-—  \/a"^'^b-i\. 

93.  De  l'identité  (n"9l) 

(«2_i-  «'î)(62^  b'^)=  {ab'-i-abf-\-{ab  —  ab'y-, 

déduire  la  proposition  suivante  : 

Le  produit  de  plusieurs  nombres  entiers  dont  chacun  est  la  somme  des 
carrés  de  deux  nombres  entiers  est  lui-même  la  somme  des  carrés  de  deux 
nombres  entiers. 

96.  Quelles  sont  les  racines  carrées  du  nombre  i2«  —  5?  Calculer  approxi- 
mativement les  racines  quatrièmes  du  même  nombre.  On  calculera  les  valeurs 


(•)  On  reconnaîtra  de  suite,  après  avoir  lu  le  Chapitre  suivant,  que  ces  identités 
ne  supposent  nullement  la  réalité  des  nombres  x^  y,  z. 

T.  .  ,7 
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approchées  à  o,oi   près  de  la  partie  réelle  et  du  coefficient  de  t,  pour  chaque 
racine. 

97.  Calculer  avec  la  même  approximation  les  racines  cinquièmes  de  g-r-ioi. 

98.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  racine  carrée  de  i  —  x^ 
soit  réelle  est  que  x  soit  réel  et  appartienne  à  l'intervalle  ( —  i,  -H  i),  ou  que  x 
soit  purement  imaginaire.  Conditions  analogues  pour  que  la  racine  carrée 
de  I  —  x-  soit  purement  imaginaire. 

99.  En  désignant  par  k  un  nombre  réel  positif,  plus  petit  que  i,  à  quelles 
conditions  doit  satisfaire  le  nombre  x  pour  que  la  racine  carrée  de 

{i  —  x^)(i  —  k-^x^) 
soit  réelle,  pour  qu'elle  soit  purement  imaginaire? 


CHAPITRE  VII. 

ÉTUDE  DES  POLYNOMES  A  COEFFICIENTS  ET  A  VARIABLES  IMAGINAIRES. 


§  1.  —  DÉFINITIONS.  INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE. 

103.  Le  Chapitre  précédent,  consacré  aux  opérations  sur  les  nom- 
bres imaginaires,  a  montré  que  les  calculs  eflectués  sur  ces  nombres 
se  faisaient  d'après  les  mêmes  lois  que  les  calculs  sur  les  nombres 
réels.  Les  conséquences  qui  se  déduisent  de  ces  lois,  établies  pour 
les  nombres  réels,  s'étendront  naturellement  aux  nombres  imagi- 
naires. 

On  a  rappelé  au  n"  27  la  définition  d'un  monôme,  ou  d'un  polj- 
nome,  à  variables  réelles.  Ces  définitions  s'étendent  immédiatement, 
en  admettant  que  les  coefficients  et  les  variables  puissent  être  ima- 
ginaires. Chacune  des  variables  ^,  JK,  z^ pourra  représenter  un 

nombre  imaginaire  quelconque,  c'est-à-dire  que  sa  partie  réelle  et  le 
coefficient  de  i  pourront  être  des  nombres  réels  quelconques.  Les 
coefficients  seront  des  nombres  réels  ou  imaginaires  fixes,  qui  peuvent 
d'ailleurs  être  représentés  par  des  lettres.  Quand  on  attribue  aux  va- 
riables des  valeurs  déterminées,  le  monôme  ou  le  polynôme  prend 
une  valeur  déterminée  que  l'on  sait  calculer  par  les  règles  précé- 
dentes. Ainsi  le  polynôme  en  x^  y, 

{i-]ri)x'-—ixy-^y—i, 

si  l'on  attribue  à  a;  la  valeur  f,  à  y  la  valeur  i  4-  «,  prend  la  valeur  i . 

Il  n'y  a  rien  à  changer  à  la  définition  du  degré. 

La  valeur  absolue  d'un  monôme  s'obtient  en  remplaçant  dans  ce 
monôme  le  coefficient  et  les  variables  par  leurs  valeurs  absolues. 

La  valeur  absolue  d'un  polynôme  est  au  plus  égale  à  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  monômes  qui  le  constituent;  elle  est  au  plus 
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égale  à  la  soniine  des  valeurs  absolues  de  tous  les  coefficients,  si  les 
valeurs  absolues  des  variables  sont  inférieures  ou  égales  à  i.  Si,  dans 
un  polynôme,  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  réels  et  positifs, 
et  si  les  variables  a?,  j^,  5,  ...  sont  assujetties  à  avoir  respectivement 
des  valeurs  absolues  inférieures  ou  égales  aux  nombres  positifs  a,  è, 
c,  ...,  la  valeur  absolue  du  polynôme  sera  inférieure  ou  égale  au 
nombre  positif  obtenu  en  remplaçant  les  variables  ic,  j)^,  z^  ...  par 
«,  6,  c,  .... 

Par  exemple,  le  polynôme  ix--\-  '6y-  +  ^.xy  +  ^  +  i ,  si  l'on  sup- 
pose I  .T  I  <!  I ,  |jK  I  <  2,  sera  moindre,  en  valeur  absolue,  que  20. 

C'est  surtout  des  polynômes  à  une  variable  que  j'aurai  à  m'occuper  : 
d'ordinaire,  je  désignerai  la  variable  par  la  lettre  5,  et  je  poserai 
V  =  X  -f-  iy.  en  désignant  par  x  ely  des  variables  réelles.  Cette  con- 
vention, qui  est  d'accord  avec  l'habitude  qu'on  a  de  désigner  Y^îir  x,y 
les  coordonnées  d'un  point,  du  point  qui,  suivant  les  conventions  du 
n**  9o,  représente  z,  n'a  évidemment  rien  de  nécessaire.  Elle  est 
commode  en  commençant;  le  lecteur,  une  fois  habitué  à  l'emploi  des 
variables  imaginaires,  ne  craindra  pas  de  les  désigner  par  x,y.,  ..., 
ou  n'importe  quelles  autres  lettres. 

Une  habitude  commode,  généralisation  immédiate  de  celle  qu'on  a 
introduite  au  n"  10,  consiste  à  employer  la  même  lettre  ou  le  même 
symbole  pour  désigner  le  nombre  imaginaire  d'une  part  et,  d'autre 
part,  le  point  dont  ce  nombre  est  l'affixe. 

Par  exemple,  i  -f-  a/  désignera  à  la  fois  le  nombre  imaginaire  dont 
la  partie  réelle  est  i  et  dont  le  coefficient  de  f  est  2,  ou  le  point  dont 
l'abscisse  est  1 ,  l'ordonnée  2.  S'il  y  a  lieu  de  craindre  quelque  confu- 
sion, il  suffira,  pour  l'éviter,  de  dire  le  nombre  \  +  2/,  dans  le  pre- 
mier sens,  le  point  1  +  2/,  dans  le  second  sens.  Cette  façon  de  parler 
s'appliquera  naturellement  soit  aux  nombres  réels,  soit  aux  nombres 
purement  imaginaires.  Pour  les  nombres  réels,  représentés  par  des 
points  de  l'axe  des  abscisses,  c'est  la  même  convention  qu'au  n"  10. 
Le  point  O  est  l'origine  des  coordonnées. 

Un  polynôme 

/(z)  =  («0+  ibo)z"-^{ai^  iè,  )z«-i-l-.  ..-+-  «„-+-  ib,„ 

où  «05  f^oj  ■  •  ■)  ^11)  bn  sont  des  nombres  réels,  est  une  fonction  de  la 
variable  z  =  x  -\-  iy.,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  se  donne  la  valeur  nu- 
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mérique  de  c  (ou  plutôt  les  valeurs  numériques  réelles  dex.y),  on  sait 
calculer  la  valeur  numérique  de/{z)  (la  partie  réelle  et  le  coefficient 
de  i).  L'étude  de  la  façon  dont  varie  y(«)  avec  c  revient  à  l'étude  de 
la  variation  simultanée  de  deux  polynômes  à  coefficients  réels  en  x,  y, 
quand  ces  deux  variables  varient  simultanément.  Ces  deux  polynômes 
s'obtiennent  en  remplaçant  z  par  x  -h  iy,  dans  le  précédent  polynôme 
en  z,  en  effectuant  les  calculs  indiqués,  et  en  séparant  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire  '  f{z)  se  met  alors  sous  la  forme 

Z)(x,y)  et  '}j(x^y)  sont  les  deux  polynômes  en  question. 

Au  lieu  de  dire  qu'à  chaque  valeur  de  :;  correspond  une  valeur  de 
/"(s),  il  revient  au  même  de  dire  qu'à  chaque  point  z  (de  coor- 
données ^,  y)  correspond  un  point /"(s)  [de  coordonnées  'f(x,  y), 
^(a;,y)],  ou  que  la  fonction  donnée  (le  polynôme)  définit  une 
correspondance  entre  le  point  z  et  le  point  /{^)i  un  mode  de  trans- 
formation qui  permet  de  passer  du  point  ^  au  point  y(  5)  :  étudier  la 
fonction,  c'est  au  fond  étudier  cette  correspondance,  ou  celte  trans- 
formation :  on  aura,  en  particulier,  à  traiter  des  questions  comme 
celles-ci  :  quand  le  point  z  décrit  un  certain  lieu,  quel  est  le  lieu 
correspondant  décrit  par  le  point  y(-s);  quand  le  point  :;  est  assujetti 
à  rester  dans  une  certaine  région,  dans  quelle  région  le  point  corres- 
pondant /(z)  est-il  assujetti  à  rester? 

104-.   Considérons  quelques  exemples  simples  : 

Fitr.  33. 


Y 

^/x  +A 

^  /'A 

Ô  X 


Soit  d'abord  /(s)  =  ^  +  A,  A  étant  un  nombre  imaginaire  quel- 


•262 


CHAPITRE    Vir. 


conque;  d'après  le  n"  97,  le  point  ;:  +  A  se  déduira  du  point  z  en  lui 
faisant  subir  une  translation  définie  par  le  vecteur  qui  va  du  point  O 
au  point  V  :  En  d'autres  termes,  le  vecteur  qui  va  du  point  z  au 
point  ^  +  A  est  équipollent  au  vecleur  fixe  qui  va  du  point  O  au 
point  A. 

Quand  le  point  z  décrit  une  courbe  quelconque,  le  point  5  + A 
décrit  une  courbe  égale  :  on  passe  de  la  première  courbe  à  la  seconde 
par  la  translation  qu'on  vient  d'expliquer;  de  même,  quand  le  point  z 
est  assujetti  à  rester  dans  une  certaine  région,  le  point  z  -\-  A  est  as- 
sujetti par  là  à  rester  dans  une  région  égale,  qui  se  déduit  de  la  pre- 
mière par  cette  même  translation. 

Soit  f{z)  =  Az.  Désignons  par  a  la  valeur  absolue  de  A  :  On  com- 
niencera  par  déduire  du  point  z  un  point  z',  homothétique  du  point  z 


par  rapport  au  centre  O,  le  rapport  d'homothétie  étant  a;  le  point  z^ 
sera  l'image  du  nombre  az;  puis  on  fera  tourner  le  vecteur  qui  part 
du  point  O  pour  aboutir  au  point  z'  d'un  angle  égal  à  l'argument  de  A  ; 
l'extrémité  du  vecteur  viendra  au  point  Az  ;  c'est  ce  qui  a  été  expliqué 
au  n"  97;  le  point  As  se  déduit  donc  par  une  homothétie,  définie  par 
son  centre  (le  point  O)  et  son  rapport  (le  nombre  positif  a),  suivie 
d'une  rotation  eifectuée  autour  du  point  O,  rotation  dont  Tangle  est 
l'argument  de  A,  qui  est  fixe.  Si  le  point  z  décrit  une  figure  quel- 
conque, la  figure  décrite  par  le  point  Az  s'en  déduira  par  une  homo- 
thétie, suivie  d'une  rotation;  ce  sera  une  figure  semblable  à  la  figure 
décrite  par  le  point  z,  le  centre  de  similitude  (le  point  qui  coïncide 
avec  son  homologue)  étant  le  point  O;  elle  lui  serait  homothétique  si 
A  était  réel,  directement  si  A  était  positif,  inversement  si  A  était  né- 
gatif. Si  le  point  ;;  décrivait,  dans  le  sens  direct,  un  cercle  ayant  sou 
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centre  au  point  O,  le  point  As  décrirait,  dans  le  même  sens,  un  cercle 
concentrique;  le  rapport  des  rayons  des  deux  cercles  serait  a.  Si  le 
point  z  était  assujetti  à  rester  dans  le  premier  cercle,  le  point  Az  se- 
rait assujetti  à  rester  dans  le  second. 

Soit  /(s)  =  As  +  B.  On  déduira  le  point  As  du  point  s,  comme 
on  vient  de  l'expliquer,  puis  on  fera  subir  à  ce  point  As  une  trans- 
lation égale  au  vecteur  qui  part  du  point  O  et  aboutit  au  point  B;  si 
le  point  s  décrit  une  figure  quelconque,  le  point  As  +  B  décrira  une 
figure  semblable,  mais  le  centre  de  similitude  ne  sera  plus  le  point  O. 
Si  le  point  s  décrivait,  dans  le  sens  direct,  un  cercle  ayant  son  centre 
en  O,  et  de  rayon  égal  à  p,  le  point  As +  B  décrirait,  dans  le  sens 
direct,  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  B,  et  un  rayon  égal  'a  a-^^ 
en  continuant  de  désigner  par  a  la  valeur  absolue  de  A.  Si  le  point  s 
était  assujetti  à  rester  à  l'intérieur  du  premier  cercle,  le  point  As +  B 
serait  assujetti  à  rester  à  l'intérieur  du  second. 

Soit  f[z)^  s".  Désignons  par  p  et  par  6  la  valeur  absolue  et  l'ar- 
gument de  s;  la  valeur  absolue  et  l'argument  de  s"  seront  respecti- 
vement o"  et  nO;  si  l'on  considère  les  deux  cercles  décrits  du  point  O 
comme  centre  avec  les  rayons  p  et  p",  le  point  s  sera  sur  le  premier, 
le  point  s"  sur  le  second  ;  s'il  faut  faire  tourner  de  l'angle  9  la  direc- 
tion positive  de  l'axe  des  abscisses  pour  l'amener  à  passer  par  le 
point  s,  il  faudra  la  faire  tourner  de  l'angle  /i6  pour  l'amener  à  passer 
par  le  point  s". 

Supposons  que  p,  et  par  conséquent  p",  soit  constant,  et  que  le 
point  s  se  meuve  sur  le  cercle  de  rayon  p,  le  point  s'*  se  mouvra  sur 
le  cercle  de  rayon  o".  Si  le  point  z  se  meut  dans  le  sens  direct,  il  en 
sera  de  même  du  point  s"  ;  si  le  point  s  décrit  la  /i'^™^  partie  du  pre- 
mier cercle,  dans  le  sens  direct,  le  point  s"  décrira,  dans  le  sens 
direct,  le  second  cercle  tout  entier;  si  le  point  z  décrit  le  premier 
cercle  tout  entier  dans  le  sens  direct,  le  point  s"  décrira  n  fois  le 
second  cercle,  dans  le  même  sens;  il  passe  alors  n  fois  par  un  point 
quelconque  de  ce  second  cercle.  Si,  pour  la  position  Sq  du  point  s 
sur  le  premier  cercle,  le  point  s"  est  au  point  Zo  sur  le  second  cercle, 
lorsque  le  point  s  aura  décrit  sur  le  premier  cercle,  à  partir  de  Sq, 
la  rt'^""'  partie  de  la  circonférence,  le  point  s"  se  retrouvera  en  Zq,  ..., 
les  n  positions  du  point  s  sur  le  premier  cercle  pour  lesquelles  le 
point  s"  coïncide  avec  le  point  Zo  sont  les  sommets  d'un  polygone 
régulier  de  n  côtés  inscrit  dans  ce  premier  cercle;  ils  figurent  les  /i  va- 
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leurs  de  z  pour  lesquelles  le  nombre  z"  est  égal  à  Zq,  les  n  racines  /?"'"»«» 
de  Zfl,  ces  résultats  sont  bien  conformes  avec  ceux  des  n°*  99,  100. 
Si  le  point  z  était  assujetti  à  rester  à  l'intérieur  du  premier  cercle,  le 
point  z"  serait  assujetti  à  rester  à  l'intérieur  du  second.  Les  deux 
cercles  coïncident  si  l'on  suppose  o  =  i  ;  le  second  cercle  est  intérieur 
au  premier  si  p  est  plus  petit  que  i,  extérieur  si  p  est  plus  grand 
que  I . 

Soity(3)  =  A^"  ;  après  avoir  déduit  le  point  z"  du  point  z,  on  dé- 
duira le  point  A:;"  du  point  2"  par  une  homotliétie,  dont  le  centre 
est  le  point  O,  dont  le  rapport  est  le  nombre  a  =  |  A|,  suivie  d'une 
rotation  autour  du  point  O,  rotation  dont  l'angle  est  l'argument  de  A. 
Si  l'on  suppose  encore  que  le  point  z  décrive,  dans  le  sens  direct,  le 
cercle  de  rayon  p  dont  le  centre  est  le  point  O,  le  point  A^"  décrira, 
dans  le  sens  direct,  le  cercle  concentrique,  dont  le  rayon  est  «p";  il 
le  décrira  n  fois  si  le  point  z  décrit  une  fois  le  premier  cercle. 

Soit  enfin  f{z)  =  Az"-+-B.  Ayant  construit,  comme  on  vient  de 
l'expliquer,  le  point  Az"  en  partant  du  point  z,  on  lui  fera  subir  une 
translation  définie  par  le  vecteur  qui  va  du  point  O  au  point  B,  et 
l'on  aura  ainsi  le  point  A^'^+B.  Si  l'on  suppose  toujours  que  le 
point  z  décrive,  une  fois  autour  du  j)oint  O,  le  cercle  de  rayon  p, 
dans  le  sens  direct,  le  point  \z"  +  B  décrira  n  fois,  dans  le  sens 
direct,  le  cercle  déduit  du  point  B  comme  centre  avec  le  rayon  «p", 
en  passant  n  fois  par  chaque  point  de  ce  cercle;  si  le  point  z  est 
assujetti  à  rester  à  l'intérieur  du  premier  cercle,  le  point  Az"-+-  B 
sera  assujetti  à  rester  à  l'intérieur  du  second. 


2.  -  ÉTUDE  D'UN  POLYNOME  POUR  LES  VALEURS  DE  LA  VARIABLE 
VOISINES  D'UNE  VALEUR  DONNÉE. 


lOo.   Soit  maintenant 

/(z)  =  Ao-f-  A, 3  -+-  XîZ--\-.  .  .-h  A,.,s", 

un  polynôme  en  z,  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  2, 
que  l'on  veut  étudier  pour  les  valeurs  de  z  voisines  de  o.  Désignons 
par  G  la  valeur  absolue  de  z  et  par  «05  <^i?  •••?  <^«  les  valeurs  abso- 
lues des  coefficients  Aq,  A|,  Aj,  .-.,  A„  :  La  valeur  absolue  de/{z) 
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sera  au  plus  égale  au  nombre  «0+ «i  p  +  •  •  •  +  ^h?'%  a^^  nombre 
So^  «0+ <^i +•  •  •  +  ^«5  si  p  est  inférieur  ou  égal  à  i.  L'expression 
«ô+  «1  Q  +•  •  •  est  un  polynôme  en  p  à  coefficients  réels  et  positifs; 
on  sait  comment  elle  varie  avec  p. 

Si,  en  particulier,  les  premiers  termes  du  polynôme /"(z)  manquent, 
si  ce  polynôme  commence  par  le  terme  A^;/',  on  pourra  l'écrire 

^/'(A/,+  A/,+,5  -f-.  .  .-!-  Xnzn-i>). 

Supposons  0  inférieur  ou  égal  à  i ,  la  valeur  absolue  du  polynôme 
qui  multiplie  z"^  sera  au  plus  égale  à  'èp^  ap-\-  ap_^\  +  ...+««; 
la  valeur  absolue  du  polynôme  proposé  sera  au  plus  égale  à  Sp^P\  si 
l'on  veut  qu'elle  reste  inférieure  à  un  nombre  positif  s,  arbitraire- 
ment donné,  il  suffira  de  prendre 

Revenons  au  polynôme 

en  supposant  toujours  qu'on  ne  considère  que  des  valeurs  de  z  voi- 
sines de  o;  de  même  que  dans  le  cas  où  il  ne  s'agit  que  de  variables 
réelles,  les  expressions 

Ao,     Ao-^-A,z,     Ao-i- A,2-!- AjsS     ... 

constituent  des  expressions  approchées  dey(:;).  Considérons  par 
exemple  la  dernière  :  la  difierence  f{z)  —  (AoH-  A,  z  +  A2:;-)  n'est 
autre  chose  que  le  polynôme,  commençant  par  un  terme  en  ^^, 

dont  la  valeur  absolue,  pourvu  qu'on  ait  |  s  |  ^  i ,  est  au  plus  égale 
à  S3P',  et  reste  inférieure  à  £  si  l'on  suppose  p  <  1/ ^-  • 

Notons  encore  que  le  polynôme  f{z)  pourra  être  mis  sous  la  forme 

/(^)  =  Ao+A,5^A,^2+M-3, 
M  étant  un  polynôme  en  z  dont  on  sait  que  la  valeur  absolue,  pourvu 


I^C)  CHAPITRE    VII. 

(jue  la  valeur  absolue  de  z  reste  inférieure  à  un  nombre  positif  fixe, 
reste  elle-même  inférieure  à  un  nombre  positif  fixe  que  l'on  sait  cal- 
culer. 

En  particulier,  pourvu  que  z  soit  suffisamment  voisin  de  o,  la 
différence  entre  f(z)  et  Ao  est  petite  en  valeur  absolue  :  le  point  /{z) 
est  aussi  voisin  qu'on  le  veut  du  point  Ao,  avec  lequel  il  se  confond 
quand  z  est  nul,  pourvu  que  le  point  z  soit  suffisamment  voisin  du 
point  O  :  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  le  poljnomey(5)  est 
une  fonction  continue  de  z,  pour  5  =  0.  Pourvu  que  0  soit  moindre 

que  ^j  on  a 

et  le  point  /(z)  reste  à  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  du  point  A,, 
comme  centre  avec  un  rajon  égal  à  s.  Supposons  que  Aq  ne  soit  pas 
nul;  on  a  pu  alors  choisir  s  <<  «^  ;  dans  ces  conditions  le  point  O  est 
extérieur  au  cercle  de  rayon  s  décrit  de  Ao  comme  centre;  le 
point  y(^)  ne  peut  donc  venir  au  point  O  :  En  d'autres  termes,  s'il 
y  a  un  terme  constant  dans  un  polynôme,  ce  polynôme  ne  peut  s'an- 
nuler lorsque  la  valeur  absolue  de  z  reste  inférieure  à  un  nombre 
positif  que  l'on  sait  fixer. 

Un  polynôme,  dont  tous  les  coefficients  ne  sont  pas  nuls  et  qui 
s'annule  pour  ^  =  o,  ne  peut  être  nul  pour  les  valeurs  de  z  suffisam- 
ment voisines  de  o. 

Un  polynôme,  dont  tous  les  coefficients  ne  sont  pas  nuls,  ne  peut 
être  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  z.  Deux  polynômes  ne  peuvent 
prendre  les  mêmes  valeurs  pour  toutes  les  valeurs  de  z  sans  être 
identiques  terme  à  terme  (n"  33). 

106.  Je  vais  maintenant  montrer  que  si  un  polynôme  f(z)  contient 
un  terme  constant  Ao,  on  peut  trouver  des  valeurs  de  z,  aussi  voi- 
sines de  o  qu'on  le  veut,  telles  que,  pour  ces  valeurs,  on  ait 

I/(^)|<lAo|. 

Cette  proposition  nous  sera  utile  un  peu  plus  loin. 

Par  hypothèse,  le  polynôme,  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  5,  commence  par  un  terme  constant  Ao  ;  il  peut  manquer 
ensuite  plusieurs  termes;  je  suppose  que  le  premier  terme  (non  nul) 
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qui  suive  A©  soit  ApZP;\e  polynôme  peut  se  réduire  à  ces  deux  termes 
et  avoir  la  forme  A(,+  A^pZ-P;  s'il  y  a  d'autres  termes,  on  pourra  dans 


Fig 

35. 
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?^ 

^^\ 

/        \ 

\ 

/^ 

■^ 
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tous  ces  termes  mettre  zP'^\  au  moins,  en  facteur  et  écrire  le  poly- 
nôme sous  la  forme 

Z  =  Ao  -T-  A,,  zi>  -+-  M  :;/'+•  ; 

je  ne  considérerai  que  des  valeurs  de  z  telles  que  l'on  ait  |:?  [  «<  i  : 
alors  la  valeur  absolue  du  polynôme  M  restera  inférieure  à  un  nombre 
positif  fixe  m,  à  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses  termes,  par 
exemple.  Je  continuerai  de  désigner  par  rto,  <7^,  o  les  valeurs  ab- 
solues des  coefficients  Ao,  A^  et  de  la  variable  ;. 
Quand  z-  est  petit  en  valeur  absolue,  les  expressions 

Aq,         Zj  =  Ao-f-  \/,2i' 

constituent  des  expressions  approcliées  de  Z.  Lorsqu'on  donne  à  ^ 
une  valeur  numérique,  la  valeur  absolue  de  la  différence  entre  les 
deux  nombres  Z,  et  Ao,  la  distance  entre  les  deux  points  Z,  et  A» 
est  égale  à  cipoP;  on  peut  la  supposer  moindre  que  a,,;  il  suffit  de 


P  / 


«0 


prendre  pour  cela  p  <C  1  /  — ;  l'erreur  commise  en  substituant  Z,  àZ, 

c'est-à-dire  M^/'+',  est  moindre  en  valeur  absolue  que  m^P^*  ;  en 
d'autres  termes,  la  distance  entre  les  deux  points  Z,  et  Z  est  moindre 
que  mpP'^^;  on   peut   la  supposer  moindre  que  apoP;   il  suffit  de 

prendre  p  <  — ^j  je  supposerai  p  inférieur  au  plus  petit  des  nombres 
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positifs 


y    ttj,        m 


d'ailleurs  aussi  petit  qu'on  le  voudra. 

Supposons  que  le  point  z  décrive,  dans  le  sens  direct,  un  cercle  de 
rayon  p,  et  dont  le  centre  soit  le  point  O  :  le  point  Z|  décrira  p  fois, 
dans  le  sens  direct,  un  cercle  (C)  dont  le  centre  sera  le  point  Aq  et 
dont  le  rayon  UppP  sera  moindre  que  «„,  en  sorte  que  le  point  O  sera 
certainement  extérieur  au  cercle  (G). 

Soit  K  le  point  du  cercle  (C)  situé  entre  O  et  Ay  sur  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points.  Quand  le  point  Z,  est  en  K  (il  y  passe/?  fois), 
le  point  Z,  dont  la  distance  au  point  Z,  est  toujours  moindre  que  le 
rayon  de  (C),  se  trouve  alors  à  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  de  K 
comme  centre  avec  un  rayon  moindre  que  le  rayoade  (C)  :  ce  cercle, 
de  centre  K,  sera  donc  intérieur  au  cercle  décrit  du  point  O  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  Oq',  cela  revient  à  dire  que  le  point  Z 
est  à  une  distance  du  point  O  moindre  que  a^,  ou  que  la  valeur 
absolue  du  nombre  Z  est  moindre  que  «oi  lorsque  le  point  z  est  dans 
l'une  des  p  positions  pour  lesquelles  Z,  est  en  K. 

107.  Lorsqu'on  veut  étudier  un  polynôme 

f(z)  =  Ao+  Ai^  -h  A,z2_f_.  _ ,_,_  A„Z'», 

pour  les  valeurs  de  z  voisines  d'un  nombre  donné  Zq,  on  ramène 
(n"'  3o,  etc.)  cette  étude  au  cas  où  la  variable  est  voisine  de  o,  en 
posant  ^  =  ^0  +  /t,  puis  en  ordonnant  le  polynôme 

/(zo-+-  h)  ^  Ao-+-  A,(zo^-  h)  +  A2U0+  h)^^. .  .^-  A„(^o^  A)", 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  h  ;  h  sera  alors  regardé  comme 
une  variable  imaginaire,  petite  en  valeur  absolue.  Les  résultats  du 
Chapitre  II,  fondés  uniquement  sur  les  règles  relatives  à  l'addition  et 
à  la  multiplication,  s'appliquent  sans  changement.  Si  l'on  désigne  par 

f  {z)  =  A,-H2A.,z-+-3A3-'-  +  ..  .+  nA„«"-», 
f"{z)  =  \.iK^-h'x.Zk,_z^..  .-i-(/i  — i)nA,jS''-2, 
fl>^{z)  =  l.'i....pk,,-\-^}..'^...ip^^)kp+^z^... 
H-  (  /l  —  p  -{-  i)  { n  —  p  -^  -2)  . . .  n  kn  -3"-/', 

) 

/('"(3)  =  I.-^...«A„, 
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les  n  dérivées  du  polynôme /(^),  dont  la  /î'^"""  est  une  constante,  on  a 

\  .1. . .  .p  1 . 2 . . .  /« 

ou,  si  l'on  veut, 

I     J        ^-^0/  /  _  -„  V  • 

H 1^^  —  -0^     > 

I  .  -2  .  .  .  /* 

en  désignant  par /(c^o), /'(::o)»  •••  les  valeurs  des  polynômes  f{z)^ 
y'(^),  ...,  quand  on  y  remplace  z  par  ^o-  Si  h  est  petit  en  valeur 
absolue,  si  z  reste  voisin  de  ^o,  la  valeur  de  ./(^)  reste  voisine 
de  /{Z(^),  aussi  voisine  qu'on  le  veut,  pourvu  que  la  valeur  absolue 
de  h  soit  suffisamment  petite  :  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que 
le  polynôme  est  une  fonction  continue  de  z,  pour  z  =  z^. 

Si  le  polynôme  /(z)  s'annule  pour  z  =  Zo,  ^o  ^st  une  racine  de  ce 
polynôme;  l'ordre  de  multiplicité  de  cette  racine  est  la  plus  haute 
puissance  de  h  que  l'on  puisse  mettre  en  facteur  dans  le  polynôme 
f{zo-{-  h)  ordonné  suivant  les  puissances  de  h  ;  c'est  le  degré  du  pre- 
mier terme  de  ce  polynôme  qui  n'est  pas  nul;  pour  que  z^  soit  une 
racine  d'ordre  de  multiplicité  p  du  polynôme  /(z),  il  faut  et  il 
suffit  que  ce  polynôme  s'annule  pour  z  ^  Zq  ainsi  que  ses  p  —  i  pre- 
mières dérivées,  et  que  la  yp'*™"  dérivée  ne  s'annule  pas.  Si  l'ordre  de 
multiplicité  /?,  défini  comme  plus  haut,  était  égal  à  i ,  la  racine  ^o 
n'est  pas  multiple;  elle  est  simple;  dans  ce  cas  la  dérivée  f'{^)  ne 
s'annule  pas  pour  z  =  z^^.  Si  Zq  est  une  racine  d'ordre  de  multiplicité/? 
pour  le  polynôme  /(^),  c'est  vine  racine  multiple  d'ordre  p — i 
pour  y  (^);  puisque  lesp  —  2  premières  dérivées  du  polynôme  y  (^) 
s'annulent  pour  z  =  Zo,  et  que  sa  (p  —  i  )'^'"*'  dérivée  ne  s'annule  pas  ; 
elle  est  d'ordre  p  —  2  pour  f"{z),  d'ordre  i  (une  racine  simple)  pour 
f^P~*\z):  ce  n'est  pas  une  racine  pour  /^p^{z).  On  peut  mettre 
alors  le  polynôme  f{z)  sous  la  forme  f[z)  =  (z  —  ^o)^'f(^)?  'f{^) 
étant  un  polynôme  qui  ne  s'annule  pas  pour  z  =  Zq.  Réciproque- 
ment, si  l'on  peut  mettre /(s)  sous  cette  forme,  le  polynôme  o(z) 
ne  s'annulant  pas  pour  z  =  Zo,  on  peut  affirmer  que  Zo  est  une  ra- 
cine de/(;5),  d'ordre  de  multiplicité/».  Si  ^1  est  une  racine  de/(^)> 
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autre  que  ^01   't  est  une  racine  de  ç(;),  elle  est  du  même  ordre  de 
multiplicité  dans /(s)  et  dans  ç>(;). 

Si  le  polynôme  /{^)  ne  s'annule  pas  pour  z  =  z^,  il  ne  s'annule 
pas  non  plus  pour  les  valeurs  de  z  suffisamment  voisines  de  z^;  mais 
on  peut,  d'après  le  numéro  précédent,  trouver  de  telles  valeurs  pour 
Jescpielles  on  ait 

l/(-)l<l/(-So)!. 

108.  Considérons  maintenant  les  valeurs  de  la  variable  qui  sont 
grandes  en  valeur  absolue.  Pour  de  telles  valeurs,  le  polynôme  est 
lui-même  très  grand  en  valeur  absolue. 

Supposons,  en  effet,  que  ce  polynôme  soit  de  degré  n;  en  l'ordon- 
nant suivant  les  puissances  descendantes  de  :;  on  pourra  l'écrire 

/{z)  =  BoZ"-^B,z"-^-^...-+-\in-iZ  +  B„ 

=  --"[ï^oH-B,(l)-....^B„_,(l)"-'-^B.(l)"]. 

Le  polynôme  entre  crochets,  dans  le  dernier  membre,  est  un  poly- 
nôme en  -1  ordonné  suivant  les  puissances  de  -»  dans  lequel  le 
premier  terme  Bq  n'est  pas  nul. 

On  peut  choisir  la  valeur  absolue  o  de  z  assez  grande,  ou  la  valeur 

absolue  -  de  -  assez  petite,  pour  que  la  différence  entre  le  polynôme 

P        ^ 

en  -  qui  est  entre  crochets  et  son  premier  terme  Bo  soit  moindre  en 
valeur  absolue  que  tel  nombre  positif  s  que  l'on  voudra.  Dans 
•ces  conditions  la  valeur  absolue  de  f(z)  sera  supérieure  à  p"  (b^ —  s), 
■en  désignant  par  b„  la  valeur  absolue  de  Bo,  que  l'on  peut  supposer 
plus  grande  que  £.  Or,  il  est  clair  que,  pourvu  que  0  soit  assez  grand, 
la  valeur  de  p"(^o — ^)  peut  dépasser  tel  nombre  positif  que  l'on 
voudra. 

On  voit,  en  particulier,  que,  lorsque  le  point:;  est  à  l'extérieur  d'un 
cercle  décrit  du  point  O  comme  centre  avec  un  rayon  suffisamment 
grand,  le  polynôme  /{^•)  ne  peut  pas  s'annuler. 

§  3.  -  EXTENSION  DE  DIVERS  RÉSULTATS. 

109.  La  formule  du  binôme  (n"  -i'd)  s'applique  aussi  bien,  qu'il 
«'agisse  de  nombres  réels  ou  de  nombres  imaginaires.  On  peut,  en 
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particulier,  l'appliquer  au  développement  de  (a  -\-bi)",  en  supposant 
que  a,  b  soient  réels;  on  trouve  ainsi 

(a -4-  biy  =  A  -+-  Bt, 
A  et  B  étant  des  nombres  réels  définis  par  les  formules 

j  B  =  G'i'  a«-»  b  —  es  a«-3  b^  -+-  C'i  a'^-'  b'  — ...—  (— t  )i'  C'ip-i  a«-î/^-^i  b^P-'^  H- . 

les  coefficients  numériques  C",  C^',  . . .  ont  été  définis  au  n"  43.  Les 
derniers  termes  de  A,  B  sont  respectivement 

n  n 

{—if-b",     —  (— i)"î/m6"-«, 
si  n  est  pair  et 

n  —  l  w-f-1 

{—if^nab'^-^,     —  (— i)  2    b". 

si  n  est  impair. 

En  prenant  en  particulier  «  =  cosO,  6  =  sin9  et  en  se  rappelant 
(n"  97)  la  formule  de  Moivre 

( cos 6  -f-  i  sin 6 )"  =  cos nQ  -h  i sin n 0, 
on  obtient  les  relations 

(a)  ' 

f    sin«e  =  G'/cos"-»  sinO  — C'3'cos«-3  6sin3e-+-..., 

dont  les  seconds  membres  sont  des  polynômes  homogènes  en  cos^ 
et  sinO. 

En  posant  cosO  =  x,  on  a 

sinô  =±  \/i  —  x^, 

et  l'on  reconnaît,  puisqu'il  n'entre  dans  le  développement  de  cos/iÔ 
que  des  puissances  paires  de  sinô,  dans  le  développement  de  sinô  que 
des  puissances  impaires,  que  cosnÔ  est  un  polynôme  en  x  et  que  sin/iô 
est  un  polynôme  en  x  multiplié  par  ^^  i  —  x'-;  ces  deux  polynômes 
sont  de  degrés  respectifs  n  el  n  —  i  ;  les  coefficients  numériques  des 
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termes  du  plus  haut  degré  sont  respectivement 

Go-+-  G2-1-  Gi-i-. . ., 
C.+  Ca+Cs-t-..., 

c'est-à-dire  qu'ils  sont  tous  deux  égaux  à  2"  "'  (n"  43). 

Enfin,  en  divisant  membre  à  membre  les  égalités  (2)  et  en  diAisant 
par  cos"6  les  deux  termes  de  la  fraction  que  l'on  obtient  alors  au 
second  membre,  on  trouve 

Cy  tans  0  —  G"  tang^  0  +  C'i  tan-s  0  — . . . 


1  —  G'2'  tang2 0  -i-  G'^  tang*  0  h-  . . .         ' 

tang/îO  est  une  fraction  rationnelle  en  tangO. 

En  combinant  la  formule  de  Moivre  avec  celle  qu'on  en  déduit  en 
changeant  6  en  —  0,  on  voit  qu'on  peut  aussi  écrire 

(cosO -1- t  sin6)«-+- (cos9  —  isin6)« 
cos/iO  =  -^ , 


siiirtO  = 
tang/iO  = 


2 

(cos6  -+-  i  sinG)"  —  (cos6  —  i  «inO)" 
•xi 
(1  -4-  t  tangO)"—  (i  —  i  tangO)" 
i[(i  -+-  ttaiigO)'»-!-  (i  —  f  tangO)"  I* 


110.  La  théorie  de  la  division  des  polynômes  ordonnés  s'étend 
sans  aucun  changement  aux  polynômes  à  coefficients  et  à  variables 
imaginaires,  puisqu'elle  est  fondée  uniquement  sur  des  règles  de  cal- 
cul qui  s'appliquent  aussi  bien  aux  nombres  imaginaires  qu'aux 
nombres  réels. 

On  appelle  fonction  rationnelle  de  z  ou  fraction  rationnelle  en  z 
une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  poly- 
nômes 6115.  Les  explications  qui  précèdent  suffiront  au  lecteur  pour 
étendre  à  ces  fractions  la  plupart  des  propriétés  qui  ont  été  établies 
au  Chapitre  IV;  il  verra  de  suite,  en  particulier,  comment,  lorsque  le 
dénominateur  ne  s'annule  pas  pour  5  =  0,  on  obtient  des  polynômes 
simples  qui  représentent,  avec  telle  approximation  que  l'on  veut,  la 
fraction  rationnelle;  une  fraction  rationnelle  est  continue  pour  toute 
valeur  de  z  qui  n'annule  pas  le  dénominateur.  Si  Zq  est  une  valeur 
de  z  qui  annule  le  dénominateur  sans  annuler  le  numérateur,  la  fonc- 
tion est  très  grande  en  valeur  absolue  pour  les  valeurs  de  z  suffisam- 
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ment  voisines  de  Sq  j  il  ^n  est  de  même  si  Zq  annule  le  numérateur 
comme  le  dénominateur,  lorsque  Zq  est  pour  le  dénominateur  une 
racine  d'ordre  de  multiplicité  plus  grand  que  pour  le  numérateur.  On 
dit  alors  que  la  fonction  est  infinie  pour  z  =  z^,  et  queso  est  un  pôle 
de  cette  fonction;  l'ordre  de  multiplicité  du  pôle  est  la  différence  des 
ordres  de  multiplicité  de  Zo  considéré  comme  racine  du  dénominateur 
et  du  numérateur.  Si  Zq  n'était  racine  que  du  dénominateur,  l'ordre 
de  multiplicité  du  pôle  serait  l'ordre  de  multiplicité  de  z^  considéré 
comme  racine  du  dénominateur.  Si  l'ordre  de  multiplicité  du  pôle  Zq 
était  I,  ce  pôle  ne  devrait  pas  être  regardé  comme  multiple,  mais  bien 
comme  si  m/de. 

Si  Zo  est  un  pôle  d'ordre  de  multiplicité  p,  il  existe  un  polynôme 

en —i  de  degré />,  sans  terme  constant,  et,  par  conséquent,  de  la 

forme 

Ao  Al  A^_i 


(z  —  Zo)!'         (z  —  Zo)/'-^  z  —  Zo 

tel  que  la  différence  entre  la  fraction  rationnelle  et  le  poljnwme  peut 
être  regardée  comme  une  fonction  continue  de  ^  pour  5  =:=  ^o  j  ce  poly- 
nôme en )  qui  est  d'ailleurs  unique,  se  calcule  comme  il  a  été 

expliqué  au  n"  Oo.  Je  continuerai  de  le  désigner  comme  la  partie  de 
la  fraction  qui  devient  infinie  pour  z  =  :;o-  J-'C  coefficient  Ap_^    du 

terme  en  s'appelle  le  résidu  du  pôle  z^. 

La  théorie  de  la  décomposition  en  éléments  simples  d'une  fraction 

rationnelle  de  la  forme — — r  subsiste  sans  chan- 

{z  —  a)^(z  —  b)^...{z  —  l)^ 

gements. 

Il  en  est  de  même  pour  les  théories  de  la  divisibilité  des  polynômes, 
du  plus  grand  commun  diviseur,  du  plus  petit  commun  multiple 
de  deux  ou  plusieurs  polynômes.  Toutefois  l'introduction  des  nombres 
imaginaires  modifie  profondément  la  notion  de  polynôme  premier 
telle  qu'elle  a  été  présentée  au  n"  80. 

On  y  considérait  alors  comme  premier  tout  polynôme  qui  ne  pou- 
vait se  décomposer  en  un  produit  de  polynômes  :  tel  était  par  exemple 
le  polynôme  iP^  4-  i ,  impossible  à  décomposer  lorsqu'on  ne  considère 
que  des  polynômes  à  coefficients  réels,  qui  est  égal  au  produit  des 
facteurs  du  premier  degré  x  —  f ,  x  -\-  f,  quand  on  introduit  les 
T.  18 
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nombres  imaginaires.  On  verra  tout  à  l'heure  qu'au  point  de  vue  où 
nous  sommes,  les  seuls  polynômes  indécomposables  sont  les  poly- 
nômes du  premier  degré. 

§  4.  —  THÉORÈME  FONDAMENTAL  DE  L'ALGÈBRE. 

111.  La  proposition  connue  sous  ce  nom  peut  s'énoncer  sous  la 
forme  suivante  : 

Tout  polynôme  en  z  du  rlegré  n  est  le  produit  de  ii  facteurs  du 
premier  degré  en  s,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires. 

La  démonstration  de  cette  proposition  se  ramène  aisément  à  la  dé- 
monstration de  la  suivante  : 

Tout  polynôme  en  2  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  admet  au 
moins  une  racine  réelle  ou  imaginaire. 

Avant  d'indiquer  une  démonstration  de  cette  dernière  proposition 
il  convient  d'en  rappeler  le  sens  précis. 

Soit 

f{z)  =  (ao-f-  b^i)  z^-f-Cai-HÔiO-z"-'-!--  •  •  -+- (««-H  *„  t) 

un  polynôme  en  z  du  degré  n  dont  les  coefficients  sont  les  nombres 
complexes  aQ-\- b^i.,  a^-^h^i^  .  .  .,  a,i-\-hni.,  «o»  ci\i  -  •  •■>  ««> 
6o,  6,,  ...,  b,i  étant  des  nombres  réels;  je  n'exclus  pas  le  cas  où,  b^, 
bf,  . . .,  bn  étant  nuls,  les  coefficients  seraient  réels. 

Le  théorème  précédent  veut  dire  qu'il  existe  un  nombre  s,  ^.r,  -hiy{, 
ou  plutôt  deux  nombres  réels  Xt,  j^,  tels  que  si  l'on  remplace  dans 
f{z)  z  par  x^  ■+-  iyt,  et  que  l'on  effectue  les  calculs  d'après  les  règles 
du  Chapitre  précédent,  le  résultat  soit  nul,  la  partie  réelle  et  le  coeffi- 
cient de  i  étant  nuls  séparément. 

On  peut  encore  présenter  les  choses  ainsi  :  dans /(s)  remplaçons  z 
par^p  +  iy,  en  désignant  par  :r  ely  deux  variables  réelles. 

Le  polynôme  /(2)  prendra  la  forme  (n°  103) 

en  désignant  parcp(iP,jK)  et  '\i(x^  y)  des  polynômes  à  deux  variables 
réelles  x,y  el  à  coefficients  réels.  La  proposition  énoncée  veut  dire 
qu'il  y  a  un  couple  de  nombres  réels  jc,,  j  ,  qui  annulent  les  poly- 
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nomes  C3(:r,jv),  '^(^,  y)  ou  encore  que  les  deux  équations,  à  coeffi- 
cients réels 

admettent  une  solution  réelle  x  ^=  x^^  y  =^ y,. 

ii2.  La  démonstration  que  je  donnerai  de  ce  théorème  repose  sur 
le  postulat  suivant  que  je  prierai  le  lecteur  d'admettre  :  il  est  d'ailleurs 
susceptible  d'une  démonstration  parfaitement  rigoureuse  :  c'est  un 
cas  particulier  d'une  proposition  beaucoup  plus  générale. 

Soit  g  (^,  y)  un  polynôme  à  deux  variables  réelles  x,  y  et  k  coeffi- 
cients réels;  parmi  les  couples  de  valeurs  (réelles)  de  x,  y  qui  satis- 
font à  la  condition  x'^ -\-  y'^ ^K'^ ^  où  R  est  un  nombre  positif  donné,  il 
y  en  a  un  a?,,  y,  qui  fait  acquérir  au  polynôme  g{oc^  y)  une  valeur 
minimum  g{Xi ,  y  <  )  •  c'est-à-dire  que,  pour  tous  les  couples  de  valeurs 
de  X,  y  qui  vérifient  l'inégalité  précédente,  on  a  certainement 

g(^uy\)'ig{^^  y)- 

En  d'autres  termes,  à  l'intérieur  du  cercle  (C)  décrit  de  l'origine  des 
coordonnées  comme  centre,  avec  le  rayon  R,  ou  sur  la  circonférence 
de  ce  cercle,  il  y  a  un  point  dont  les  coordonnées  vérifient  l'inégalité 
précédente. 

La  démonstration  rigoureuse  de  ce  théorème  repose  essentiellement 
sur  ce  qu'un  polynôme  est  une  fonction  continue  des  variables  qui  y 
figurent  :  elle  s'étend  par  conséquent  aux  fonctions  continues  autres 
que  les  polynômes.  Quant  au  théorème  lui-même,  il  paraît  peut-être 
au  lecteur  plus  évident  qu'il  n'est  en  réalité  :  on  sentira  bien  la  néces- 
sité de  cette  démonstration  que  je  supprime,  en  observant  que  la  pro- 
position cesserait  d'être  vraie  si  l'on  remplaçait  l'inégalité  .r^+j^^^R^ 
par  l'inégalité  x'^^ -\-  y''^ <i  R^,  et  ce  dernier  point  est  assez  clair,  puis- 
qu'il peut  arriver  que  ce  soit  précisément  pour  un  couple  de  valeurs 
j7,,jKi  vérifiant  la  condition  a;^  +  JK^  =  R^  [pour  un  point  situé  sur 
la  circonférence  du  cercle  (G)],  que  le  polynôme  atteigne  la  plus  petite 
valeur  possible. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  admet  ce  postulat  (  *  ),  la  démonstration  de 


(')  J'aurai  l'occasion  d'admettre  plus   tard  la  proposition  analogue  pour  les  fonc- 
tions continues  aune  seule  variable  {Introduction,  p.  287). 
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l'existence  d'une  racine  pour  le  polynôme 

/{z)=  {ao-+-  boi)z''^  (ai  +  hii)  z"-^  ^  .  ..^  Un^  bni 

repose  sur  ce  que,  dans  le  voisinage  de  chaque  valeur  z  qui  n'annule 
pas /(s),  il  y  a  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles  on  a  \f{z)  \  <^  \f[  Zi)  \ 
(n°^  105,  107). 

Le  postulat  qu'on  vient  d'énoncer  va  être  appliqué,  en  choisissant 
convenablement  le  cercle  (C),  au  polynôme 

OÙ  C2(.r,y),  '^(^7,  y)  sont  les  polynômes  à  coefficients  réels  et  à  va- 
riables réelles  que  l'on  déduit  du  polynôme /"(:;)  quand  on  remplace  s 
par  X  -\-  iy,  et  qu'on  sépare  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire, 
ainsi  qu'on  l'a  expliqué  au  numéro  précédent  :  le  polynôme  g{x,  y) 
représente  le  carré  de  la  valeur  absolue  àe  f{z)^  pour  s  =  .r  H-  iy^  ou, 
si  l'on  veut,  le  carré  de  la  distance  à  l'origine  du  point /(s).  Dire 
qu'il  y  a  un  point,  de  coordonnées  ^,,  y^^  situé  soit  à  l'intérieur,  soit 
sur  la  circonférence  de  (C)  tel  que  l'on  ait  g{Xi^  yi)^g[x^  y) 
pour  tous  les  points  de  coordonnées  x,  y^  situés  soit  à  l'intérieur 
de  (G)  soit  sur  sa  circonférence,  revient  à  dire  qu'il  y  a  un  point 
s,  =  ^T)  -H  iy\,  situé  à  l'intérieur  ou  sur  la  circonférence  de  (C),  tel 
que  l'on  ait,  pour  tous  les  points  s  =  x  +  iy  situés  à  l'intérieur  ou 
sur  la  circonférence  de  (C),  \f{Zi)\^\f{z)\.  Ceci  posé,  soit  z'  une 
valeur  quelconque  de  z  qui  n'annule  pas  f{z)',  soit  P  un  nombre 
positif  quelconque  supérieur  à  \fi^z')\]  soit  R  un  nombre  positif, 
tel  que  l'on  ait  |  y*(s)  |  >>  P,  si  la  valeur  absolue  de  z  est  égale  ou 
supérieure  à  R.  On  a  montré,  au  n"  108,  comment,  lorsqu'on  se 
donnait  le  nombre  P,  on  pouvait  déterminer  R.  On  va  prendre 
pour  le  cercle  (C)  le  cercle  de  rayon  R,  dont  le  centre  est  à  l'ori- 
gine. Pour  tout  point  z  situé  à  l'extérieur  ou  sur  la  circonférence 
de  (C),  on  a  i/(^)|  >  P;  tous  les  points  z  pour  lesquels  on  a  \f{z)\  <;P 
sont  donc  à  l'intérievir  de  (G);  tels  sont  en  particulier  le  point  z' ,  les 
points  z  pour  lesquels  on  a  | /(s)  |^|  /(s')  |,  le  point  -g,  défini  plus 
haut;  pour  ce  point  la  valeur  absolue  àe  f{z^  )  est  certainement  infé- 
rieure ou  égale  à  \f{z')\,  puisque  le  point  z'  est  à  l'intérieur  de  (G). 
Il  en  résulte  que /"(;;,)  est  nul;  si,  en  etret,y*(5,  )  n'était  pas  nul,  il 
y  aurait  un  point  z  pour  lequel  on  aurait  \J\z)  \  <  |/(st).  Gette  iné- 
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galité  entraîne  |/(:;)  |  ■<  P,  elle  exige  donc  que  le  points  soit  à  l'inté- 
rieur de  (C);  mais  alors  elle  contredit  la  supposition  en  vertu  de  la- 
quelle on  a  |/(s,  )  I  5  I  /(^)  i  pour  tous  les  points  z  situés  à  l'intérieur 
de(C). 

Il  faut  donc  que  l'on  ait  /"(s,  )  =  o,  ou 

et  la  proposition  énoncée  est  établie. 

113.  On  va  maintenant  montrer  que  tout  polynôme  du  degré  //  à 
coefficients  réels  ou  imaginaires  est  le  produit  de  n  facteurs  de  la 
forme  z  —  a,  où  rt  est  un  nombre  réel  ou  imaginaire,  et  d'un  facteur 
numérique  égal  au  coefficient  de  s"  dans  le  polynôme. 

Soit  en  eft'et 

f{z)=  AoZ»-l-  A,z"-'-l-. .  .  -H  A„-iS  +  A„ 

le  polynôme  proposé.  En  vertu  du  numéro  précédent  il  admet  une 
racine  Z|  ;  il  est  donc  divisible  par  z  —  s,;  le  quotient  est  un  po- 
lynôme/", (2)  de  degré  n  —  i,  qui  commense  par  le  terme  AoS"~'  ;  ce 
polynôme  y,  (s)  admet  lui-même  une  racine  ^2;  il  est  divisible  par 
z  —  So?  et  le  quotient  est  un  polynôme  du  degré  n  —  2  qui  commence 
par  le  terme  AoS"~-;  en  continuant  ainsi,  de  proche  en  proche,  on 
arrive  à  un  polynôme  fn~\  du  premier  degré  qui  commence  par  le 
terme  A-o-  et  que  l'on  peut  écrire  Ao(s  —  z,,)  en  désignant  sa  ra- 
cine par  z„  ;  la  suite  d'égalités 

f  {z)        =(z  —  z,)fr(z), 
/,(z)        =(z-z,)Mz), 


fn-liz)  =  Xo(z  —  Znh 


en  remplaçant  dans  la  première  /",  (z)  par  (z  —  52)^2  (-)i  P^^i*  dans 
le  résultat /2 (5)  par  [z  —  Za)f3(z),  ...,  entraîne  l'identité 

f{z)  =  Ao(z—Zi){z  —  z,)iz Zs).  ..{Z  —  z„), 

que  l'on  avait  annoncée. 

Rien  ne  suppose  dans  le  raisonnement  précédent  que  les  nombres 
Zt,  Z2,   ...,  -«   soient  distincts.   Si  l'on  désigne  par  a,  6,  ...,  /  les 
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nombres  diflérents  qu'on  peut  tirer  de  la  suite  5,,  ^2-,  ...,  2«;  si 
Ton  suppose  que  a  figure  a  fois  dans  cette  suite,  que  b  y  figure 
P  fois,  .  .  . ,  que  l  y  figure  \  fois,  on  peut  écrire  l'identité  précédente 
sous  la  forme 

(I)  /(2)  =  Ao(z  -  a)=^(z-  b)<^...  (z  -  l)^; 

les  nombres  a,  [3,  . . .,  À  sont  des  nombres  naturels;  mais  rien  n'em- 
pêche qu'ils  soient  égaux  à  i  ;  on  a  d'ailleurs 

a-4-p-i-...-F-X=:n. 

Supposons  qu'on  se  donne  un  polynôme  y*( 5),  c'est-à-dire  qu'on 
se  donne  ses  coefficients,  et  qu'on  l'ait  mis  sous  la  forme  précé- 
dente. 

On  voit,  puisqu'un  produit  ne  peut  être  nul  sans  qu'un  de  ses  fac- 
teurs soit  nul,  que  le  polynôme  f{z)  ne  peut  s'annuler  que  pour  les 
seuls  nombres  a^  b,  c,  . .  .^  I,  qui  sont  en  nombre  au  plus  égal  à  n. 

On  voit  aussi  que  le  polynôme  f{z)  ne  peut  être  mis  que  d'une 
seule  façon  sous  cette  forme,  où  tout  est  déterminé,  les  nombres  a,  bj 
c,  ...,  /,  qui  sont  les  racines  distinctes  Ae  f{z)^  les  exposants  a, 
(â,  ...,  ).,  dont  chacun  indique  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine 
correspondante,  le  facteur  constant  A,  nécessairement  égal  au  coeffi- 
cient de  s"  dans  le  polynôme  f{z). 

Au  reste,  on  pourrait  invoquer  encore  le  théorème  du  n"  80,  sur 
l'impossibilité  de  décomposer  de  deux  façons  différentes  un  polynôme 
en  un  produit  de  facteurs  premiers  :  ces  facteurs  premiers  sont  ici, 
comme  on  l'a  dit  plus  haut,  les  polynômes  du  premier  degré. 

Un  polynôme  de  degré  n  ne  peut  s'annuler  pour  plus  de  n  valeurs 
distinctes  de  la  variable. 

Si  l'on  sait  d'un  polynôme  en  z  qu'il  n'est  pas  de  degré  supérieur 
à  /i  et  qu'il  s'annule  pour  plus  de  n  valeurs  distinctes  de  2,  on  peut 
affirmer  que  tous  ses  coefficients  sont  nuls,  car,  si  l'un  de  ces  coeffi- 
cients n'était  pas  nul,  le  polynôme  serait  d'un  certain  degré  p  <C  n, 
ou  bien  il  se  réduirait  à  une  constante,  dans  le  cas  où  tous  les  coeffi- 
cients seraient  nuls,  sauf  le  terme  constant.  Dans  le  premier  cas  il  ne 
pourrait  s'annuler  pour  plus  de  p  valeurs  distinctes  de  z  ;  dans  le  se- 
cond cas,  il  ne  serait  jamais  nul. 

Deux  polynômes  en  z  du  degré  n  au  plus  ne  peuvent  prendre  des 
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valeurs  égales  pour  plus  de  n  valeurs  distinctes  de  z  sans  être  iden- 
tiques terme  à  terme,  puisque  leur  différence  est  un  polynôme  en  z 
de  degré  n  au  plus  qui  s'annulerait  pour  plus  de  n  valeurs  de  la  va- 
riable. En  d'autres  termes,  il  n'existe  qu'un  polynôme  de  degré  infé- 
rieur ou  égal  à  n  qui  prenne  n  +  i  valeurs  données  pour  n  +  t  valeurs 
données  distinctes  de  la  variable. 

On  a  appris  à  former  ce  polynôme  au  n  '  67,  dont  les  conclusions 
s'étendent  immédiatement  au  cas  d'un  polynôme  à  coefficients  et  à 
variable  imaginaires. 

H 4.  Lorsqu'un  polynôme  a  ses  coefficients  réels,  à  chaque  racine 
imaginaire  de  ce  polynôme  correspond  une  racine  imaginaire  conju- 
guée, pour  laquelle  Tordre  de  multiplicité  est  le  même. 

Soit 

f{z)=  Ao^"-f- A,^«-i-h...-H  A„, 

le  polynôme  donné  dans  lequel  les  coefficients  Ao,  A,,  .  .  .,  A„  sont 
réels;  supposons-le,  en  désignant  par  s,,  z.y,  .  .  .,  Zn  ses  racines, 
chacune  étant  répétée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre 
de  multiplicité,  mis  sous  la  forme 

dans  cette  identité,  qui  a  lieu  quel  que  soit  s,  regardons  z  comme  un 
nombre  réel;  f{z)  est  alors  un  nombre  réel. 

Désignons  par  5',,  :;'.,,  ...,  s^j  les  nombres  conjugués  de  z,,  Zj,  ...,  Zn. 

Le  nombre  Ao(5  —  ^\)  {^  —  z'.-^)...{z  —  z'^^)  est  le  nombre  conjugué 
du  nombre  Ao(5  —  s,  )  (s  —  z.i)"-{z  —  2„)  (n"91)  :  comme  le  dernier 
nombre  est  réel,  le  premier  lui  est  égal;  l'égalité 

Kq{Z  —  Zx){Z—  Z2)...{Z  —  Zn)=  S.o{z  —  Z\){Z  —  z',)  .  .  .(Z  —  Z',^), 

devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  :;,  est  une  identité 
en  z.  En  d'autres  termes,  le  polynôme  f{z}  peut  aussi  bien  être  mis 
sous  la  seconde  forme  que  sous  la  première.  Tout  facteur  qui  se 
trouve  dans  un  membre  doit  se  trouver  dans  l'autre  et  le  même 
nombre  de  fois.  Cette  remarque  n'apprend  rien  pour  ce  qui  con- 
cerne les  racines  réelles,  identiques  à  leurs  conjuguées.  Mais  si  ^,, 
par  exemple,  est  une  racine  imaginaire  d'ordre  de  multiplicité  a, 
c'esl-à-dire    s'il  y  a  dans  le  premier  membre   a  facteurs  identiques 
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à  z  —  S),  il  y  en  a  le  même  nombre  a  qui  sont  identiques  à  z  —  s,  ; 
en  d'autres  termes  le  polynôme  admet  le  nombre  z', ,  conjugué  de  3(, 
comme  racine  du  même  ordre  de  multiplicité  que  s,. 

11  est  alors  naturel  dégrouper  ensemble  les  facteurs  qui  corres- 
pondent à  deux  racines  conjuguées  a  -\-bi^  a  —  bi;  le  produit 

(z  —  a  —  bi){z  —  a-hbi) 
de  ces  deux  facteurs  est  égal  à 

(z  —  ay-h  b-=  z'^— laz-^  a--h  b^; 

c'est  le  trinôme  du  second  degré  en  s  à  coefficients  réels,  dont  les 
racines  sont  a  -+-  bi,  a  —  bi.  En  faisant  de  même  pour  chaque  couple 
de  racines  conjuguées,  on  voit  que  tout  polynôme  /{z)  peut  se  mettre 
sous  forme  d'un  produit  de  facteurs  réels;  les  uns  sont  du  premier 
degré,  ils  correspondent  aux  racines  réelles;  les  autres  sont  des  tri- 
nomes  du  second  degré  à  racines  imaginaires;  chacun  d'eux  a  pour 
racines  un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées  du  polynôme 
proposé.  Si,  par  exemple,  le  polynôme  /{z),  du  degré  n,  à  coeffi- 
cients réels,  admet  /•  racines  réelles  Zf ,  z.,,  . . .,  Zr  et  2S  racines  imagi- 
naires, conjuguées  deux  par  deux,  et  si  l'on  désigne  par 

z^-hpiZ  -h  Çi,     Z'^p-iZ  -\-  q-i,      ...,     z'^-h  p^z  -h  qs, 

les  trinômes  du  second  degré  dont  chacun  admet  comme  racines  un 
des  5  couples  de  racines  imaginaires  conjuguées,  le  polynôme  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

Ao(z  —  Zt)(z  —  Z2)...(z  —  z,.)(z^-hpjZ  +  qi  )(z^' -^p^_z-^qi).  .  .(z^-\-pfZ-^qs). 

Ao  est  toujours  le  coefficient  de  z'^  dans  f{z).  Ici  encore,  on  ne 
suppose  pas  que  les  facteurs  du  premier  degré  ou  ceux  du  second 
soient  nécessairement  distincts  :  chacun  figure  autant  de  fois  qu'il  y 
a  d'unités  dans  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  correspondante,  si 
elle  est  réelle,  dans  l'ordre  de  multiplicité  commun  aux  deux  racines 
conjuguées,  s'il  s'agit  d'un  facteur  du  second  degré. 

Ici  encore,  tout  est  déterminé  dans  ce  mode  de  décomposition, 
lorsqu'on  suppose  que  les  facteurs  du  second  degré  n'ont  pas  de 
racines  réelles.  Au  reste,  on  peut  encore  invoquer  l'impossibilité  de 
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décomposer  de  deux  façons  un  poljnome  en  facteurs  premiers.  Si 
l'on  se  place  en  effet  au  point  de  vue  des  nombres  réels,  si  l'on  ne 
veut  considérer  que  des  polynômes  à  variables  réelles  et  à  coefficients 
réels,  il  est  clair  que  les  facteurs  du  premier  et  du  second  degré  qui 
figurent  dans  la  formule  précédente  doivent  être  regardés  comme  des 
facteurs  premiers. 

llo.  La  recherche  des  racines  d'un  polynôme  donné /"(.r)  est  iden- 
tique à  la  recherche  des  solutions  de  l'équation /"( 3)=  o,  ou,  comme 
on  dit,  à  la  résolution  de  cette  équation. 

On  sait  effectuer  cette  résolution  dans  le  cas  où  l'équation  est  du 
premier  ou  du  second  degré;  dans  ce  dernier  cas,  en  effet,  la  mé- 
thode que  l'on  enseigne  dans  les  Eléments  s'applique,  que  les  coef- 
ficients soient  réels  ou  imaginaires;  on  a  à  extx-aire  une  racine 
carrée,  ce  que  l'on  a  appris  à  faire  au  n°  93. 

Soit  par  exemple  à  résoudre  l'équation 

5-  — (2 -H  i)5 -f- 3 -H  /  =  o; 
on  trouvera 

.  _    2-f-/±  v'—  9 
2 

les  deux  racines  sont 

z  =    — — =  I  -i-  2i, 

„       2  -+-  f'  -t-  3  «' 
z   =  =  I  —  i, 

et  l'on  peut  écrire  l'identité  en  :; 

z^  —  (2  -+-  i)z  -+-  3  -H  i  =(z—  I  —  ii){z  —  i  -+-  i). 

116.  On  sait  encore  effectuer  la  résolution  pour  une  équation 
binôme,  c'est-à-dire  pour  une  équation  de  la  forme  .r"  —  x\  =  o,  c'est 
le  problème  qui  a  été  traité  aux  n"*  99,  100,  etc.  Bornons-nous  au  cas 
ou  A  est  égal  à  i , 

Les  n  racines  de  l'équation 

2"  —   I  =  o 

OU  les  n    racines  /«'«^"'s*  de  l'unité  s'obtiennent  (n"  100)  en  donnant 
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à  /f,   dans  l'expression  cos h  /  sin -,   n  valeurs  consécutives. 

Elles  sont  toutes  simples,  puisqu'il  y  en  a  w  qui  sont  distinctes. 

Le  polynôme  s"  —  i  est  donc  le  produit  de  n  facteurs  de  la  forme 


tkr:        .    .     ik', 

cos t  sin 

n  n 


OÙ  k  A  n  valeurs  consécutives.  On  peut  aussi  appliquer  la  formule  du 
n"  114  et  obtenir  une  décomposition  en  facteurs  réels.  Supposons 
d'abord  n  impair;  on  pourra  prendre  pour  les  n  valeurs  du  nombre  A" 
les  n  nombres  consécutifs 


la  valeur  o  attribuée  à  k  fournit  la  seule  racine  réelle  de  l'équation 
proposée,  savoir  z  =  ï;  d'ailleurs,  à  deux  valeurs  symétriques  de  k 
répondent  deux  racines  conjuguées  :  on  peut  dire  que  la  racine  réelle 
unique  de  l'équation  proposée  est  3  =  1,  et  que  les  n  —  i  racines 
imaginaires,    conjuguées    deux    par   deux,    sont   contenues  dans   la 

formule 

^k-K    ,    .   .    •i.k'K 

cos ±  i  sin , 

n  n 


où  k  doit  prendre  les  valeurs  i ,  st,  . . . ,  — ■ Le  produit  de  deux  fac- 
teurs binômes  correspondant  à  deux  racines  conjuguées  est  d'ailleurs 


2^TT\2  .    ^ikTZ  „  ik-ji 

z — cos -t- sin^ =  z^ — '2  5  cos i-I. 

n    I  n  n 

On  a  donc  identiquement  en  s, 

^2 25  cos   -t-  I 

n 
/,  k-!i         \        /,  (n  —  i)tt 

~X\Z^  —  2ZCOS  —     -4-  1      .  .  .  (  ^2 —  2-3  cos  ^ 

V  n  j        \  n 

ce  que  l'on  écrit  souvent  sous  la  forme 

/■=^' 
2 

z"^ — i=(z  —  i)     I  I    (  z^ — 7.ZCOS ^ -I- I  J  ; 
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le  signe  FT  indique  qu'on  doit  faire  le  produit  de  facteurs  qui  se  dé- 
duisent de  l'expression  écrite  après  ce  signe,  en  donnant  à  k  des 
valeurs  consécutives,  à  partir  de  la  valeur  A"=  i,  placée  au-dessous 

du  signe,  jusqu'à  la  valeur  /:  =  >  placée  au-dessus. 

Lorsque  n  est  pair  on  peut  prendre  pour  k  les  valeurs 


n  n  n  n 

hl, -+-    '^,  •.•■> '.  Ol  1,  •••!  I)  —  ' 

'î  %  'i  SI 


les  racines  i  et  —  i,  qui  correspondent  aux  valeurs  o  et-»  sont  alors 
réelles,  les  autres  sont  imaginaires  conjuguées,  et  l'on  peut  écrire 


i==(^*— i)  rr  { z'^—  iz co's^ 


n 


Le  problème  de  la  résolution  des  équations  ou  de  la  décomposition 
des  polynômes  en  facteurs  du  premier  degré  sera  repris  ultérieure- 
ment; je  me  borne  pour  le  moment  aux  exemples  qui  précèdent  et 
je  vais  poursuivre  quelques  conséquences  de  cette  décomposition 
supposée  effectuée. 

117.  Quand  deux  polynômes /(s)  et  'f(-)  sont  décomposés  en 
facteurs  du  premier  degré,  on  sait  reconnaître  immédiatement  si  l'un 
est  divisible  par  l'autre  :  f{z)  sera  divisible  par  'f(s)  si  tous  les 
facteurs  du  premier  degré  qui  figurent  dans  le  polynôme  ©  (^)  figurent 
dans  le  polynôme  /{z),  autant  de  fois  au  moins  :  cette  condition  est 
nécessaire,  comme  on  le  voit  de  suite  en  s\ippossiiil/{z)=^o{z)'h(z), 
et  le  polynôme  '|(^)  aussi  décomposé  en  facteurs  du  premier  degré; 
elle  est  évidemment  suffisante. 

Dès  lors,  étant  donnés  deux  ou  plusieurs  polynômes  en  5,  décom- 
posés en  facteurs  du  premier  degré,  on  saura  former  soit  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  soit  leur  plus  petit  commun  multiple. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  P,  Q,  R,  ...  sera 
le  produit  des  facteurs  binômes  qui  figurent  à  la  fois  dans  tous  ces 
polynômes,  chacun  étant  répété  autant  de  fois  que  dans  celui  des  po- 
lynômes P,  Q,  R,,  . . ,  où  il  est  répété  le  plus  petit  nombre  de  fois. 
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Le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  P, 
Q,  R,  ...  décomposés  en  facteurs  du  premier  degré  s'obtiendra  en 
faisant  le  produit  des  différents  facteurs  qui  figurent  dans  ces  diffé- 
rents polynômes,  chacun  de  ces  facteurs  étant  répété  autant  de  fois 
que  dans  le  polynôme  où  il  est  répété  le  plus  grand  nombre  de  fois. 

Les  démonstrations  sont  identiques  à  celles  de  l'Arithmétique,  pour 
les  théorèmes  analogues  concernant  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  entiers  décomposés  en  facteurs  pre- 
miers :  ceux-ci  sont  remplacés,  dans  la  théorie  qui  nous  occupe,  par 
les  facteurs  binômes. 

Par  exemple,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 

x^{x  —  i)'^{x  -+-  i)'*{x  —  I  —  t), 
x^{x  —  \){x -\- i)^{x  —  I -t- i)i 
{x  —  i)''(a?  4-  i)^{x  —  i) 
est 

(^X  —  l){X  -^  t)2. 

Leur  plus  petit  commun  multiple  est 

x^{x  —  iy^(x  -\-  i)'*{x  —  ï  —  i){x  —  iH-  t)(a7  —  i). 

118.  Racines  multiples.  —  La  théorie  précédente  permet  de 
reconnaître  la  composition  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  un 
polynôme y(2)  et  sa  dérivée  et  de  décomposer  effectivement  un  poly- 
nôme donné /'(z)  en  un  produit  de  polynômes  dont  chacun  n'admet 
plus  que  des  racines  simples. 

On  a  vu  plus  haut  qu'une  racine  s,  du  polynôme  /(z),  d'ordre  de 
multiplicité  a,  est  une  racine  de  la  dérivée  f'{z)  avec  l'ordre  de  multi- 
plicité a  —  I  ;  dans  le  cas  où  a  est  égal  à  i ,  où  2,  est  une  racine  simple 
de  /(z),  z,  n'est  pas  racine  de  la  dérivée.  Réciproquement,  si  z,  est 
une  racine  de  la  dérivée  f'{z),  d'ordre  de  multiplicité  a',  pour  cette 
dérivée,  et  si  ^,  est  racine  de /(s),  on  peut  affirmer  qu'elle  est  une 
racine  d'ordre  de  multiplicité  a' -h  i  pour  /(s)  :  en  effet,  si  a  est  son 
ordre  de  multiplicité  pour/(z),  cet  ordre  de  multiplicité  poury'(5) 
doit  être  a  —  i  ;  on  doit  donc  avoir  a  —  i  =  a'  ('  ). 

(')  Un  nombre  peut  être  racine  multiple  de  la  dérivée  d'un  polynôme  sans  être  ra- 
cine de  ce  polynôme  :  ainsi  le  polynôme  z^  —  i  a  pour  dérivée  ffZ^  :  o  est  une  racine 
triple  de  cette  dérivée  et  n'est  pas  racine  de  z* —  i. 
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D'après  cela,  si  un  polynôme  y(5)  n'a  que  des  racines  simples,  il 
n'a  pas  de  racine  commune  avec  sa  dérivée  f'{z);  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  f{z)  et  de  /' (z)  est  i.  Réciproquement,  si  le 
plus  grand  commun  diviseur  d'un  polynôme  et  de  sa  dérivée  est  i ,  on 
peut  affirmer  que  ce  polynôme  n'a  que  des  racines  simples.  Tel  est, 
par  exemple,  le  polynôme  z"  —  i . 

Si  un  polynôme  y*( s)  a  des  racines  multiples,  et  si  on  le  suppose 
décomposé  en  facteurs  du  premier  degré,  on  voit  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  ce  polynôme  et  de  sa  dérivée  est  formé  des 
facteurs  correspondant  aux  racines  multiples,  chaque  facteur  figu- 
rant une  fois  de  moins  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  que 
dans/(2). 


1 19.  Supposons  que  le  polynôme ^(5)  admette  des  racines  simples, 
doubles,  triples,  ...,/?"p''^%  mais  non  d'ordre  de  multiplicité  supé- 
rieur à  /).  Groupons  ensemble  les  facteurs  binômes  qui  corres- 
pondent aux  racines  simples,  facteurs  dont  chacun  ne  figure  qu'une 
fois  dansy(s)  et  soit  Z,  leur  produit;  soit  de  même  Zo  le  produit  des 
facteurs  binômes  qui  correspondent  aux  racines  doubles,  .  ..,  Z^  le 
produit  des  facteurs  binômes  qui  correspondent  aux  racines  d'ordre 
de  multiplicité/?,  chacun  de  ces  facteurs  n'étant  pris  qu'une  fois.  On 
aura  identiquement 

Le  polynôme  /(z),  tout  en  admettant  des  racines  multiples,  peut 
fort  bien  ne  pas  avoir  de  racines  multiples  de  tous  les  ordres,  comme 
on  l'a  supposé  dans  la  formule  précédente  :  pour  que  celle-ci  puisse 
embrasser  tous  les  cas,  il  suffit  de  convenir  qu'on  remplacera  par 
l'unité  celui  ou  ceux  des  facteurs  Z,,  Z^,  . . .,  qui  doit  manquer,  Z2, 
par  exemple,  s'il  n'y  a  pas  de  racines  doubles. 

On  peut,  par  une  suite  d'opérations  rationnelles  effectuées  en 
partant  de  f{z),  déterminer  chacun  des  polynômes  Z,,  Z2,  ...,  Z^. 

En  effet,  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  ^(2)  et  sa  dérivée  y'(s)  doit  admettre  comme  racines 
simples  les  racines  doubles  dey(s),  comme  racines  doubles  les  racines 
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triples  de /(s),  etc.  Il  est  donc  identique  à  Z-jZ^Z^Z^"',  en  con- 
tinuant d'adopter  la  convention  par  laquelle  un  facteur  qui  n'existe 
pas  dans/(2)  doit  être  remplacé  par  l'unité. 

Désignons  par/",  (2)  ce  plus  grand  commun  diviseur,  on  a 

/.(2)==Z2Z|...Z^-i; 

le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f\{z)  et  sa  dérivée  sera  de 
même 

et  ainsi  de  suite.  Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  /p-i(z)  et  sa 
dérivée  sera 

fp-i(^)  =  ^p'i 

on  sera  prévenu  qu'il  faut  s'arrêter,  parce  que,  en  cherchant  le  plus 
grand  commun  diviseur  entreyp_,  (z)  et  sa  dérivée,  on  n'en  trouvera 
pas,  puisque  le  polynôme  Z^  n'a  pas  de  racines  multiples.  En  d'autres 
termes  l'ordre  de  multiplicité  le  plus  élevé  des  racines  de  /(z)  (le 
mombre  p)  sera  le  nombre  de  plus  grands  communs  diviseurs  qu'on 
aura  eu  à  chercher,  en  comptant  celui  qui  est  égal  à  une  constante. 
Les  identités 

/(z)=Z,ZlZl...ZP, 
f,(z)=Z,Zl...Z^-\ 


fp-2{z)  —  Zji^xZp, 

fp-\{z)^  Zp 


conduisent  aux  suivantes 


/l(-3) 


p2(-3)  =  -f-;- — :        —  Z2Z3  .  .  .  Zp, 


fp-\{^)—    7         T—   —  Lp^iLp, 

Jp-l{^) 
'ipi^)=  fp-i{^)  =Zp, 
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puis  à  celles-ci 

En  sorte  que,  par  suite  de  divisions,  on  trouve  isolément  les  poly- 
nômes Z,,  Z2,  .  .  .,  7jp_t,  lip.  Par  conséquent  le  problème  qui  consiste 
à  trouver  les  racines  d'un  poljnome  peut  toujours  être  ramené  au 
cas  où  le  polynôme  n'a  que  des  racines  simples. 

Supposons  que  ./(s)  ait  ses  coefficients  rationnels;  il  en  sera  de 
même  de  la  dérivée  f  {z\  et  des  coefficients  des  polynômes  qu'on 
obtient  par  une  suite  de  divisions;  dans  ce  cas,  tous  les  polynômes  Z<, 
Z2,  . . .,  Z^  ont  leurs  coefficients  rationnels.  Si  l'un  de  ces  polynômes 
se  réduit  au  premier  degré,  sa  racine  sera  donc  un  nombre  rationnel. 
En  d'autres  termes,  si  un  polynôme  a  ses  coefficients  rationnels,  et 
s'il  n'y  a  qu'une  seule  racine  de  ce  polynôme  à  avoir  un  certain  ordre 
de  multiplicité,  cette  racine  sera  rationnelle. 

Un  polynôme  du  troisième  degré,  s'il  a  des  racines  multiples,  ne 
peut  avoir  qu'une  racine  simple  et  une  racine  double,  ou  bien  une 
racine  triple  :  si  les  coefficients  du  polynôme  sont  rationnels,  il  en  est 
de  même  de  ces  racines. 

Un  polynôme  du  quatrième  degré,  à  racines  multiples,  peut  avoir 
deux  racines  simples  et  une  double,  deux  racines  doubles,  une 
racine  simple  et  une  racine  triple,  ou  encore  une  racine  quadruple. 
Si  le  polynôme  a  ses  coefficients  rationnels,  la  racine  double  dans 
le  premier  cas,  toutes  les  racines  dans  le  troisième  et  le  quatrième 
cas,  seront  rationnelles;  dans  le  second  cas,  le  polynôme  sera  un  carré 
parfait  et  il  sera  aisé  de  s'en  apercevoir. 

Appliquons  par  exemple  la  méthode  exposée  plus  haut  au  polynôme 

f{z)  =  ^* —  z^ —  1  z' -4-  'i z^ -h  z^  —  i; 

on   trouvera   que   le    plus   grand  commun  diviseur  entre  ce   polynôme  et  sa 
dérivée  est 

Z* —  Z^  —  Z  -h  l. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ce  polynôme  et  sa  dérivée  est  z  —  i. 
Ce  dernier  polynôme  est  premier  avec  sa  dérivée.  L'ordre  de  multiplicité  le 
plus  élevé  est  ici  /?  =  3,  et  l'on  a,  en  employant  les  notations  précédemment 


aSS  CHAPITRE    VII. 

expliquées, 

/(2)=   Z,Z|Z^  =^8_^6_  .2s5_|_253_^^2_  ,^ 

/,(Z)=Z,Z§  =^4_^3_^_j_,, 

/2(2j=Z3  --5  — I, 

Cpl(2)=  Z,  Z2Z3  =    -^^ — =  Z^-h  Z^ —  Z  —  I. 

0)2(2)=   Z2Z3  =   =23_, 

Z  I 

(f:^(z)—  Z3  =  z  —  I, 

2*+  ^* —  Z  —  I 

Zj= ; =    2-M, 

Z^  —  I 

Z'^  —  I 
Z2  =         =^2+2  +  1 

2-4-1 

Z3  =  2  —  I, 

/(z)  =  iz  —  \)^{z-^^z^if{z^i): 
ainsi  i  est  racine  triple,  les  deux  racines  du  trinôme  2^+2-1-1,  à  savoir 

—  i±tV3 

} 

2 

sont  racines  doubles  de/(2),  —  i  est  racine  simple. 


EXERCICES. 

100.  Le  point  a  —  z  est  le  point  symétrique  du  point  5  par  rapport  au  point  -  • 

101.  Lorsque  t  varie  par  valeurs  réelles  de  o  à  1,  le  point  z^-i-tzi  décrit  le 
vecteur  qui  va  du  point  Zq  au  point  Sj  ;  pour  quelle  valeur  de  /  le  point 

Zo-htZi 

est-il  au  milieu  de  ce  vecteur? 

102.  Soient  (Co)  et  (Ci)  les  cercles  de  rayon  i,  dont  les  centres  sont  les 
points  o  et  1 ,  et  (  D)  la  corde  commune,  supposée  indéfinie,  à  ces  deux  cercles; 
en  supposant  que  le  point  z  décrive  l'un  des  lieux  (Go),  (  Gj  ),  (D),  quels  sont 
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les  lieux  décrits  par  les  points 


I 

—  > 


Les  lignes  (Cq),  (Ci),  (D)   partagent  le  plan  en  six  régions;  en  supposant 
que  l'un  des  six  points 


soit  dans  l'une  de  ces  régions,  où  sont  les  cinq  autres? 

103.  La  valeur  absolue  du  rapport —  est  le  rapport  des  distances  du 

point  z  aux  points  Zi  et  ^2;  la  valeur  principale  de  l'argument  de  ce  rapport 
est  l'angle  (compris  entre  —  ir  et  -+-  tt)  sous  lequel  on  voit  du  point  z  le  vec- 
teur qui  va  du  point  z-x  au  point  Zi,  cet  angle  étant  regardé  comme  positif  ou 
comme  négatif  suivant  que  le  point  z  est  situé  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  Zi,  Zf.  Reconnaître  le  signe  d'après  la  dispo- 
sition de  l'angle.  —  Où  le  point  z  doit-il  se  trouver  pour  que  l'argument  du 
rapport  soit  nul,  égal  à  ±71?  Quel  est,  en  supposant  fixes  les  points  ^i  et  z^, 

le  lieu  des  points  z  tel  que  la  valeur  absolue  de ^   soit    constante,    tel 

z  —  ^2 

que  la  valeur  principale  de  l'argument  de —  soit  constante? 

lOi.  Appelons  transformé  du  point  z  le  point  •:'  tel  que  l'on  ait 

az  -\-  b 


z  = 


en  désignant  par  a,  b,  a',  b'  des  constantes  réelles  ou  imaginaires  telles 
que  ab' — a'b  soit  différent  de  o;  appelons  transformée  d'une  figure  décrite 
par  le  point  z  la  figure  décrite  par  le  point  z'. 

Quelles  relations  entre  les  distances  des  points  z^  ^i,  ^2,  23  et  les  distances 
de  leurs  transformées  x;',  z\,  z'.,,  z'^,  quelles  relations  entre  les  angles  que  font 
entre  elles  les  droites  qui  joignent  le  points  et  le  point  Zi  aux  points  Zi  et  Z3, 
et  les  angles  que  font  entre  elles  les  droites  qui  joignent  le  point  z'  et  le 
point  z\  aux  points  z'^  et  ^'3  résultent  de  la  relation 


On  suppose  que  le  point  s  décrive  un  cercle  par  rapport  auquel  les  points  ^j 
T.  ,9 


as  -+-  h 

a  z  -i-  b' 

— 

a'  b  —  ab' 

z'  - 

a'- 

« 

a 

a! 
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Cl  ^3  soient  symétriques  (*),  le  point  transformé  décrira  un  cercle  par  rapport 
auquel  les  deux  points  z\^  z'.^  seront  symétriques.  Cas  particulier  où  le  point  z 
décrit  une  droite. 

Quel  est  le  transformé  d'un  cercle  (ou  d'une  droite)  qui  passe  par  les  trois 
points  C],  Z-},  Sj? 

Les  transformées  de  toutes  les  droites  du  plan  sont  des  cercles  ou  des  droites 

qui  passent  par  le  point—,--  Les  cercles   et   les  droites  dont  les  transformées 

,       ,     •  .         •       ^^' 

sont  des  droites  passent  par  le  point  — ;  • 

o 

Si  le  cercle  (c')  est  le  transformé  du  cercle  (c),  le  centre  du  cercle  (c')  est 
le  transformé  du  point  inverse  du  point  —  —  par  rapport  au  cercle  (c). 


lOo.  La  relation 


"        b' 

montre  que,  si  l'on  fait  subir  au  point  z  une  translation  définie  par  le  vecteur 
qui  va  du  point  o  au  point  —■,  si  l'on  prend  le  symétrique  du  point  ainsi 
obtenu  par  rapport  au  cercle  dont  le  point  o  est  le  centre  et  dont  le  rayon 

,    /  i  a'  b  —  ab'  1     ,  ,     .  ,  .  .  i,  i 

est  4/ >  le  symétrique  du  nouveau  point  par  rapport  a  1  axe  des 

abscisses,  si,  enfin,  on  fait  subir  au  point  ainsi  obtenu   une  translation  définie 

par  le  vecteur  qui  va  du  point  o  au  point  -- »  on  tombe  sur  le  point  z'. 

La  transformation  considérée  conserve  les  angles. 


106.  En  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  les  deux  exercices  précé- 
dents et  en  désignant  par  a,  ^  les  racines  supposées  distinctes  de  l'équation 
du  second  degré 

a'z--[-(b' — a)z  —  6  =  o, 

monti'cr  que  le  rapport  des  distances  du  point  z'  aux  points  a,  [3  est  égal  au 
rapport  des  distances  du  point  z  aux  mêmes  points  multiplié  par  une  con- 
stante, que  l'angle  sous  lequel  on  voit,  du  point  z'.  le  vecteur  qui  va  du 
point  a  au  point  _S  est  égal  à  l'angle  sous  lequel  on  voit  le  même  vecteur  du 
point  z,  augmenté  d'une  constante. 


')   Voir  la  note  du  n"  98. 
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1()7.  Quelles  sont  les  propositions  qui,  pour  les  polynômes  à  coefficients  et 
à  variables  imaginaires,  correspondent  aux  propositions  énoncées  dans  les 
exercices  18,  24,  23? 

108.  En  désignant  par  a™,  y  des  variables  réelles,  on  suppose  que  '^{x^y) 
et  '^{x^y)  soient  des  polynômes  du  second  degré  à  coefficients  réels 

o(a:,  y )=  -^x^  -1-  iBxy  -H  Cy-  -4-  iDx  -+■  xEy  -+-  F, 
ii{x,  y)=  ^S^'x^^iB'xy  -h  G' y- -h -jlD' x  -+-  2  E' j' +  F'; 

quelles  relations  doit-il  y  avoir  entre  les  coefficients  de  ces  polynômes  pour 
que  l'expression 

puisse  être  regardée  comme  un  polynôme  en  z  =  a:  -i-  iy^  à  coefficients  ima- 
«rinaires? 


109.  De  la  formule 


(I-+.  i)«  =  (/!)"  (cos-^  -f-  «'sin^  j 


déduire  des  expressions  simples  des  sommes 

G«  +  C?^G«  -4-..., 
Gï  +  G'l  +  G»  +..., 
G"  -4-  G  5  -t-  G'/o  -1- . . . , 
G«-t-Gîf  +  G«i-i-.... 

110.  Montrer  que,  si  l'on  pose  cosnO  =  A,  les  expressions 

I 


COS0 -t- i  sinO,  cos6  — tsin6  = 


cos6  -h  t  sin6 
sont  des  racines  de  l'équation 

z^-"—  ?.A^"-i-  I  =  o. 

Les  diverses  valeurs  de  cos6  telles  que  l'on  ait  cosnO  =  A  sont  données  par 
la  formule 


(1)  y/A+y/A^-I 


(/a  -4-  v/A2  —  I 


dans  laquelle  on  choisit  arbitrairement  la  détermination  de  y/A*  —  1  et  où  l'on 

renqilace  successivement  \/A  -1-  ^/A*  —  1  par  les  n  racines  n}'""^  de  A  -+-  y/ A*  —  i . 
Montrer  que  les  n  valeurs  ainsi  obtenues  sont  réelles  si  A  est  réel  et  moindi}* 
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que   I  en  vîilciir  absolue.  Combien  y  en  a-t-il  de  réelles  quand  A  est  réel  et 

plus  grand  que  i  en  valeur  absolue?  

Qu'arrive-l-il  quand  on  change  la  détermination  de  \^\'^  —  1? 

111.  Les   valeurs   de    tango    telles    que   tangnO    soit   égale  au     nombre    A 
vérifient  l'équation 

.  (1  -I-  t./.-)"  — (1  —  ix)"  _ 

~  {\ -h  ix )"■-+- (i -^  ix)"-' 

on  les  obtient  en  résolvant  l'équation  du  premier  degré  en  x 

Il  I  ^v' 

I  —  IX  _      /  I  —  i  A 
i  -t-  ix        V'     1  -t-  i  \ 

où  le  second  membre  doit  être  remplacé  successivement  par  les  n  racines  n'"""" 

,     I  —  l'A        ,,  '1 

de  r.  :   elles  sont  toutes  inégales. 

I  -i-  lA. 

Montrer  que  les  n  valeurs  que  l'on  obtient  ainsi  pour  x  sont  réelles  pourvu 

que  A  soit  un  nombre  réel. 

112.  Décomposer  ^^+i  en  facteurs  réels  du  second  degré,  soit  en  résolvant 
l'équation 

^^-H  I  =  o, 

soit  en  partant  de  l'identité 

113.  Résoudre  l'équation 

z'* — 3('2t  —  1)52 2(3t-(-4)— o- 

114.  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle 


(3*+l)2[5«—  3(2i  — l)22-a(3«-l-4)| 

llo.  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle 


Z'^ — Z^ —  'XZ^-h  --i-Z'^-i-  Z' —  I 

dont  le  dénominateur  a  été  décomposé  en  facteurs  au  n"  111). 

IIG,  Décomposer,  en  appliquant  la  méthode  du  n°  119,  le  polynôme 

;:'»-+-  3^8  4- 5 -«-4- 5 ;;*-<- 3^2 -4-1. 


CHAPITRE  Vin. 


ARRANGEMENTS,  COMBINAISONS,  PERMUTATIONS,  INVERSIONS. 
FORMULE  DU  BINOME. 


120.  Si  l'on  considère  n  objets  distincts,  il  y  a  lieu  souvent  de  con- 
sidérer les  diflérents  groupes  formés  avec  p  de  ces  objets  (^pS.n) 
rangés  dans  un  certain  ordre;  les/?  objets  qui  figurent  dans  un 
groupe  sont  supposés  différents;  deux  groupes  sont  regardés  comme 
distincts  s'ils  diffèrent  soit  par  la  nature  des  objets  qui  j  figurent, 
soit  seulement  par  leur  oi'dre.  Tous  ces  groupes  forment  ce  que  l'on 
appelle  les  arrangements  des  n  objets  pris  p  ^  p]  chacun  d'eux 
s'appelle  aussi  un  arrangement  p  k  p  des  n  objets;  il  est  bien 
compris  qu'il  faut  entendre  par  là  un  arrangement  où  figurent  p  des 
n  objets  etp  seulement. 

Il  importe  de  savoir  former,  sans  omission  ni  répétition,  tous  les 
arrangements/?  à  /?,  et  de  savoir  en  calculer  le  nombre,  que  je  dési- 
gnerai par  A".  (L'indice  supérieur  n  n'est  pas  un  exposant.) 

On  peut  spécifier  chaque  objet  par  un  signe,  numéroter  les  objets 
au  moyen  des  nombres  i,  2,  ...,  /?,  les  désigner  par  les  lettres  «, 
b,  c,  ...,  l  supposées  en  nombre  égal  à  /?,  puis  substituer  dans  les 
raisonnements  les  signes  aux  objets  :  je  me  servirai  ici  des  lettres  a, 

Si  dans  l'un  quelconque  des  arrangements  p  k  p  de  ces  n  lettres, 
on  supprime  la  dernière  lettre  de  l'arrangement,  il  reste  les  /?  —  1 
premières,  qui  sont  toutes  distinctes,  c'est-à-dire  un  arrangement 
p —  1  à  p  —  I  des  lettres  a,  6,  . . .,  /.  Chaque  arrangement  p  k  p  se 
déduit  d'un  arrangement/?  —  i  kp  —  i  en  le  faisant  suivre  de  lune  des 
n  — (p  — i)  lettres  qui  n'y  figurent  pas  :  De  cette  façon  chaque  arran- 
gement p —  I  à  /?  —  I  donne  naissance  à  n  —  P  -r-  i  arrangements  p 
à  /?,  que  l'on  peut  disposer  sur  des  lignes  horizontales,  en  plaçant 
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sur  des  lignes  difTérentes  les  arrangements  qui  proviennent  de  deux 
arrangements  y>  —  i  k  p  —  i,  distincts  l'un  de  l'autre.  Le  tableau 
ainsi  formé  contient  tous  les  arrangements/?  kp  :  aucun  n'a  été  omis. 

Aucun  n'a  été  répété  :  car  les  arrangements  qui  sont  sur  une  même 
ligne  dillèrent  par  la  dernière  lettre,  ceux  qui  sont  sur  des  lignes  dif- 
férentes diffèrent  par  l'ordre  ou  la  nature  des p  —  i  premières  lettres. 

Puisque  le  tableau  contient  A''_,  lignes  et  que  chaque  ligne  con- 
tient n  —  />  +  I  arrangements,  on  a 


Les  relations 


A»=(/i— 2)A'2', 


a;;  =  («-/>  +  . )^;: 


dont  la  première  est  évidente  et  dont  les  autres  se  déduisent  de  la 
dernière  en  remplaçant/?  par  2,  3,  4,  •  •  ■■,  donnent,  en  remplaçant  de 
proche  en  proche  A','  par  n,  A"  par  [n  —  1)  ai,  ...,  la  formule 

Aj,—  n{n  —  I )  ( "  —  ').)..  .(n  —  p  -+-  \) 

qui  fournit  l'expression  cherchée  du  nombre  A". 

Si,  par  exemple,  n  =  3,  les  trois,  six  et  six  arrangements  un  à  un, 

deux  à  deux,  trois  à  trois  des  lettres  «,  b,c  sont  donnés  parle  tableau 

suivant 

«,         ab,     ac,         abc, 

6,  ba,     bc.  acb, 

c,  ca,      cb\  bac, 

bca, 

cab, 

cba. 

Lorsque/?  est  égal  à  /«,  les  arrangements  des  n  lettres  ne  peuvent 
différer  que  par  l'ordre  de  ces  lettres,  qui  figurent  toutes  dans  chaque 
arrangement.  Ces  arrangements  reçoivent  alors  le  nom  de  permuta- 
tions. On  en  désigne  le  nombre  par  la  notation  P„  ;  c'est  la  même 
chose  que  A^j  ;  ce  nombre  est  donné  par  la  formule  précédente  en  y 
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faisant  /?:=/?.  il  est 

P„  =  n{n  —  I )...•>..  I  =  n\ 

Ce  nombre  augmente  rapidement  avec  n\  il  est  égal  à  8628800 
pour  /7  =  10;  ainsi  il  y  a  plus  de  trois  millions  de  manières  de  ranger 
jo  objets  sur  une  même  ligne.  Le  nombre  100!  comporterait  i58 
chiffres. 

121.  Les  groupes  de  p  lettres  distinctes  prises  parmi  n  lettres 
données,  quand,  pour  chaque  groupe,  on  ne  tientpas  compte  de  Tordre 
mais  seulement  de  la  nature  des  lettres  qui  j  figurent,  s'appellent  les 
combinaisons  des  n  lettres  prises  p  à  />,  ou  les  combinaisons  p  'a  p 
des  n  lettres.  Chaque  groupe  est  une  combinaison  p  Àp;  on  dit  aussi 
wvi  produit  différent  p  -A  p,  parce  que  ce  groupe  peut  s'écrire  comme 
un  produit  et  qu'un  produit  ne  dépend  pas  de  l'ordre  des  facteurs. 

Je  désignerai  par  C"  le  nombre  des  combinaisons  distinctes  des 
n  lettres  prises  p  ^  p. 

Dans  le  tableau  des  arrangements  de  /i  objets  />  à />  figurent  évidem- 
ment les  combinaisons  p  k  p]  chaque  combinaison  se  trouve  même 
répétée  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  manières  de  ranger  les  p  objets  qui 
la  constituent,  c'est-à-dire  1  .  2  .  3  .  .  .  /?  fois;  les  deux  nombres  A'^, 
C"  sont  donc  liés  par  la  relation  i  .2.3.../>C^^  A^:  d'où  l'on  déduit, 
en  se  reportant  à  la  valeur  de  A" 

C  "  =    "("  —  !)•  ••(«  —  />--[)  ^ 
''  l  .  J,.  .  .  fJ 

Le  nombre  C"  figure  comme  coefficient  numérique  dans  la  formule 
du  binôme  :  la  définition  qu'on  vient  d'en  donner  montre  qu'il  est 
essentiellement  entier  (n"  43). 

A  chaque  combinaison  formée  avec/?  des  n  objets  considérés  cor- 
respond évidemment  la  combinaison  formée  avec  n — p  objets  qui 
n'y  figurent  pas;  on  doit  donc  avoir  C"=  C^^_p.  C'est  ce  qu'on  a  déjà 
vu  au  n"  43. 

En  adoptant  la  définition  précédente  de  C",  la  formule  C^=  G"  , 
n'a  de  sens  que  si/?  est  au  moins  égal  à  i  et  au  plus  égal  k  n  —  i .  Elle 
subsiste  pour  p  ^  o  oup  =  n  en  convenant  de  prendre  G'^  =  i  (n"  43). 

Pour  former  effectivement  le  tableau  des  combinaisons  de  n  objets 


9.96  CHAPITRE   VllI. 

p  à/?,  il  serait  assez  fastidieux  de  former  les  arrangements/»  à  p.  On 
peut  procéder  autrement. 

Supposons  formées  les  C"  combinaisons/) à/>  des /i  objets  a^b^  .,.^1. 
Parmi  ces  combinaisons,  les  unes  ne  contiennent  pas  l'objet  a,  par 
exemple  :  ce  sont  évidemment  les  C""*  combinaisons /j  à/?  des  objets 
A,  c,  . . .,  /,  autres  que  a.  Les  autres  contiennent  «;  si  l'on  supprime 
l'objet  «,  il  reste  évidemment  les  combinaisons  de  n  —  i  objets  by  ' 
c,  . . .,  /  pris/?  —  I  à  />  —  I  :  en  formant  ces  combinaisons  en  nombre 
G^l{ ,  et  en  j  introduisant  la  lettre  «,  puis  en  leur  adjoignant  les 
C^~^  combinaisons  />  à />  des  objets  6,  c,  ...,  k  on  obtiendra  les 
G"  combinaisons  cherchées. 

r 

On  peut  d'ailleurs  se  borner  à  former  les  combinaisons/?  à^  pour 

lesquelles  p  est  au  plus  égal  à  -  •  Si  l'on  avait  /?>  ->  il  serait,  en 

effet,  plus  facile,  pour  former  les  combinaisons  />  à  /?,  de  former 
d'abord  les  combinaisons  n  —  /?  à  11  — />,  puis  de  remplacer  chacune 
de  ces  combinaisons  par  la  combinaison  des  p  objets  qui  y  manquent. 
Par  exemple,  si  l'on  veut  former  les  C.'î  =6  combinaisons  des  quatre 
objets  a,  />,  c,  cl  deux  à  deux,  on  mettra  la  lettre  a  avant  les  combi- 
naisons b,  c,  cl  des  trois  objets  b,  c,  c?,  autres  que  «,  pris  un  à  un  ;  ou 
obtiendra  ainsi  les  combinaisons  cib^  ac,  ad;  on  leur  adjoindra  les- 
trois  combinaisons  des  mêmes  objets  b,  c,  d  pris  deux  à  deux;  à  l'une 
doit  manquer  b,  à  l'autre  c,  à  l'autre  cl]  elles  sont  cd,  bd^  bc.  Les  six 
combinaisons  cherchées  sont 

«6,     ac,     ad,     cd,     bd,     bc. 

Quant  aux  G.j  =  4  combinaisons  des  objets  a,  b,  c,  d  trois  à  trois,, 
on  peut  les  écrire  immédiatement  :  l'une  ne  contient  pas  «,  une  autre 
ne  contient  pas  ^,  etc.  :  elles  sont  bcd^  acd^  abd,  abc.  L'unique  com- 
J)inaison  des  quatre  lettres  «,  b^  c,  d  quatre  à  quatre  est  abcd. 

La  façon  même  dont  on  vient  d'expliquer  la  formation  des  combi- 
naisons de  n  objets/?  à/?,  met  en  évidence  la  relation  (n"  13) 

cj^=g;;;}-4-c;;-i. 

122.  Le  mot  permutation  est  pris  quelquefois  dans  un  sens  un 
peu  différent  de  celui  qu'on  a  indiqué  au  n°  120;  c'est  ce  qui  arrive, 
quand  on  parle  à^ effectuer  une  pennutalion. 
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Considérons  a  objets  distincts  «,,  «o,  •  •  ••«  ««  qui  figurent  en  tota- 
lilé  ou  en  partie  dans  une  ou  plusieurs  expressions  quelconques;  si 
rt, ,  «!,,  ...,  rt'„  désignent  ces  mêmes  objets  rangés  dans  un  certain 
ordre,  remplacer  dans  ces  expressions  <7,  par  a\^  a-,  par  a'.,,  ..., 
a„  par  a„  s'appelle  effectuer  une  permutation  :  l'acte  lui-même 
prend  aussi  le  nom  de  permutation,  une  telle  permutation  s'exprime 
d'une  façon  claire  en  écrivant  sur  une  ligne  horizontale  les  objets 
a,,  «2,  . . .,  an  et  au-dessous  de  chacun  d'eux  l'objet  qui  doit  le  rem- 
placer : 

Va'i,  a.;,  .  ..,  rt,'t. 

L'ordre  dans  lequel  sont  inscrits  les  objets  «,,  «o,  . . .,  «„  n'importe 
pas,  ce  qui  importe,  c'est  la  correspondance  entre  l'objet  supérieur 
et  l'objet  placé  au-dessous,  qui  doit  le  remplacer. 

La  permutation  inverse  Ae  la  précédente  consisterait  à  remplacera', 
par  «,,  rt',  par  «o,  . . .,  a'^^  par  «„. 

Pour  former  chacun  des  symboles  possibles  de  permutations,  dans 
le  sens  que  l'on  vient  d'expliquer,  on  écrira  sur  une  ligne  horizontale 
les  objets  «),  «o?  •••,«,•:  rangés  de  toutes  les  manières  possibles;  puis 
au-dessus  de  chaque  arrangement  les  mêmes  lettres  rangées  dans  un 
ordre  arbitraire,  mais  toujours  le  même.  On  obtiendra  ainsi  i.2.3.../i 
symboles. 

Par  exemple,  tous  les  symboles  de  permutation  pour  les  trois 
lettres  a,  b.,  c  seront 

rt,  6,  c\  /a.  b,  c\  /rt,  b,  c 

a^  b^  c  J  \6,  c,  a  )  \r,  a,  b 

/a,b.c\  /a^b,c\  /«,  6,  c\ 

\a,c,bj  \c,b,aj  \6,  «,c/ 

Parmi  ces  symboles  il  y  en  a  un  qui  signifie  l'action  de  remplacer 
a  par  a,  b  par  b,  c  par  c  :  c'est  ce  qu'on  appelle  la  permutation  iden- 
tique, par  laquelle  rien  n'est  changé. 

Si  Ion  a  dressé  le  tableau  des  arrangements,  ou  des  combinaisons, 
p  d  p  de  n  objets  distincts  quelconques,  puis  que  l'on  efTectue,  sur 
chacun  de  ces  arrangements  ou  de  ces  combinaisons,  une  permutation 
quelconque,  il  est  clair  que  le  tableau  ne  sera  pas  changé  dans  son  en- 
semble. En  elfet,  tous  les  arrangements  étaient  distincts  avant  qu'on 
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efTectuâl  la  permutation,  ils  le  resteront  après  :  naturellement,  si  ces 
arrangements  étaient  placés  dans  un  certain  ordre,  cet  ordre  sera  mo- 
difié par  la  permutation. 

Parmi  les  permutations,  il  convient  de  distinguer  les  permutations 
circulaires  :  les  objets  «,,  a-^^  ...,  a,i  étant  rangés  dans  un  certain 
ordre,  une  permutation  circulaire  effectuée  sur  ces  objets  consiste  à 
remplacer  le  premier  par  le  second,  le  second  par  le  troisième,  etc., 
l'avant-dernier  par  le  dernier,  le  dernier  par  le  premier. 

Au  lieu  du  symbole 


«1,  «25  ^3)    •  •  •  1  d/l-li  ^11 
a-^i  «:),  «4,   .  .  .  ,  «/,,         «1 


qui,  d'après  les  conventions  précédentes,  devrait  représenter  une  telle 
permutation,  on  emploie  souvent  le  symbole 

(a,,  «2,  .  •  •,  ««) 

avec  le  même  sens.  C'est  l'ordre  seul  dans  lequel  sont  rangés  les  élé- 
ments qui  importe  dans  ce  derni«^r  symbole,  non  l'élément  qui  figure 
le  premier.  Ainsi,  s'il  s'agit  de  trois  éléments  a,,  «o?  «35  les  trois 
symboles 

(ai,  «2,  «3),     («2,  «3,  «^i),     («3,  «i,«2) 

ont  le  même  sens. 

Jl  peut  être  commode  de  se  figvirer  les  objets  «,,  «27  •  •  -j  ^«  rangés 
sur  un  cercle  sur  lequel  on  a  choisi  un  sens  de  parcours^  placés  par 
exemple  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés.  Alors  il  n'y 
a  plus  ni  premierobjet  ni  dernier,  et  la  permutation  circulaire  revient 
à  remplacer  chaque  objet  par  le  suivant. 

Enfin,  parmi  les  permutations  circulaires,  il  convient  de  signaler  la 
plus  simple,  celle  qui  porte  sur  deux  éléments  seulement  a,,  «2 5  elle 
consiste  à  remplacer  «i  par  ao  et  «o  par  ^\  '■,  il  n'y  a  évidemment  pas, 
comme  dans  les  permutations  circulaires  qui  portent  surplus  de  deux 
éléments,  à  tenir  compte  d'un  ordre  quelconque  attribué  aux  éléments 
a,,  a^',  on  donne  souvent  le  nom  de  transpositions  aux  permutations 
de  cette  sorte  :  la  transposition  qui  porte  sur  les  éléments  «(,  a-2  se 
représente  par  le  symbole  («<,  rto)  ou  («25  «i)- 

Etant  données  deux  permutations  de  n  objets  distincts  au  sens  du 
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n'  120,  c'est-à-dire  deux  arrangements  n  k  n  de  ces  n  objets,  on 
peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  suite  de  transpositions,  puisque, 
par  une  transposition,  on  peut  amener  un  objet  quelconque  à  la  place 
qu'il  doit  occuper.  On  peut  parvenir  au  même  résultat  en  ne  faisant 
jamais  que  des  transpositions  qui  portent  sur  deux  éléments  consécu- 
tifs de  l'arrangement  auquel  on  est  parvenu  :  c'est  là  une  observation 
que  l'on  fait  déjà  dans  les  éléments  de  l'Arithmétique  lorsqu'on  veut 
prouver  que,  dans  un  produit  de  plusieurs  facteurs,  on  peut  inter- 
vertir comme  on  veut  l'ordre  de  ces  facteurs. 

Par  exemple,  pour  passer  de  l'arrangement  i,  2,  3,  4  à  l'arrange- 
ment 2,  4?  3,  I  ;  on  peut  effectuer  successivement  les  transposi- 
tions (i,  2),  (i,  4)7  ce  qui  donne  successivement  les  arrangements 

a,  1,  3,  4;     2,  4,  3,  i 

ou  les  transpositions  successives  (i,  2),  (3,  4),  (i,  4)?  (ï?  ■^)^  ce  qui 
donne  les  arrangements  successifs 

2,  I,  3,  4;     2,  I,  4,  3;     2,  4,  i,  3;     2,  4,  3,  i. 

Pour  arriver  au  même  arrangement  2,  4?  3,  i  en  partant  du  même 
arrangement  i,  2,  3,  4?  on  a  fait  dans  le  premier  cas  deux  transposi- 
tions successives,  quatre  dans  le  second. 

On  voit  que  pour  effectuer  la  permutation 

1,  2,     3, 

2,  4,     3, 

qui  consiste  à  remplacer  i  par  2,  2  par  4,  à  laisser  3,  à  remplacer 
4  par  I,  on  peut  transposer  d'abord  les  éléments  i  et  2,  puis  les 
éléments  1,  4)  ou  bien  transposer  d'abord  les  éléments  i  et  2,  puis  les 
éléments  3  et  4,  puis  les  éléments  i  et  4,  puis  les  éléments  i  et  3. 

Pour  effectuer  une  permutation  quelconque  on  peut  effectuer  une 
suite  de  transpositions. 

Par  exemple  encore,  la  permutation  circulaire  (i ,  2,  3,  4?  5)  revient 
à  la  suite  de  transpositions  (i,  2),  (i,  3),  (i,  4)?  (i>  5)-  En  général 
une  permutation  circulaire,  portant  sur  n  éléments,  équivaut  à  une 
suite  de  n  —  i  transpositions. 

123.  Étant  donné  un  arrangement  quelconque  ciia-;,. .  •ciii-K^f-n  de 
n  objets,  la  transposition  qui  consiste  à  échanger  les  deux  éléments 
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extrêmes  et  qui  conduit  ainsi  à  l'arrangement  auO,. .  .a„_xax  revient 
à  une  suite  de  -m  — 3  transpositions,  dont  chacune  porte  sur  deux 
éléments  consécutifs  de  l'arrangement  auquel  on  vient  de  parvenir,  à 
savoir  d'abord  les /i — i  transpositions  («,,  «o),  («i 5  «3)5  •••5  («),'^«_t)> 
(«,,  a,i)  qui  amènent  successivement  l'élément  «t,  à  la  seconde,  à  la 
troisième,  etc.,  à  la  dernière  place,  en  sorte  qu'après  avoir  effectué 
ces  transpositions  successives  on  est  parvenu  à  l'arrangement 

puis  les  u  —  2  transpositions  successives,  (a,i,  a,i_i),  (a„,  a„_2)y 
[a„i  0,2)  qwi  amènent  l'élément  a„  de  l'avant-dernière  place  à  la  pré- 
cédente et,  finalement,  à  la  première.  Les  n — i  premières  transposi- 
tions équivalent  à  la  permutation  circulaire 

(«1,   «2)     •  •  •  1    ^/t-l)    ^/j)* 

Si  l'on  effectue  maintenant  une  transposition  quelconque  dans  un 
arrangement,  on  voit  que  cette  transposition  équivaudra  toujours  à 
un  nombre  impair  de  transpositions  portant,  chaque  fois,  sur  deux 
éléments  consécutifs  de  l'arrangement  auquel  on  vient  de  parvenir. 
11  suffit  de  négliger,  par  la  pensée,  les  objets  qui  précèdent  le  premier 
des  objets  que  l'on  transpose  et  ceux  qui  suivent  le  second  :  on  est 
ramené  au  cas  précédent. 

124.  Considérons  n  objets  distincts  auxquels  on  attribue  un  ordre 
naturel;  par  exemple,  n  numéros  différents  dont  on  dira  qu'ils  sont 
rangés  dans  Tordre  naturel,  s'ils  sont  rangés  par  ordre  de  grandeur 
croissante,  ou  n  lettres  dont  on  dira  qu'elles  sont  rangées  dans  l'ordre 
naturel,  si  elles  sont  rangées  dans  l'ordre  alphabétique.  Je  raisonnerai 
en  supposant  qu'il  s'agisse  de  n  numéros  distincts. 

Si,  dans  un  arrangement  quelconque  de  ces  numéros,  qu'on  lit, 
suivant  l'habitude,  de  gauche  à  droite,  on  considère  deux  d'entre  eux, 
le  premier  que  l'on  rencontre  peut  être  le  plus  petit,  ou  le  plus 
grand;  dans  le  premier  cas  on  dit  que,  dans  l'arrangement  considéré, 
les  deux  numéros  ne  présentent  pas  d'inversion;  dans  le  second  cas, 
on  dit  qu'ils  présentent  une  inversion.  On  dit  aussi  que  l'arrange- 
ment ne  comporte  pas  d'inversion,  ou  comporte  une  inversion  rela- 
tivement à  ce  couple  de  numéros.  Le  nombre  total  d'inversions  que 
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comporte  l'arrangement  est  le  nombre  de  couples  de  numéros  qui 
présentent  une  inversion. 

Pour  compter  ce  nombre  d'inversions,  on  procédera  comme  il  suit: 
on  partira  du  premier  élément  (à  gauche)  de  l'arrangement,  et  l'on 
comptera  les  inversions  qu'il  peut  présenter  avec  le  second,  le  troi- 
sième, etc.,  le  dernier  élément;  on  passera  ensuite  au  second  élément 
et  l'on  comptera  le  nombre  d'inversions  qu'il  présente  avec  le  troi- 
sième, le  quatrième,  etc.,  le  dernier  élément,  etc.;  enfin  on  examinera 
si  l'avanl-dernier  élément  et  le  dernier  présentent  une  inversion  :  la 
somme  de  tous  les  nombres  ainsi  obtenus  est  le  nombre  total  d'inver- 
sions présenté  par  l'arrangement. 

Considérons  par  exemple  l'arrangement  5,  3,  2,  c,  4,  6,  le  pre- 
mier élément  5  présente  une  inversion  avec  chacun  des  éléments  3, 
2,  I,  4  qui  le  suivent;  il  n'en  présente  pas  avec  6;  le  second  élément  3 
présente  une  inversion  avec  2,  i;  le  troisième  élément  2  présente 
une  inversion  avec  i;  aucun  des  éléments  i,  4  ne  présente  d'inversion 
avec  ceux  qui  le  suivent;  on  a  en  tout  4  +  2H-i-|-o-i-o=:-  inver- 
sions. 

L'arrangement  (1,  2,  3,  ...,  n)  ne  comporte  aucune  inversion: 
l'arrangement  (/i,  n  —  i ,  . . .,  3,  2,  1)  comporte 

/  X      /  \  n{n—\) 

inversions;  c'est  évidemment  l'arrangement  de  n  nombres  qui  com- 
porte le  plus  d'inversions. 

125.  Convenons  de  dire  qu'un  arrangement  est  de  première  classe 
s'il  comporte  o  ou  un  nombre  pair  d'inversions,  qu'il  est  de  seconde 
classe  s'il  présente  un  nombre  impair  d'inversions. 

Un  arrangement  change  de  classe  quand  on  effectue  une  transpo- 
sition entre  deux  éléments  de  cet  arrangement. 

Par  exemple  l'arrangement  5,  3,  2,  1,4?^  est  de  seconde  classe; 
transposons  les  éléments  3,  4?  on  obtiendra  l'arrangement  5,  4,  2, 
1,3,6  et,  en  comptant  les  inversions  d'après  la  règle  du  numéro  pré- 
cédent, on  en  trouve  4  +  3  H-  i  =  8  ;  le  nouvel  arrangement  est  de 
première  classe. 

La  proposition  est  évidente  quand  on  transpose  deux  éléments  con- 
sécutifs; en  effet,  on  ne  modifie  pas  alors  les  inversions  que  ces  deux 
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éléments  présentent,  soit  avec  les  éléments  qui  précèdent  leur 
couple,  soit  avec  ceux  qui  le  suivent.  Si  dans  l'arrangement  considéré 
le  premier  élément  du  couple  était  plus  grand  que  le  second,  il  y 
avait,  de  ce  fait,  une  inversion  qu'on  supprime  par  la  transposition; 
au  contraire,  si  les  deux  éléments  du  couple  ne  présentaient  pas  d'in- 
version, la  transposition  en  introduit  évidemment  une.  Dans  les  deux 
cas  le  nombre  d'inversions  est  modifié  d'une  unité,  l'arrangement 
a  changé  de  classe. 

Supposons  que  les  deux  éléments  qu'on  transpose  ne  soient  pas 
consécutifs  ;  on  a  vu  plus  haut  que  leur  transposition  équivaut  à  un 
nombre  impair  de  transpositions,  elFec tuées  chaque  fois  sur  deux 
éléments  consécutifs  de  l'arrangement  auquel  on  vient  de  parvenir; 
par  chaque  transposition,  l'arrangement  a  changé  de  classe;  il  a 
changé  un  nombre  impair  de  fois,  il  a  finalement  changé  de  classe. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que,  si  l'on  considère  les  n\  arran- 
gements possibles  n  à  n  des  n  numéros  i,  2,  3,  .  .  .,  /?,  il  j  a  autant 
d'arrangements  de  la  première  classe  que  d'arrangements  de  la  se- 
conde classe.  Car,  si  l'on  suppose  les  arrangements  distribués  dans  les 
deux  classes  et  que  l'on  effectue  une  transposition  quelconque,  l'en- 
semble de  tous  ces  arrangements  ne  sera  pas  changé  par  cette  trans- 
position; mais  elle  fera  passer  les  arrangements  de  la  première  classe 
dans  la  seconde,  ceux  de  la  seconde  dans  la  première  :  or  il  doit  j 
avoir  maintenant  autant  d'arrangements  dans  la  première  classe,  ou 
dans  la  seconde,  qu'auparavant. 

On  a  vu  au  n"  123  qu'on  pouvait  passer  d'un  arrangement  de 
n  numéros  n  k  n  k  un  autre  de  ces  arrangements  par  une  suite  de 
transpositions.  Gela  peut  se  faire  d'une  infinité  de  façons;  mais,  de 
quelque  façon  que  l'on  opère,  le  nombre  de  transpositions  que  l'on 
effectue  conserve  la  même  parité.  Il  est  pair  si  les  deux  arrangements 
sont  de  même  classe,  impair  s'ils  sont  de  classe  différente. 

Considérons  un  arrangement  (n  à  n)  a\  a>  .  .  .  a,i  des  n  numéros 
I,  2,  .  .  .,  II.  Si,  de  cet  arrangement,  on  supprime  le  premier  élé- 
ment rt,,  comment  sera  modifié  le  nombre  d'inversions? 

11  y  a,  dans  l'arrangement,  «,  —  i  numéros  plus  petits  que  «),  à 
savoir  les  numéros  i,  2,  3,  .  .  .,  «j  —  i  ;  ils  sont  tous  placés  après  a,  ; 
avec  chacun  d'eux  a,  présente  une  inversion,  et  toutes  ces  inversions 
ont  disparu  de  l'arrangement  a^a^. .  .«„.  On  a  donc  supprimé  «i  —  i 
inversions. 


ARRANGEMENTS,    ETC.  3o3 

126.  Si  l'on  considère  un  polynôme  à  n  variables  a:,,  x-î-,  •  .  .,  x„ 
et  si  l'on  effectue  sur  ces  variables  les  n\  permutations  possibles,  v 
compris  la  permutation  identique,  qui  laisse  le  polynôme  tel  qu'il 
était,  divers  cas  peuvent  se  présenter.  Il  peut  se  faire  que  les  Ji\  per- 
mutations conduisent  à  des  polynômes  qui  soient  tous  distincts:  c'est 
ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  le  polynôme 

si  ses  coefficients  a,,  «a?  •  •  •tCin  sont  tous  différents,  ou  encore  pour 
le  monôme  j:^'^:*^.  .  .x*",  si  tous  les  exposants  sont  différents. 

Il  peut  se  faire,  au  contraire,  que  tous  les  polynômes  auxquels  on 
parvient  ainsi  soient  identiques  ;  ce  serait  le  cas  pour  le  polynôme 

ou  pour  le  monôme 

XiXi  ..  .Xn- 

S'il  en  est  ainsi  le  polynôme  est  dit  symétrique  par  rapport  aux 
variables  :r,,  x-y,  .  .  .,  x,i. 

Pour  reconnaître  qu'un  polynôme  en  ^,,  Xo,  .  .  .,  x,i  (dans  lequel 
je  suppose  qu'on  ait  effectué  la  réduction  des  termes  semblables)  est 
symétrique  par  rapport  à  ces  variables,  il  suffît  de  constater  que  le 
polynôme  reste  identique  à  lui-même  quand  on  transpose  dïeux  quel- 
conques des  variables,  puisqu'une  permutation  quelconque  peut  tou- 
jours être  remplacée  par  une  suite  de  transpositions. 

On  a  remarqué  plus  haut  que  l'ensemble  des  combinaisons/?  à  p 
de  /i  objets  ne  changeait  pas  quand  on  effectuait  sur  ces  combi- 
naisons un  arrangement  quelconque;  en  supposant  que  ces  objets 
soient  les  variables  Xi,X2,  ...,  ^«,  chaque  combinaison  p  k p  peut 
être  regardée  comme  le  produit  de  p  de  ces  variables;  il  est  clair, 
d'après  cela,  que  la  somme  des  G"  produits  différents,  p  à  p,  des  n 
variables  x,,  Xo,  ...,  x„  constitue  un  polynôme  symétrique  par  rap- 
port à  ces  n  variables.  Les  polynômes  que  l'on  peut  ainsi  former,  à 
savoir 

Xx-+-  Xi-{-X3-\-.  ..-{-  Xn, 

Xia;i'+-  XiX:i-h. .  .-h  x,i-ix,„ 

XiX,X3-{-  X^XiX;-^.  .  .-}-  X„-,Xii-lXn, 

• • 1 

XiX^X^  ,  .  .  X  II , 
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sont  au  nombre  de  /i,  on  leur  donne  le  nom  àe  fonctions  symétriques 
élémentaires  des  variables  X|,  Xo,  .  • .,  Xn. 

Par  exemple,  les  fonetions  symétriques  élémentaires  des  quatre 
variables  «,  6,  c,  cl  sont 

a  ■\-  b  -^  c  -\-  d, 

ab  -i-  ac  -r-  ad  -h  bc  -\-  bd  -+-  cd^ 

bcd -\- acd -^- abd -^  abc, 

abcd. 

Il  est  manifeste  que,  si  l'on  désigne  par  j^,,  j/'o,  . . .,  yn  les  'î  fonc- 
tions symétriques  élémentaires  des  n  variables  ^,,  x^^  ...,  ^«,  tout 
polynôme  enjKi^JKa?  •••?JKrt  sera,  si  l'on  y  remplace  jKi>  JK2?  •••5JK» 
par  leurs  expressions  en  x,,  ^o,  ...,  jc„,  un  polynôme  symétrique 
en  Xi^  x-ii  . . .,  Xn'  On  montrera  plus  tard  que,  réciproquement,  tout 
polynôme  symétrique  en  .r,,  x-i-,  . . .,  Xn  peut  se  mettre  sous  la  forme 
d'un  polynôme  eny,,yo,  ...,y,i. 

Le  cas  où  un  polynôme  en  .r,,  x.,,  .  . . ,  x^  ne  change  pas  quand  on 
effectue  une  permutation  sur  les  lettres  Xi,  x-y,  . .  •,  x„,  celui  où  il 
change  toujours,  sont  deux  cas  extrêmes.  Voici  quelques  exemples 
importants  de  cas  intermédiaires. 

Considérons  le  produit 

(^2  —  ^1  ) 

(iFt  —  573  )  (a^v  —  iFî)  (:rv  —  ar,  ) 


{Xn—  Xn-i)  {^n—  ^n-i)  {^n—  ^n--i)-  '  -i^n  —  ^l) 

des  —^ différences  que  l'on  peut  former  entre  l'une  quelconque 

des  variables  ic,,  ^To,  .  .  . ,  a:„  et  celles  qui  la  précèdent. 

Ces  ; facteurs  peuvent  être  regardés  comme  provenant  des 

combinaisons  deux  à  deux  des  n  lettres  Xi,  Xo,  •  .  .,  x,i;  une  permu- 
tation quelconque  effectuée  sur  ces  lettres  ne  change  pas  l'ensemble 
de  ces  combinaisons,  mais  peut  changer  l'ordre  des  lettres  qui  figurent 
dans  l'une  d'elles,  c'est-à-dire  ici  le  signe  d'un  facteur,  ou  remplacer 
un  facteur  par  quelque  autre  facteur,  peut-être  changé  de  signe.  On 
voit  donc  que,  par  toutes  les  permutations  possibles,  le  précédent  poly- 
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nome  ou  bien  se  reproduira,  ou  bien  se  reproduira  changé  de  signe. 
Toutes  les  ni  permutations  ne  produisent  que  deux  polynômes  dis- 
tincts. Il  est  d'ailleurs  bien  aisé  de  distinguer  les  permutations  qui 
ne  changent  pas  le  polynôme  de  celles  qui  le  font  changer  de  signe. 
Si  l'on  attribue  aux  variables  x^,  Xo,  . .  .^  x„  des  valeurs  numériques 
quelconques,  mais  distinctes,  et  que  l'on  convienne  de  dire,  comme 
au  n"  124-,  que,  dans  la  suite  iCi,  x^^  ...,  x,ii  deux  éléments  Xp,  Xq 
{/>  <Ccj)  présentent  ou  non  une  inversion  suivant  que  le  premier  de 
ces  éléments  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  le  second,  on  reconnaît 
immédiatement  que,  dans  le  produit  de  différences,  le  nombre  de  fac- 
teurs négatifs  est  égal  au  nombre  d'inversions  delà  suite  ^,,  x.^^  ...,  x,/, 
une  transposition  efTectuée  sur  deux  éléments  de  la  suite  modifie 
d'une  unité  le  nombre  des  inversions  et  change  le  signe  du  produit. 
Les  permutations  qui  ne  le  changent  pas  sont  celles  qui  équivalent  à 
un  nombre  pair  de  transpositions,  celles  qui  lui  font  changer  son  signe 
équivalent  à  un  nombre  impair  de  transpositions. 

Considérons  encore,  dans  le  cas  de  quatre  variables  a,  b,  c,  d,  le 
polynôme  ab  -+-  cd.  Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  les  vingt- 
quatre  permutations  possibles  ne  produisent  que  les  trois  polynômes 
distincts 

ab  -+-  cd,         ac  -h  bd,         ad  -t-  bc  ; 

huit  permutations  conservent  le  polynôme  ab  +  cd^  huit  autres  le 
changent  en  ac  -f-  bd^  les  huit  restantes  le  changent  en  ad  +  bc. 

Les  propositions  qui  précèdent  constituent  le  point  de  départ  de 
recherches  qui  ont  été  poussées  très  loin  et  qui  ont  la  plus  grande 
importance  pour  la  théorie  de  la  résolution  des  équations  algébriques. 

127.  Le  lecteur  n'a  pas  manqué  de  remarquer  que  les  nombres  C" 
de  combinaisons  de  n  objets  p  ^  p  sont  précisément  les  coefficients 
numériques  du  développement  de  {x  +  a)"  ;  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de 
voir  directement,  en  fondant  sur  la  théorie  qui  précède  une  nouvelle 
démonstration  de  la  formule  du  binôme  :  cette  démonstration  s'appuie 
sur  une  formule  qui  a  d'ailleurs  de  l'intérêt  par  elle-même. 

Au  lieu  de  considérer  le  produit  [x  -{-  a)"  de  n  facteurs  identiques 
à  .r  H-  a,  considérons  le  produit  de  n  facteurs  distincts 

{X  -h  a)(x  -h  b). .  .(x  -i-  k); 
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développons  ce  produite!  ordonnons-le  suivant  les  puissances  descen- 
dantes de  X. 

On  obtient  un  terme  quelconque  du  produit,  en  faisant  le  produit 
de  n  facteurs  dont  chacun  est  l'un  des  termes  des  binômes  x  +  «, 
X  +  b^  . .  .^  X  -\-  k. 

Le  terme  du  plus  haut  degré  s'obtiendra  en  faisant  le  produit  de 
n  facteurs  égaux  à  x^  c'est  a?";  les  termes  de  degré  n  —  i  s'obtien- 
dront en  prenant  dans  n  —  i  binômes  le  premier  terme,  et  dans  le 
^ième  ]jinome  le  second.  D'une  façon  générale,  les  termes  du/?'^"'"  degré 
s'obtiendront  en  considérant  une  combinaison  />  à  /?  des  binômes 
X  -\-  a^  X  -\-  b,  . . .,  X  -\-  k  et  la  combinaison  complémentaire  formée 
des  n -\- p  binômes  restants.  Le  produit  des  premiers  termes  des  bi- 
nômes qui  figurent  dans  la  première  combinaison,  multiplié  par  les 
seconds  termes  des  binômes  qui  figurent  dans  la  combinaison  complé- 
mentaire, fournira  un  terme  de  degré/),  en  x.  Dans  tous  les  termes 
analogues  on  mettra  xP  en  facteur;  le  coefficient  de  xP  sera  la  somme 
des  produits  différents  n  — p  k  n  — p  des  termes  a^  b^  c,  . . .,  k. 

On  aura  ainsi 

{x  -\-  a){x  -\-  b){x  -i-  c). .  .{x  -h  k) 

=  a?"  -F  (a -t-  6  -H c -h ...  -1-  k)x"^-^  -+-  {ab -i-  ac  + ... -l- hk)x'^-^  +  ...  +  ab...k. 

En  supposant  maintenant  que  tous  les  nombres  <7,  b,  c,  ...,  k 
soient  égaux  et  en  se  rappelant  que  G"  désigne  le  nombre  des  com- 
binaisons de  n  objets  p  k  p,  on  obtient  la  formule 
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117.  Considérons  n  lettres  a,  b,  ...,  l  et  un  groupe  de  p  lettres  dont  cha- 
eune  soit  une  des  lettres  a,  6,  ...,/,  en  sorte  qu'une  même  lettre  puisse  être 
répélée  plusieurs  fois  dans  un  même  groupe.  Ces  groupes  prennent  le  nom 
d'arrangements  avec  répétition  de  n  lettres  p  à  p,  si  l'on  regarde  comme 
distincts  deux  groupes  qui  diffèrent  soit  par  la  nature,  soit  par  l'ordre  des 
lettres  qui  y  figurent,  et  de  combinaisons  avec  répétition  de  n  lettres/?  à  p^ 
si  l'on  ne  regarde  comme  distincts  que  les  groupes  qui  diffèrent  par  la  nature 
des  lettres  qui  y  figurent. 

Le  nombre  d'arrangements  avec  répétition  de  n  lettres  p  àp  est  n/^ 
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118.  Le   nombre   CJ'^',   de  combinaisons  avec  répétition  de  n  lettres  p  à.  p 

est  c;'//'. 

On  peut  parvenir  comme  il  suit  à  l'évaluation  du  nombre  ()'JÎ. 
Les  [)",  combinaisons  avec  répétition  contiennent  en  toutyo^i'^,  lettres;  cha- 
cune des  II  lettres  devant  figurer  le  même  nombre  de  fois,  la  lettre  a  doit 

figurer,  en  tout,  —  (.^",)  fois  :  d'autre  part,  si  on  la  retire  une  fois  de  l'une  des 

combinaisons  qui  la  contiennent,  il  restera  une  des  ^",^1   combinaisons   des 
n  lettres  jo  —  i  k  p  —  i;  dans  ces  Q'p-i  combinaisons  la  lettre  a  figure  en  tout 

— — -f?'/î_i  fois;  d'oîj  la  relation 

P  an  _  a"    -^  ^-^  a" 

^^\)l>-\)l>-t  ^      „      Vl/^-i- 

119.  Appliquer  un  raisonnement  de  la  même  nature  que  le  précédent  à  la 
démonstration  de  la  formule 

et  à  la  détermination  du  nombre  C",. 

120.  Lorsqu'il  peut  se  produire,  en  tout,  n  événements  que  l'on  regarde 
comme  également  probables  et  que  jd  de  ces  n  événements  satisfont  à  une  cer- 
taine condition,  la  probabilité  pour  que  l'un  des  n  événements,  se  produisant 

au  hasard,  satisfasse  à  la  condition  considérée  est,  par  définition,  la  fraction  —  • 

Par  exemple,  la  probabilité  pour  que,  en  jetant  un  dé  au  hasard,  on  amène 

un  nombre  donné  est   .;  • 
6 

On  jette  deux  dés  :  quelle  est  la  probabilité  pour  que  les  nombres  marqués 
par  les  dés  soient  deux  nombres  donnés?  Il  y  a  lieu  de  distinguer  le  cas  où 
les  deux  nombres  donnés  sont  pareils,  et  celui  où  ils  diffèrent. 

Quelle  est  la  probabilité  pour  amener  deux  nombres  formant  une  somme 
donnée  (au  plus  égale  à  douze)?  Pour  amener  deux  nombres  formant  une 
somme  supérieure  à  un  nombre  donné,  inférieure  à  un  nombre  donné? 

121.  Une  urne  contient  n  boules  marquées  i,  2,  3,  .  .,  n.  On  prend  p  de  ces 
boules;  quelle  est  la  probabilité  pour  qu'on  amène  les  numéros  1,2,  ...,jo? 
Si  l'on  prend  ces  p  boules  successivement,  quelle  est  la  probabilité  pour  qu'on 
amène  successivement  ces  numéros  I,  2,  ...,/?  dans  l'ordre  i,  2,  ...,/>? 

122.  Parmi  les  Cj,  combinaisons  des  n  nombres  1,2,  . . . ,  n  pris  p  à  p,  com- 
bien y  en  a-t-il  qui  soient  formées  avec  a  des  nombres  i,  2,  . . .,  A-  et  /?  —  a 
des  nombres  A:  -+-  i,  k  -{-  2,  . . . ,  n? 
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Établir  la  formule 

123.  Une  urne  contient  n  boules,  dont  /c  blanches  et  n  —  k  noires,  on  prend 
au  hasard  p  de  ces  boules;  quelle  est  la  probabilité  pour  qu'il  y  ait  a  boules 
blanches  el  p  —  a  boules  noires? 

124.  Dans  un  jeu  de  3i  cartes  on  prend  is>.  cartes  au  hasard:  quelle  est  la 
probabilité  de  trouver  parmi  ces  12  cartes  8  cartes  de  la  même  couleur? 

12.^.  Dans  un  jeu  de  Sa  caries  on  prend  12  cartes,  puis  5;  on  regarde  les 
12  premières  cartes  et  l'on  désire  trouver  a  cartes  déterminées  parmi  les 
5  cartes;  quelle  est  la  probabilité  pour  qu'elles  s'y  trouvent  effectivement? 

126.  En  désignant  par  a,  p  deux  nombres  naturels  premiers  entre  eux,  on 
sait  que,  si  l'on  divise  par /j  les  termes  de  la  suite 

a,     la,     3a,     ...,     (p  —  i)a, 

on  trouve  les  nombres  i,  2,  ...,/>  —  i  rangés  dans  un  certain  ordre.  On  peut 
se  proposer  de  trouver  le  nombre  d'inversions  contenues  dans  cette  suite.  En 
supposant  donné  le  nombre/»,  résoudre  le  problème  pour  a  =  2,  a  =  3. 

127.  Soit  aiai .  ■  ■  (1,1  un  arrangement  n  à  /ides  numéros  1,2,  3,  ...,  n. 
Soient  I  le  nombre  d'inversions  contenues  dans  cet  arrangement,  A  et  A'  les 
nombres  respectifs  d'inversions  contenues  dans  les  anangements  aia^ . . .  a^^ 
d'une  part  et  aa+iaa-H2 . . .  ««  de  l'autre;  montrer  que  l'on  a 

T  i  */  ^(^    -+-    ') 

I  =  A  -H  A  +  «1  -4-  «2  -H  •••-!-  «a ; • 

On  reconnaît  sans  peine  que  la  différence  I  —  A  —  A'  ne  dépend  pas  de 
l'ordre  dans  lequel  sont  rangés  les  nombres  «j,  «21  •••i  «a»  et  fiue,  si  l'on 
snppose  les  nombres  rangés  par  ordre  de  grandeur,  il  y  a,  parmi  les  nombres 
«a-hiî  «a+2)  •••1  ^/!)  <^i — I  nombres  plus  petits  que  «j,  a^ — 2  nombres  plus 
petits  que  a^,  etc. 

128.  Montrer  qu'une  permutation  donnée  (au  sens  du  n"  122),  portant  sur 
n  éléments,  peut  être  remplacée  par  un  certain  nombre  de  permutations  cir- 
culaires dont  chacune  ne  porte,  en  général,  que  sur  une  partie  des  n  éléments, 
les  éléments  qui  sont  changés  par  une  de  ces  permutations  restant  inaltérés 
par  toutes  les  autres.  Si  parmi  ces  permutations  circulaires  il  y  en  a  /c  qui 
portent  sur  un  nombre  pair  d'éléments,  le  nombre  de  transpositions  qui  équi- 
valent à  la  permutation  donnée  est  de  même  parité  que  /c  —  i. 
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128.  Je  commence  par  rappeler  quelques  notions  et  principes 
concernant  les  systèmes  d'équations;  je  crois  inutile  de  revenir  sur 
les  principes  qui  se  l'apportent  à  une  seule  équation. 

Étant  donné  un  système  d'équations  (  '  ) 

X,  =  o,         X2  =  o,  ...,         X„  =  o, 

où  X, ,  X2,  . . . ,  X/<  sont  des  expressions  dont  on  sait  calculer  la  valeur 
numérique  quand  on  connaît  les  valeurs  numériques  des  inconnues 
X,  y,  z,  .  .  .,  par  exemple  des  polynômes  en  x,  y,  z,  . . .;  on  sait 
qu'on  appelle  solution  de  ce  système  d'équations  tout  système  de 
nombres  Xq,  jKo?  ^o,  •  •  •  qui?  substitués  à  la  place  de  x,  y,  z,  . . .  dans 
X),  Xo,    .  . .,  X«,  annulent  ces  expressions. 

Cette  définition  s'applique  quand  on  a  affaire  à  des  équations  pure- 
ment numériques;  mais  il  peut  se  faire  que  les  expressions  X(, 
Xo,  . .  .,  X,i  contiennent  des  coefficients  représentés  par  des  lettres 
<i,  b,  c,  ...  que  l'on  regarde  comme  des  données  :  les  coefficients  «, 
■6,  c,  .  . .  sont  susceptibles  soit  de  prendre  toutes  les  valeurs  possibles, 
soit  de  prendre  seulement  les  valeurs  qui  satisfont  à  certaines  con- 
ditions. 

Dans  ce  cas  on  appellera  solution  du  système  proposé  un  système 
d'expressions  en  a,  6,  c,  .  . .  telles  qu'en  remplaçant  x,  jk,  ^,  .  •  •  par 


(')  Pour  simplifiei"  un  peu,  j'ai  supposé  qu'on  avait  fait  passer  tous  les  termes 
<lans  un  membre,  mais  cette  supposition  n'a  rien  d'essentiel,  et  le  lecteur  verra 
sans  peine  les  légères  modifications  qu'il  faudrait  apporter  au  texle,  si  elle  n'était 
pas  réalisée. 
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ces  expressions,  X,,  X^.,  .  .  .,  X„  deviennent  nuls,  quelles  que  soient 
les  valeurs  numériques  de  a,  6,  c,  ...,  vérifiant  toutefois  les  condi- 
tions imposées  à  ces  coefficients. 

Il  peut  aussi  arriver  qu'une  solution  du  système  proposé  soit 
formée  par  des  expressions  qui  contiennent  une  ou  plusieurs  indé- 
terminées :  on  doit  alors  entendre  que  X,,  Xo,  . .  .,  X„,  quand  on  y 
remplace  x,  y,  z,  .  .  .  par  ces  expressions,  s'annulent  quelles  que 
soient  les  valeurs  numériques  de  ces  indéterminées,  au  moins  lorsque 
ces  valeurs  satisfont  à  certaines  conditions  qui  peuvent  leur  être 
imposées. 

Au  fond,  tous  ces  cas  ne  diffèrent  pas  essentiellement;  on  peut, 
afin  de  regarder  une  solution  comme  formée  d'un  système  de  nombres, 
imaginer  qu'on  a  attribué  soit  aux  coefficients,  soit  à  ces  indétermi- 
nées dont  je  viens  de  parler,  des  valeurs  numériques;  les  expressions 
des  inconnues  ^,  y,  5,  . .  .,  au  moyen  des  coefficients  ou  des  indéter- 
minées,   deviennent   alors    des    nombres  qui    doivent    annuler    X| , 

Xo,  . . .,  x«. 

On  dit  que  deux  systèmes  d'équations  en  x^y,  z^  ... 

(0  Xi=o,         X,  =0, 

(2)  Y,  =0,         Y.  =0, 

sont  équivalents  quand  les  solutions  de  l'un  sont  les  mêmes  que  les 
solutions  de  l'autre  ;  pour  prouver  l'équivalence  de  deux  systèmes,  il 
faut  prouver  que  toute  solution  du  premier  est  une  solution  du 
second,  que  toute  solution  du  second  est  une  solution  du  premier. 

Lorsque  toute  solution  du  premier  vérifie  le  second,  on  dit  que  le 
premier  système  entraine  le  second.  Pour  prouver  que  deux  sys- 
tèmes sont  équivalents,  il  faut  prouver  que  chacun  d'eux  entraîne 
l'autre. 

Il  est  clair  que  si,  dans  un  système  d'équations,  on  remplace  une 
équation  par  une  équation  équivalente,  on  obtient  un  système  équi- 
valent au  premier;  de  même  encore,  en  remplaçant  dans  le  système 
proposé  un  système  partiel  d'équations  par  un  système  équivalent. 

Si  «I,  «2,  . . .,  an  sont  des  nombres  dont  le  dernier  n'est  pas  nul, 
le  système 

Xj  =  o,        X2  =0,         . . . ,         X„_i  =  o,        Xrt  =  o 
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est  équivalent  au  système 

Xi  =  o,  Xj  =  o,         . . . ,         X„_i  =  o, 

ai  X, -j-  «jXj  +. .  .-f-  a,jX,j  =  o. 

Il  est  clair,  en  effet,  quels  que  soient  les  nombres  cfj,  a^-,  .-.,  ««-» 
que  le  premier  système  entraîne  le  second;  quant  au  second,  il 
entraîne  évidemment  le  suivant 

X,  =  o,         X,  =  o,  . . . ,         X,j_,  =  o,         a«X„  =  o, 

c'est-à-dire  le  premier,  lorsqu'on  suppose  que  a,i  n'est  pas  nul. 

Cette  proposition  sera  généralisée  plus  tard  (*). 

Considérons  un  système,  dont  l'une  des  équations,  la  première  par 
exemple,  soit  résolue  par  rapport  à  l'une  des  inconnues  x^  laquelle 
se  trouve  ainsi,  en  général,  exprimée  au  moyen  des  données  et  des 
autres  inconnues  y,  ^,  ....  On  obtient  un  système  équivalent  au  pro- 
posé, en  reproduisant  d'abord  la  première  équation,  puis  en  rempla- 
çant dans  les  autres  équations  l'inconnue  x  par  son  expression  en 
y,  z,  .... 

En  effet,  si  l'on  considère  une  solution  quelconque  de  l'un  ou  de 
l'autre  système,  la  valeur  de  x  et  celle  de  son  expression  au  moyen 
des  autres  inconnues  jk?  -,  •  • .  qu'on  a  substituée  à  x  dans  les  équa- 
tions du  premier  système  pour  former  le  second  sont  les  mêmes,  en 
vertu  de  la  première  équation  commune  aux  deux  systèmes  ;  dire  que 
les  équations  de  l'un  ou  de  l'autre  des  systèmes  sont  vérifiées,  c'est 
dire  la  même  chose  (-). 


(')  On  peut  observer  de  suite  que  la  démonstration  ne  suppose  nullement  que  les 
quantités  Cp  a^,  ...,  a„_i  soient  des  nombres  :  elle  subsisterait  évidemment  si  ces 
quantités  étaient  des  polynômes  contenant  les  inconnues. 

(')  La  proposition  se  généralise  aisément;  si  l'on  considère,  par  exemple,  les  équa- 
tions 

x  —  y=î,        x-—y'^  =  %; 

donc  la  seconde  peut  s'écrire  {x  — y)(a;-t-y)  =  8,  on  formera  un  système  équiva- 
lent au  système  proposé  en  remplaçant  dans  cette  seconde  équation  x — y  par  2  ;  ce 
n'est  pas  une  inconnue  que  l'on  a  remplacée  par  sa  valeur,  ou  par  une  fonction  des 
iiutres  inconnues,  c'est  une  fonction  de  deux  inconnues,  x — y,  que  l'on  a  remplacée 
par  un  nombre  qui  doit  lui  être  égal  en  vertu  de  la  première  équation.  On  peut  aussi 
supposer  que  2,3,  ...  équations  du  système  aient  été  résolues  par  rapport  à  2,  3,  ... 
inconnues,  que  l'on  remplacerait  par  leurs  expressions  dans  les  autres  équations. 
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129.  Mon  objet  essentiel  est  ici  l'étude  des  équations  du  premier 
degré  par  rapport  aux  inconnues.  Si  l'on  a  fait  passer  tous  les  termes 
d'une  telle  équation  dans  le  premier  membre,  ce  premier  membre 
est  un  polynôme  du  premier  degré  par  rapport  aux  inconnues  regar- 
dées comme  les  variables  du  polynôme  ;  il  j)Ourra  s'écrire 

ax  -¥■  by  -}-  c^  -1- .  . .  -H  /, 

«1371-+-  «2  ^2  -+-••• -t-  Oa^il  -+-  «/i-'-l, 

en  désignant  les  inconnues  par  .r,  y,  «,...,  ou  par  .r,,  .r^,  . . .,  .r»  et 
les  coefficients,  que  l'on  regardera  comme  numériques,  par  «,  6, 
c,  .  . .,  /ou  par  «1,  a-y-i  . .  .,  ««,  cin+\'  Le  terme  /  ou  a,ij^\i  qui  ne  con- 
tient pas  d'inconnue  (ou  de  variable)  en  facteur,  s'appelle  le  terme 
indépendant  des  inconnues,  le  terme  constant  ou  le  terme  tout 
connu.  Ce  terme  peut  être  nul;  le  polynôme  est  alors  homogène;  je 
le  désignerai  dans  ce  cas  sous  le  nom  àe  forme  linéaire  en  x,  y^  z^  ... 
ou  en  ;r,,  x^,  .  .  .,  Xu  (  '  ). 

Il  m'arrivera  souvent,  comme  je  l'ai  déjà  fait  d'ailleurs,  de  désigner 
les  premiers  membres  par  de  grandes  lettres  telles  que  X,  Y,  Z,  ... 
ou  X,,  Xo,  . .  .,  X^;  il  doit  être  bien  entendu  que  ce  n'est  là  qu'une 
abréviation,  et  que  le  lecteur  doit  substituer,  par  la  pensée,  le  poly- 
nôme tout  entier  à  la  grande  lettre  qui  le  représente. 

On  a  souvent,  en  désignant  en  général  par  X,,  Xo,  .  .  .,  Xy,  des 
polynômes  en  .r,,  .2*2,  ...,  Xp,  l'occasion  de  considérer  des  expres- 
sions telles  que 

a,  Xi -+- aa X2 -+- .  . . -H  a,,  X/„ 

OÙ  a,,  7-2,  . . .,  ^J.p  sont  des  nombres  :  une  telle  expression  est  linéaire 


(*)  Le  sens  des  mots  forme  et  linéaire  varie  un  peu  suivant  les  auteurs;  souvent 
le  mot  forme  est  pris  simplement  comme  synonyme  de  polynôme  et  le  mot  linéaire 
comme  synonyme  de  du  premier  degré.  L'origine  de  ce  dernier  mot  est  dans  la 
signification  des  équations  du  premier  degré,  en  Géométrie  analytique.  Il  ne  me 
paraît  pas  que  ces  synonymes  soient  nécessaires,  et,  conformément  à  un  usage  d'ail- 
leurs très  répandu,  je  réserverai,  dans  le  présent  livre,  le  mol  forme  pour  les  poly- 
nômes homogènes,  le  mot  linéaire  pour  les  polynômes  homogènes  cl  du  premier 
degré.  Un  polynôme  du  premier  degré  devra  ainsi  être  regardé  comme  une  forme 
linéaire  à  laquelle  on  a  ajouté  une  constante.  L'emploi  des  mots  form,e  et  linéaire 
me  dispensera  donc  d'ajouter  l'épithcte  homogène.  Une  équation  linéaire  sera  une 
équation  du  premier  degré  sans  terme  constant;  souvent  on  fait  passer  le  terme 
constant  dans  le  second  membre;  le  premier  membre  est  alors  linéaire  par  rapport 
aux  inconnues. 
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en  Xi ,  Xo,  . . .,  X^  ;  elle  est  obtenue  en  combinant  linéairement  Xi, 
Xo,  . . .,  Xy,  :  c'est  une  combinaison  linéaire  de  X,,  X2,  . . .,  X^;  en 
combinant  linéairement  plusieurs  combinaisons  linéaires  de  Xi, 
X2,  . . .,  Xp  on  retombe  évidemment  sur  une  combinaison  linéaire  de 
X,,  Xo,  . . .,  X^.  Si  l'on  considère  les  équations  X(  =  o,  Xo^  o,  . . ., 
X^  =  o,  toute  équation  obtenue  en  égalant  à  o  une  combinaison 
linéaire  de  X| ,  Xo,  . . .,  X^  s'appelle  aussi  une  combinaison  linéaire 
de  ces  équations 

SiX|,  Xo,  ...,  X^  sont  des  polynômes  du  premier  degré  enXi, 
x-x^  . .  .,  Xni  l'expression  a,X,  +  aoXo  +  .  .  .+  ^p^s^p  est  évidemment 
aussi,  en  général,  un  polynôme  du  premier  degré  en  J7,,  Xo,  .  . .,  x„\ 
c'est  une  expression  linéaire  en  ;r,,  .^o,  ...,  o:,^  lorsque  Xi,  Xo,  ...,  X^ 
sont  linéaires  en  ^r,,  a7o,  . . .,  x,i. 

Il  faut,  toutefois,  remarquer  que  les  variables  peuvent  disparaître 
de  la  combinaison  linéaire  a,  X,  +  aoXo  +. . .+  o.plLp  des  polynômes 
X|,  Xo,  . . .,  Xp.  Si  par  exemple  on  pose 

X  =  ix  —  'iy  -{-  z  —  I , 
Y  =     X  —  iy  —  -3-1-2, 

Z=:       X  -r-  5  Z   10, 

et  si  l'on  forme  la  combinaison  linéaire  en  X,  Y,  Z 

2X  — 3Y  — Z, 

on  voit  de  suite,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  expressions,  en 
ordonnant  par  rapport  à  x^  y,  z,  que  les  coefficients  de  ces  variables 
sont  nuls  et  que  l'on  a,  identiquement  en  x^y^  z, 

2X  — 3Y  — Z  =  2; 

notons  en  passant  que  cette  identité  montre  clairement  qu'il  ne  peut 
exister  aucun  système  de  valeurs  pour  x^  y,  z  telles  que  X,  Y,  Z 
s'annulent  pour  ces  valeurs  :  en  d'autres  termes,  on  ne  peut  satisfaire 
à  la  fois  aux  équations  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o.  Si,  au  contraire,  en  con- 
servant à  X,  Y  leur  signification,  on  avait  supposé  Z,  =  x  -\-  DZ  —  8, 
on  aurait  eu,  identiquement  en  x,  y,  z, 

2X  — 3Y  — Z=o, 
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et  il  serait  évident  par  là  que  tout  système  de  valeurs  de  x^  y,  z  qui 
annule  X  et  Y,  annule  aussi  Z;  en  d'autres  termes,  les  équations 
X  =  o,  Y  ^  o  entraîneraient  l'équation  Z  =  o. 

Remarquons  encore  que,  si  X,  Y,  Z  désignent  en  général  des 
polynômes  du  premier  degré  en  x,  y,  z,  savoir 

ax  -+-  by  -\-  cz-h  d,         a' x  +  h' y  -h  c  z  -h  d ,         a" x  -\-  h" y  -+-  c  z  -4-  «?", 

et  s'il  existe  une  combinaison  linéaire  aX  +  [3YH- yZ,  de  X,  Y,  Z 
d'où    les   variables   x^  y,    z   disparaissent,    la    combinaison  linéaire 

aX'+  ^Y'  +  yZ'  des  polynômes  linéaires  en  x^y^  z, 

\' =ax -h  by -h  cz,         Y' =:  d x  ^  b'y -^- c' z,         Z' =:  a"x-\-b"y-^  c'z, 

obtenus  en  supprimant  les  termes  constants  d,  d\  d"  des  polynômes 
X,  Y,  Z,  est  identiquement  nulle.  En  efTet,  dans  les  deux  expressions 

aX'  +  PY'-f-yZ' 
et 

aX  +pY-4-YZ 

les  coefficients  de  .r,  y,  z  sont  évidemment  les  mêmes  :  or,  par  hypo- 
thèse, ces  coefficients  sont  nuls  dans  la  première  expression.  Inverse- 
ment, l'existence  d'une  relation  de  la  forme  a  X'+^Y'H- y  Z'=o,  iden- 
tique en  x^y,  z^  implique  évidemment  l'existence  d'une  combinaison 
linéaire  aX  +  [iY  H-yZ  des  polynômes  du  premier  degré  X,  Y,  Z, 
d'où  les  variables  x^  y,  z  disparaissent. 

Ces  résultats  s'étendent  à  des  polynômes  du  premier  degré  com- 
portant autant  de  variables  que  l'on  veut. 

130.  Il  importe,  pour  ce  qui  suit,  d'étudier  l'application  aux  équa- 
tions du  premier  degré  du  second  principe  que  l'on  a  rappelé  au 
n"  128;  si  l'on  veut  appliquer  ce  principe,  il  est  clair  qu'on  a  à  effec- 
tuer successivement  les  deux  opérations  suivantes  : 

1"  Résoudre  l'une  des  équations  données  par  rapport  à  l'une  des 
inconnues  .r,  qui,  après  cette  résolution,  se  trouve,  en  général,  expri- 
mée au  moyen  des  autres  inconnues j>^,  5,  .... 

2"  Substituer  dans  les  autres  équations,  à  la  place  de  .r,  son 
expression  au  moyen  de  j^,  z. .  . . 

On  est  ainsi  amené  à  étudier  ce  que  devient,  par  cette  substitution, 
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le  premier  membre  de  l'une  quelconque  de  ces  autres  équations, 
lequel  était  primitivement  un  polynôme  du  premier  degré  en  x^ 
J'^Z,   .... 

Je  vais  raisonner  en  supposant  qu'il  j  ait  trois  inconnues  Xj  y  ei  z; 
le  lecteur  reconnaîtra  immédiatement  que  les  résultats  qui  suivent  ne 
dépendent  pas  du  nombre  des  inconnues. 

Considérons  l'équation  du  premier  degré 

X  =  aa~  -+-  by  -\-  cz  -^  d  =  o, 

et  soit 

Y  =  a' x-^  b' y  -h  c  z  -{-  d' 

un  polynôme  du  premier  degré  en  .r,  j)^,  z]  on  va  voir  ce  qu'il  devient 
(juand  on  résout  l'équation  X  =  o  par  rapport  à  l'une  des  Inconnues 
et  que  l'on  y  remplace  cette  inconnue  par  l'expression  que  l'on  a 
trouvée;  a,  ^,  c,  d.,  «',  b\  c',  d'  seront  regardés  comme  des  coeffi- 
cients numériques. 

Si  le  coefficient  a  n'est  pas  nul,  l'équation  X  ^  o  est  équivalente 

à  l'équation  —  X  =r  o,  ou 

b  c  d 

x  = y z ; 

a  a  a 

SOUS  cette  forme,  elle  est  résolue  par  rapport  à  x  {^).  On  observera 
que  les  coefficients  de  y,  z  dans  le  second  membre  ne  dépendent  pas 
du  terme  constant  d. 

Si  l'on  remplace  x  par  cette  expression  dans  Y,  on  obtiendra  un 
polynôme  1li,  du  premier  degré  enj^,  ^,  à  savoir 

,  f      b  c  d\        , ,  ,  j, 

\.=  a  ( Y z -f-6r-+-cs-4-« 

\      a*         a  aj 

/,,       ba'\  [  ,       ca'\  „       da' 

et  l'on  vérifie  de  suite  que  l'on  a  identiquemeiit  en  x,  jk,  ^ 

Y,  =  Y--  X; 

a 


(')  Il  nous  sera  utile  plus  tard  d'avoir  remarqué  que,  quand  un  laisse  tous  les 
termes  dans  un  même  membre,  la  résolution  d'une  équation  du  premier  degré  par 
rapport  à  une  inconnue  revient  à  diviser  le  premier  membre  de  cette  équation  par 
le  coefficient  de  cette  inconnue. 
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en  d'autres  termes,  le  polynôme  Y,  est  une  forme  linéaire  en  X,  Y, 
dont  les  coefficients  sont et  i .  Dans  ce  polynôme,  les  coeffi- 
cients des  variables  y^  z  ne  dépendent  nullement  des  termes  con- 
stants <i,  d' ^  mais  seulement  de  la  valeur  des  coefficients  de  x^y,  z 
dans  X  et  dans  \ . 

Si  l'on    considère    les  deux  équations  du    premier  degré  X  =  o, 

Y  =  o,  il  est  clair  que  leur  système  est  équivalent  au  système  X  ^  o, 

Y  — —  X  =  o,  en  sorte  que,  dans  le  cas  des  équations  du  premier 

degré,  la  seconde  proposition  du  n"  lt28  est  une  conséquence  de  la 
première;  mais  c'est  sur  un  autre  point  que  je  désire  appeler  l'atten- 
tion du  lecteur. 

Il  peut  se  faire,  après  la  substitution,  que  les  inconnues  y,  z  dis- 
paraissent, en  sorte  que  Y(  ne  soit  plus,  à  proprement  parler,  un 
polynôme  en  y  et  z^  mais  se  réduise  à  un  nombre  [jl,  qui  peut  d'ail- 
leurs être  différent  de  o,  ou  nul.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il 
suffit,  dans  l'exemple  précédent,  que  l'on  ait 


b' 


Y,  se  réduit  alors  au  nombre  d' ,  et  l'on  a  identiquement  en 


'b 

a  c 

^=«' 

c'  - 

--—  =0, 

a' 

a'  d 

'l.X  =  d'  — 

a 

a 

x^y-> 


Si  le  second  membre  de  cette  identité  n'est  pas  nul,  il  est  clair 

qu'on  ne  peut  avoir  à  la  fois  X  =  o,  Y  =  o  pour  aucune  valeur  de  .r, 

jK,  ^;  les  deux  équations  X  =  o,   Y=  o  sont  incompatibles.  Si,  au 

contraire,  le  second  membre  est  nul,  il  est  clair  que  la  supposition 

X  =  o  entraîne  Y  =  o  ;  on  vérifiera  alors  les  deux  équations  X  =  o, 

Y  ^  o,  en  attribuant  -a  y  ç.\,  z  des  valeurs  quelconques  et  en  attribuant 

11              •           .     1                      b           c           d 
a  ;r  la  valeur  qui  en  resuite  pour r z 

Il  convient  de  remarquer  que  ce  fait  exceptionnel,  la  disparition 
des  inconnues  dans  Y, ,  ne  dépend  en  aucune  façon  des  termes  con- 
stants rf,  G?',  mais  seulement  des  valeurs  des  coefficients  a,  6,  c,  «', 
6',  c'  des  inconnues  x^  y,  z. 
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131.  Ces  remarques  faites,  j'expliquerai  la  méthode  de  résolution 
des  équations  linéaires  par  substitution  sur  le  cas  de  trois  équations 
du  premier  degré  à  trois  inconnues. 

Soient 

iX  =  ax  -+-  by  -+-  c g  -i-  </  =  o, 
Y  =  a' X  -1-  b' y  -{-  c'  z  -f-  ci  =  o, 
-7  "  11'  «  1,1  * 

L  =a  X  -^  b  y  -\-  c  z  ^  a  =^  o 

ces  trois  équations.  Elles  peuvent  s'écrire  encore 

X'-h^  =  o,         Y'  +  ^'  =  o,        Z'-4-r/"r=o, 

en  désignant  parX',  \',  7J  les  polynômes  linéaires  en  x^y^  z 

ax -\- by -\- cz^         a' x -\- b' y-\- c' z,         a" x -^- b" y  +  c" z^ 

que  l'on  obtient  en  supprimant  les  termes  constants  d^  d' ^  d"  des  po- 
lynômes X,  Y,  Z. 

Supposons  que  l'un  des  coefficients  des  inconnues,  a  par  exemple, 
ne  soit  pas  nul;  en  résolvant  l'équation  X=:  o  eten  portant  l'expres- 
sion trouvée 

b  c  d 

X  =  —      Y G 

a  a  a 

dans  les  deux  autres  équations,  on  parviendra  aux  équations 

i  Yi  =  Av  -f-Bz  -+-G  =o. 

(-0 

\  Zi  =  A'r +  B'i-t-G'  =o, 

en  posant,  pour  abréger, 

A        7'       ^     '  D         ,      c     ,  d    , 

A  ^  o a  ,  h}=c a  .  C.  =  a a  , 

a  a  a 

A,          in          ^       I,               T:ti            II           ^      ft               r^i           l'i          ^^      » 
=  O a  ,         H  =  c a  ,         L  =  d a  . 

a  a  a 

Ainsi  qu'on  l'a  déjà  fait  observer,  les  valeurs  des  coefficients  A,  B,. 
A',  B'  de  y,  z  dans  Y,  et  Z,  ne  dépendent  nullement  des  termes  con- 
stants d,  d',  d". 

On  a  d'ailleurs  identiquement  en  x,  y,  z 

(3)  Y,  =  Y-^X,         Z,  =  Z-^'x, 
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et  le  système  des  équations  proposé  est  équivalent  au  système 

Yi=o,         Zi=o,        a^  = y  —  -  z  —  d, 

a-^        a 

dont  la  dernière  équivaut  à  X  ^  o.' 

En   général,   les   inconnues  v,    z   figurent  dans   Y,,  Z,  ;    si,    par 

exemple,  A  n'est  pas  nul,  on  résoudra  l'équation  Y,  =  o,  par  rapport 

R  C 

à  y  et  l'on  remplacera,  dans  l'équation  Z,  =  o,  j^  par  —  ^  z  —  —; 

Z,,  après  la  substitution,  deviendra 

La  valeur  du  coefficient  de  z  dans  Zo  ne  dépend  que  de  la  valeur 
des  coefficients  A,  B,  A',  B',  et,  par  suite,  des  coefficients  «,  Z>,  c,  «', 
b',  c',  a",  6",  c",  nullement  delà  valeur  des  termes  constants  d,  d',  d". 

A  cause  des  relations  (3),  on  a,  identiquement,  en  x,  y,  z, 

(4)        Z,  =  Z-'^X-^(y-^x)  =  (^^-'^)x-'^Y~-Z: 
a  A  \  a      /        \  a\         a  /  A 

Za  est  donc  une  forme  linéaire  en  X,  Y,  Z  dans  laquelle  le  coeffi- 
cient de  Z  est  i. 

Le  système  proposé  est  équivalent  au  système 

Z2  =  o, 

B  C 

7    =-Â^-A' 

ù  c  d 

a  a  a 

Si,  dans  la  première  équation,  le  coefficient  de  z  n'est  pas  nul,  on 
pourra  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  ;:,  et  l'on  en  tirera  une 
valeur  unique  5  ^  A;  le  système  proposé  est  équivalent  au  système 


.-  =  x, 

c 
À 

6  /B  ,        G\        c  ,        d 

a  VA  A  /       a  a 
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dont  la  solution  est  mise  en  évidence  :  dans  ce  cas  le  système  pro- 
posé admet  une  solution,  et  une  seule. 

Tout  en  continuant  de  supposer  que,  dans  Y,,  Z,,  l'un  des  coeffi- 
cients des  inconnues,  A  par  exemple,  ne  soit  pas  nul,  supposons  que 
l'inconnue    z    disparaisse    de    Z^    qui    se    réduit    alors    au    nombre 

G' V— ;  le  raisonnement  du  numéro  précédent  montre  que,  si  ce 

nombre  n'est  pas  nul,  les  équations  \ ,  ^  o,  Z,  =  o  sont  incompa- 
tibles, et  le  système  proposé  impossible;  si,  au  contraire.  G' -r— 

est  nul,  on  n'aura  plus  à  tenir  compte  de  l'équation  Tj.,^  o,  qui  se 
réduit  à  o  =  o,  et  l'on  pourra  dire  que  le  système  des  trois  équations 
proposées  est  équivalent  au  système  des  deux  équations 

B  G 

b  c  d 

x  = y z > 

a  a  a 

ou  encore  au  système 
B          C 


y 


A"        \ 


b  /B  C  \       c  d       /bn        c\  bC        d 

«  \  A  A  /        a  a        \a\.        a  /  aK        a 

Deux  des  inconnues  y  el  x  s'expriment  alors  comme  des  poly- 
nômes du  premier  degré  en  5,  qui  reste  indéterminé.  On  peut  attri- 
buer à  z  une  valeur  numérique  arbitraire;  les  valeurs  de  y,  x  qui 
résultent  des  formules  ci-dessus  satisfont  aux  équations  proposées  : 
inversement,  dans  toute  solution  du  système  proposé,  les  valeurs  de 
y,  X  s'expriment  par  les  formules  précédentes  au  moyen  de  la  valeur 
de  z. 

Dans  le  cas  où  z   ne  figure  pas  dans  Zo,   qui  se   réduit  alors  au 

G 
nombre  G'  —  -r-  A',  on  a  identiquement  en  x^  y,  z,  en  vertu  de  (4)? 


A  \ Aa  a j 


A' G 
A   '' 


il  y  a  une  combinaison  linéaire  de  X,  Y,  Z  qui  se  réduit  identiquement 
"aT 


au  nombre  C^ —*    L'identité   précédente   montre    bien,    quand 
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incompalibles,  et,  quand  G r—  est  nul,   que  les  deux  premières 


G' r-^  n'est  pas  nul,  que  les  équations  X  =  o,  Y  =  o,  Z  ::=  o  sont 

A 
entraînent  la  troisième. 

S'il   arrivait   que  les   inconnues  y,   z  ne   fig-urassent  ni  l'une  ni 

l'autre  dans  les  équations  \,  =o,   Z,  ^o,   c'est-à-dire  si   l'on  avait 

, .       b    ,  ,      c     , 

b a  =  o.  c  —      a   =  o, 

a  '  a 

b a  =  o,  c  —  -  rt    =  o, 

a  a 

auquel  cas  \i,  Z<  se  réduiraient  aux  nombres  d! a! ,  d" a", 

ou  bien  ces  derniers  nombres  ne  seraient  pas  nuls  à  la  fois,  et  l'une 
des  écjuations  Y=:o,  Z  =  o  serait  incompatible  avec  l'équation  X  =  o, 

ou  bien  les  deux  nombres  cV a',  d' a"  seraient  nuls,  et  alors 

a  a 

l'équation  X=o  entraînerait  les  deux  équations  \  =:  o,  Z  :=  o. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  système  des  troh  équations  proposées  serait 
équivalent  à  l'unique  équation 

_  _b_      _  £  „  _  £^ 
a  a  a' 

y  el  Z  resteraient  indéterminés;  on  peut  leur  attribuer  telles  valeurs 
cjue  l'on  veut,  la  valeur  de  x  est  donnée  par  la  formule  précédente; 
inversement,  dans  toute  solution  du  système  proposé,  la  valeur  de  x 
est  liée  par  la  relation  précédente  aux  valeurs  de  r  et  de  z. 

Lorsque  y,   z  disparaissent  des  équations  Y(  =  o,   Z,  =  o,  on  a 
entre  X,  Y,  Z,  à  cause  des  identités  (3),  les  relations,  identiques 

en^,jK,  ^, 

a'  d    , 

Y X  =  a a  , 

a  a 

Z--X  =  rf"--a", 
a  a 

qui  mettent  en  évidence,  quand  les  seconds  membres  ne  sont  pas 
nuls  tous  deux,  l'incompatibilité  de  l'équation  X=  o  avec  l'une  au 
moins  des  équations  Y  =  o,  Z  =  o,  et  qui,  loi'sque  les  seconds 
membres  sont  nuls,  montrent  que  l'équation  X  =  o  entraîne  les  deux 
•équations  Y  =  o,  Z  =  o. 
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Enfin,  si  dans  les  équations  proposées,  les  coefficients  de  toutes  les 
inconnues  étaient  nuls,  en  sorte  que  ces  équations  se  réduiraient 
à  </=  o,  d'  =z  o,  d"  =  o,  ou  bien  l'un  des  nombres  d^  d'^  d"  ne  serait 
pas  nul,  et  le  système  proposé  serait  manifestement  impossible,  ou 
bien  d^  d' ,  </' seraient  nuls  et  le  système  proposé  serait  vérifié  quelles 
que  fussent  les  valeurs  de  x,  y^  z. 

En  résumé,  ou  bien  il  y  a  une  solution,  et  une  seule;  ou  bien  il  y  a 
impossibilité;  ou  bien  une  ou  deux  inconnues  peuvent  être  prises 
arbitrairement,  les  deux  autres  ou  la  troisième  s'exprimant  au  moyen 
de  cette  inconnue  ou  de  ces  inconnues  arbitraires,  ou  encore,  dans  le 
cas  très  exceptionnel  signalé  tout  à  l'heure,  les  trois  inconnues  sont 
indéterminées.  Enfin,  dans  les  cas  d'impossibilité  ou  d'indétermi- 
nation, il  y  a  entre  les  premiers  membres  des  équations  des  relations 
(identiques  en  x,  y,  z),  qui  manifestent  cette  impossibilité  ou  cette 
indétermination.  Ces  relations  sont  de  la  forme 

aX  +  ^Y-t-yZ  +  0  =  0, 

l'un  des  coefficients  numériques  a,  [3,  y  n'étant  pas  nul,  puisque, 
dans  les  relations  de  cette  nature  que  l'on  a  obtenues  dans  le  cours  de 
la  démonstration,  l'un  de  ces  coefficients  était  toujours  égal  à  i .  On 
peut  dire  encore  qu'il  existe  une  combinaison  linéaire  aX  +  ^3Y  +  yZ 
des  premiers  membres  des  équations  dans  laquelle  les  coefficients  a, 
[j,  y  ne  sont  pas  tous  nuls  et  d'où  les  inconnues  disparaissent.  Dans  le 
cas  très  exceptionnel  où  ces  inconnues  ne  figureraient  pas  dans  X, 
Y,  Z,  on  peut  prendre  pour  a,  ,3,  y  des  nombres  quelconques.  Ces 
relations  identiques  mettent  en  évidence  l'impossibilité  ou  l'indéter- 
mination du  système.  On  est  certainement  dans  le  cas  de  l'impossi- 
bilité si  3  n'est  pas  nul. 

D'autre  part,  l'impossibilité  ou  l'indétermination  se  manifestent 
toujours,  après  l'une  des  substitutions  dont  la  méthode  se  compose, 
par  la  disparition  totale  des  inconnues  dans  l'une  des  équations  où 
l'on  a  fait  cette  substitution,  et,  ainsi  qu'on  l'a  fait  observer,  cette 
disparition  ne  dépend  en  aucune  façon  des  termes  constants,  mais  seu- 
lement des  valeurs  attribuées  aux  coefficients  des  inconnues.  Il  suffit 
de  se  reporter  aux  raisonnements  précédents  pour  reconnaître  que 
l'indétermination  apparaît  en  quelque  sorte  comme  un  cas  particulier 
de  l'impossibilité  :  qu'on  laisse  leurs  valeurs  aux  coefficients  de  x, 
y,  s,  dans  les  équations  proposées,  et  qu'on  modifie  seulement  les 
T.  21 
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termes  constants,  le  système,   s'il   était   impossible,  peut,  pour  cer- 
taines valeurs  de  ces  termes  constants,  devenir  indéterminé. 
Considérons  les  équations  linéaires  en  x^  y,  z 

X'=o,        Y'=o,        Z'=o, 

obtenues  en  supprimant  les  termes  constants  d,  û?',  d"  des  premiers 
membres  X,  Y,  Z  des  équations  proposées.  Ce  système  n'est  jamais 
impossible  :  il  est,  en  effet,  évidemment  vérifié  pour  x  =  o,  jk  =  o, 
^  =:  o,  en  sorte  qu'il  arrivera  de  deux  choses  l'une  :  ou  bien  le  sys- 
tème X'=^  o,  Y'=:  o,  Z'^  o  n'admettra  que  cette  solution,  ou  bien  ce 
système  seraindéterminé,etdeux  inconnues  s'exprimeront  linéairement 
au  moyen  de  la  troisième;  ou  bien  une  inconnue  s'exprimera  linéai- 
rement au  moyen  des  deux  autres.  Dans  le  cas  où  tous  les  coefficients 
seraient  nuls,  les  trois  inconnues  seraient  évidemment  indéterminées. 
S'il  y  a  indétermination,  il  existe  entre  X',  Y',  X'  au  moins  une  rela- 
tion linéaire,  identique  en  ^,  JK,  ^,  de  la  forme  aX'-|-[3Y'  +  yZ'^o, 
relation  dans  laquelle  l'un  des  coefficients  numériques  a,  [5i,  y  n'est 
pas  nul.  Si,  par  exemple,  y  n'est  pas  nul,  la  relation  précédente  peut 
être  résolue  par  rapport  à  Z'  qui  apparaît  ainsi  comme  une  combi- 
naison linéaire  de  X'  et  Y'.  Enfin,  je  rappelle  que  l'existence  d'une 
relation,  identique  en  x,  y,  z,  de  la  forme  aX  H-j'3Y-l-yZ-)-S  =  o, 
entraîne  nécessairement  l'identité  aX'4- [3Y'h- yZ'=  o,  et  récipro- 
quement. 

Si  les  équations  X'=  o,  Y'^  o,  Z'=z  o  n'admettent  pas  d'autre  so- 
lution que  X  =  o,  y  =  o,  z  =  o,  le  système  n'est  pas  indéterminé  et, 
quand  on  appliquera,  pour  résoudre  les  équations,  la  méthode  de 
substitution,  on  ne  se  trouvera  point  dans  le  cas  exceptionnel  où  les 
inconnues  disparaissent  totalement  de  quelqu'une  des  équations  où 
l'on  a  fait  la  substitution;  on  ne  se  trouvera  pas  non  plus  dans  ce  cas 
exceptionnel  pour  les  équations  X=  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  et  cela  quelles 
que  soient  les  valeurs  numériques  des  termes  constants  d,  d\  d".  Ces 
dernières  équations  admettront  une  solution  et  une  seule.  Si  le  sys- 
tème X'=:o,  Y'^o,  Z'=o  est  indéterminé,  c'est  qu'après  une  des 
substitutions  les  inconnues  disparaissent  totalement  de  l'une  des 
équations  où  l'on  a  fait  la  substitution.  Il  en  est  de  même  pour  les 
équations  X=:o,  Y=o,  Z=:o  dont  le  système  est  alors  impossible 
ou  indéterminé;  on  se  trouvera  dans  un  cas  ou  dans  l'autre  suivant 
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les  valeurs  de  d,  d' ^  d" .  Réciproquement,  si  le  système  X=  o,  Y  =  o, 
Z  =  o  admet  une  solution  unique,  le  système  X'=  o,  Y'=  o,  Z'=  o 
«'admet  pas  d'autre  solution  que  :r  ==  o,  jk=  o,  5  =  o.  Si  le  système 
X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  est  impossible  ou  indéterminé,  le  système 
X'=  o,  Y'^  o,  Z'=:  o  est  indéterminé. 

132.  Supposons  qu'on  applique  la  méthode  de  substitution  aux 
équations  du  premier  degré 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  =  o, 

telle  qu'elle  a  été  décrite  au  numéro  précédent,  mais  en  ayant  soin, 
quand  on  résout  une  équation,  de  tout  laisser  dans  le  premier  membre, 
ce  qui  revient  alors  à  diviser  simplement  par  le  coefficient  d'une  in- 
connue, et,  quand  on  a  fait  une  substitution,  de  tout  laisser  encore 
dans  le  premier  membre.  Le  premier  membre  de  l'équation  qu'on 
vient  d'écrire  est  une  combinaison  linéaire  des  deux  premiers  membres 
de  deux  équations,  celle  d'où  l'on  a  tiré  l'inconnue  et  celle  où  l'on  a 
fait  la  substitution.  Puisque,  en  combinant  linéairement  des  combi- 
naisons linéaires  de  X,  Y,  Z,  on  retombe  toujours  sur  des  combinai- 
sons linéaires  de  ces  expressions,  il  est  clair  que  les  premiers  membres 
de  toutes  les  équations  que  l'on  écrit  sont  toujours  des  combinaisons 
linéaires  de  X,  Y,  Z,  c'est-à-dire  des  expressions  de  la  forme 
aX-h  [3  Y  -f-  yZ,  a,  ^,  y  étant  des  coefficients  purement  numériques. 
Supposons  maintenant  qu'on  soit  dans  le  cas  où  les  équations 
X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  admettent  une  solution  jc„,  Yq^  ^o,  et  une  seule, 
la  méthode  conduit,  uniquement  par  des  résolutions  d'équations  du 
premier  degré  et  des  substitutions,  à  ces  valeurs  des  inconnues,  c'est- 
à-dire  que  son  résultat  final  est  de  la  forme 

37—370  =  0,  y  —  y^^=  O,  Z  —  Zq=  O. 

Les  premiers  membres  de  ces  dernières  équations  doivent  être,  eux 
aussi,  des  combinaisons  linéaires  de  X,  Y,  Z,  c'est-à-dire  qu'il  doit 
exister  neuf  nombres  a,  [ii,  y,  a',  [^',  y',  a",  ^",  y"  tels  que  l'on  ait 
identiquement  en  .r,  y^  z 

{  X  —  a7o=aX-i-pY-h-YZ. 

<i)  ;  _;^__^^=a'X-+- |â'Y-+-Y'Z, 

f  z— Zo  =  a''X^-!3"Y-^Y"Z. 
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Réciproquement,  supposons  qu'on  ait  trouvé  neuf  nombres  a, 
P,  .  .  .  ,  y"  tels  que  les  relations  précédentes  aient  lieu  identique- 
ment en  .27,  y,  z;  il  est  clair  qu'on  ne  peut  avoir  à  la  fois  X  =  o, 
Y  =  o,  Z  =  o  sans  que  l'on  ait  .r  =  jr^,  j^  =  y^,  5  =  5,,  ;  si  les  équa- 
tions X  =  o,Y  =  o,  Z=:o  ont  une  solution,  celle-ci  ne  peut  être  que 
X  01  y  fil  ^ol  mais  on  n'aperçoit  pas  de  suite  que  ces  nombres  annulent 
effectivement  X,  Y,  Z  ;  c'est  pour  l'établir  que  j'ai  fait  les  remarques 
qui  terminent  le  numéro  précédent.  En  désignant  encore  par  X', 
Y',  Z'  les  formes  linéaires  en  x^  y,  z  qui  deviennent  X,  Y,  Z  quand 
on  supprime  les  termes  constants  d,  d' ^  d" ,  les  identités  précédentes, 
supposées  vraies,  impliquent  celles  que  voici 

a?  =  a  X'h-  p  Y'-i-  Y  Z', 
jK  =  a'X'+  ^'  Y'+y'Z'' 
5=  a"X'-+- !3«Y'+ y"Z', 

puisque,  dans  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  égalités,  les  coef- 
ficients de  .r,  jK,  z  doivent  être  égaux  en  vertu  des  identités  (i).  Dès 
lors,  X',  Y',  Z'  ne  pouvant,  en  vertu  de  ces  identités,  être  nuls  simul- 
tanément sans  que  l'on  ait  j?  =  o,  y  =  o,  ^  =  o,  il  est  clair  qu'il  n'y 
a  pas  indétermination  pour  les  équations  X'=o,  Y'=o,  Z'=o  et 
que,  par  conséquent,  il  ne  peut  y  avoir  ni  impossibilité,  ni  indéter- 
mination pour  les  équations  X  =  o,  Y^o,  Z  =  o;  elles  admettent 
une  solution,  et  une  seule,   qui  est  certainement  x  =  Xo^  y^y^^ 

De  là  une  méthode  pour  la  résolution  des  équations  du  premier 
degré,  qui  consiste  à  déterminer  les  coefficients  a,  ^,  y  de  manière 
que,  dans  aX  -f-  |iY  -j-  yZ,  les  coefficients  de  y  et  de  z  soient  nuls. 
Avant  de  donner  un  exemple  de  cette  méthode  (n"  134),  je  veux 
faire  les  remarques  suivantes  : 

Quand  on  cherche  à  résoudre  les  équations  X  =1  o,  Y  =  o,  Z  =  o, 
on  n'applique  pas  toujours  la  méthode  régulière  de  substitution  telle 
qu'elle  a  été  décrite  au  n"  130;  on  cherche  à  profiter  de  la  forme  spé- 
ciale de  ces  équations,  on  les  combine  par  addition,  après  les  avoir 
multipliées  par  certains  facteurs;  quelquefois,  après  avoir  résolu  par 
rapport  à  une  inconnue,  on  fait  une  substitution.  Tout  cela  revient,  au 
fond,  à  former  des  combinaisons  linéaires  des  équations;  car  le  fait, 
que,  dans  le  cours  des  calculs,  on  fait  passer  des  termes  d'un  membre 
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dans  un  autre,  est  évidemment  insignifiant.  Si,  en  faisant  toutes  ces 
opérations  dans  un  ordre  quelconque,  on  arrive  à  un  système  d'équa- 
tions de  la  forme 

X  =  iFo,        y  =  jKo,        -s  =  -so, 

où  ^0,  ro,  2o  sont  des  nombres,  il  est  bien  clair  que  le  système  pro- 
posé ne  peut  admettre  d'autre  solution  que  a^o?  .Xo?  ^oî  mais  le  rai- 
sonnement précédent  montre  que  x^^  y^^  ^o  constituent  effectivement 
une  solution,  et  il  n'est  pas  nécessaire,  au  point  de  vue  théorique,  de 
constater  que  Xo,  yo-,  ^o  annulent  effectivement  X,  Y,  Z.  Cette  véri- 
fication reste  utile  pour  s'assurer  qu'on  n'a  point  commis  de  faute  de 
calcul. 

Pour  peu  que  le  lecteur  veuille  y  réfléchir,  il  reconnaîtra  sans  peine 
que  la  méthode  de  substitution  et  les  résultats  qui  précèdent  s'étendent 
à  la  résolution  d'un  système  de  n  équations  du  premier  degré  à  n  in- 
connues, et  même,  sauf  quelques  modifications,  de  n  équations  du  pre- 
mier degré  k  p  inconnues;  elle  permettra  toujours  soit  de  parvenir  à  la 
solution  unique  si  le  système  n'admet  qu'une  solution  (ce  qui  suppose 
le  nombre  des  équations  au  moins  égal  à  celui  des  inconnues),  soit  de 
mettre  en  évidence  l'impossibilité  ou  l'indétermination  du  système; 
dans  le  cas  d'indétermination,  certaines  inconnues  s'expriment  par 
des  polynômes  du  premier  degré,  dont  les  autres  inconnues  sont  les 
variables.  Les  conclusions  qu'on  vient  d'établir  relativement  aux  com- 
binaisons linéaires  subsistent  pour  n  équations  du  premier  degré  à 
n  inconnues.  Lorsque,  en  combinant  linéairement  ces  équations,  on 
parvient  à  n  égalités,  conséquences  nécessaires  des  n  équations,  dont 
chacune  fournit  la  valeur  d'une  inconnue,  on  est  sûr  que  ces  valeurs 
vérifient  effectivement  les  équations.  C'est  d'ailleurs  ce  qui  ressortira 
du  Chapitre  suivant. 

Considérons,  par  exemple,  les  équations 

X  —  y  -\-  z  ==  b, 

X  -r-  y  —  2  =  C, 

on  en  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

x-\-y-{-z=-a-\-b-^c, 
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puis  en  retranchant  membre  à  membre  de  celle-là  chacune  des  équa- 
tions proposées  et  en  divisant  par  2, 

è-f-c  —  a  c  -^  a  —  b  a  -^  b  —  c 

on  n'a  fait,  au  fond,  que  des  combinaisons  linéaires  des  équations; 
sans  la  théorie  précédente,  on  pouvait  affirmer  évidemment  que  les 
équations  proposées  n'avaient  pas  d'autre  solution  que  celle  qu'on 
vient  d'écrire  ;  la  théorie  précédente  montre  qu'on  a  bien  efl'ectivement 
là  une  solution. 

133.  La  méthode  de  substitution  appliquée  à  deux  équations  du 
premier  degré  à  deux  inconnues 

iaar-f-6y-i-c=o, 
/   ax-^by^c^Ç}, 

conduit  à  ce  résultat  essentiel,  bien  connu  du  lecteur  :  Lorsque  la 
quantité  ah' —  ha!  n'est  pas  nulle,  le  système  (i)  admet  une  solution, 
et  une  seule,  qui  s'exprime  par  les  formules 

,     .  bd — cb'  ca'  —  ac' 

(*  )  ^  =  ~T^ ITT'  y  =    -T' i,—  • 

ab  —  ba  "^         ab  —  ba 

JNotons  en  passant  que,  d'après  cela,  les  équations  linéaires  en  x,  y 

«a? -I- èjK  =  o,         a' X -k- b' y  =  o 

n'admettent  dans  ce  cas  que  la  solution  évidente  ^  =  o,jk  =  o.  En 
d'autres  termes,  si  l'on  sait  que  x^  y  sont  des  nombres  qui  vérifient 
ces  équations,  on  a,  ou  ^  =  o,  y  =  o,  ou  ab' —  ha'  =  o. 

Dans  le  cas  où  cette  dernière  relation  est  vérifiée,  il  y  a  des  valeurs 
de  X,  y  qui  ne  sont  pas  nulles  toutes  les  deux  et  qui  vérifient  les 
équations  proposées. 

Considérons  maintenant  les  deux  équations  linéaires  en  x,y,  z 

{  a  x^b  y^c  z  =  o, 
(  ax-\-by-\-cz  =  o, 

et  cherchons  à  déterminer  toutes  les  valeurs  de  x,y,  z  qui  vérifient 
ces  équations.   Supposons  d'abord  ab' — ba'  différent  de  o.  Le  sys- 
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tème  (3),  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  équivaut  au  système 

{bc' — cb')z  {ca — ac')z 

^'  ab  —  ba  ab  —  ba 

c'est-à-dire  qu'on  obtiendra  n'importe  quelle  solution  du  système  (3) 
en  donnant  à  :;  une  valeur  quelconque  et  en  prenant  pour  x^  y  les 
valeurs  qui  résultent  des  formules  (4);  réciproquement,  toute  solu- 
tion du  système  (3)  peut  s'obtenir  de  cette  façon.  Les  formules  (4) 
fournissent,  en  y  laissant  z  indéterminé,  la  solution  générale  du  sys- 
tème (3).  Si  nous  posons  z  =  (ab' — ba')l^  il  est  clair  qu'à  chaque 
valeur  de  t  correspond  une  valeur  de  z  et  que,  réciproquement,  à 
chiique  valeur  de  z  correspond  une  valeur  de  t\  on  peut  donc  tout 
aussi  bien  dire  qu'on  obtient  la  solution  générale  du  système  (3)  en 
prenant 

(5)  X  =  {bc — cb' ,t,        y  =  {ca' — ac')t,         z  =  (ab' —  ba')t, 

où  t  est  une  indéterminée.  Les  coefficients  de  ^,  dans  les  seconds 
membres,  se  déduisent  du  premier  par  une  permutation  circulaire  des 
lettres  «,  6,  c. 

Notre  raisonnement  suppose  que  ab' — ba'  n'est  pas  nul;  mais, 
pourvu  qu'une  des  trois  quantités 

bc' — cb',     ca' — ac',     ab' — ba' 

ne  soit  pas  nulle,  le  résultat  subsiste;  si,  par  exemple,  c'est  bc' —  cb' 
dont  on  sait  qu'il  n'est  pas  nul,  on  résoudra  les  équations  (3)  par 
rapport  à  j-,  z  au  lieu  de  les  résoudre  par  rapport  à  x,  y,  on  retom- 
bera sur  le  même  résultat. 

Au  lieu  d'écrire  la  solution  générale  des  équations  [3)  sous  la 
forme  (5),  on  peut,  dans  le  cas  où  l'une  des  quantités  bc' — cb' , 
et!  —  rtc',  ab' —  ba'  n'est  pas  nulle,  dire  qu'on  obtient  cette  solution 
générale  en  prenant  x,  y,  z  respectivement  proportionnels  à  ces 
quantités,  et  écrire 

^ y       _       ^ 


bc'  —  cb'        ca'  —  ac        ab' — ba' 


On  doit  donner  à  ces  équations  le  même  sens  qu'aux  équations  (5); 
si,  par  exemple,  l'un  des  dénominateurs  est  nul,  il  faut  entendre  que 
le  numérateur  correspondant  doit  être  nul  aussi. 


3-28  CHAPITRE    IX. 

Observons  ce  qui  arrive  quand  deux  des  trois  quantités  bd —  cb\ 
ca' — ac',  ab' — ba\  les  deux  dernières  par  exemple,  sont  nulles  : 
en  regardant  les  deux  égalités 

ca'  —  c'  a  =  o, 
ba' —  b'  a  =:  o, 

comme  des  équations  linéaires  par  rapport  à  deux  inconnues  a,  «', 
on  voit,  d'après  une  remarque  antérieure,  qu'elles  entraînent  soit 
«  =  o,  a'=  o,  soit  c( —  b')  —  b  (—  c')  ou  bc' —  b' c  =  o.  Si  l'une  des 
inconnues  x,  y^  z  ne  disparaît  pas  à  la  fois  des  deux  équations  (3), 
on  peut  dire  que  l'évanouissement  de  deux  des  quantités  bd — cb\ 
ca! —  ac',  ab' —  ba!  entraîne  l'évanouissement  de  la  troisième. 

Lorsque  ces  trois  quantités  sont  nulles,  c'est  que  les  coefficients 
de  l'une  des  équations  (3)  sont  proportionnels  aux  coeflicients  de 
l'autre;  l'une  des  équations  entraîne  l'autre.  Deux  des  inconnues  .r, 
y^  z  peuvent  alors  être  laissées  arbitraires;  la  troisième,  que  l'on  choi- 
sira de  manière  que  son  coefficient  ne  soit  pas  nul,  s'exprime  au 
moyen  de  ces  deux-là. 

Dans  tous  les  cas  les  équations  (3)  admettent  des  solutions  dans 
lesquelles  les  inconnues  x^  y,  z  ne  sont  pas  nulles  toutes  les  trois. 

134.  Les  résultats  précédents,  relatifs  à  la  résolution  de  deux  équa- 
tions linéaires  à  trois  inconnues,  sont  souvent  utilisés.  Je  vais  les 
appliquer  à  la  résolution  des  trois  équations 

/   \  ^=  a  X  -h  b  y  -+-C  z  -h  d  =  o, 

(i)  /  Y  =  a' X -i- b' j^ -{-c' z -h  d' =  o, 

(  Z  =  a"x  -h  b" y  -\-c" z  -\-  d"  =  o, 

en  cberchant  à  déterminer  trois  nombres  A,  A',  A",  tels  que,  dans  la 
combinaison  linéaire  AX  +  A'Y-|-A"Z  des  premiers  membres,  les 
termes  enjK?  ^  disparaissent  :  il  faut  pour  cela  que  les  deux  équations 
linéaires  en  A,  A',  A" 

6  A -^6' A' -4- 6"  A"  =o, 

c  A  -i-  c'  A'  -h  c"  A"  =  o 

soient  vérifiées;  il  faut  donc,  d'après  le  numéro  précédent,  prendre  A, 
A',  A"  proportionnels  à  b' d' — b" d ,  b" c  —  bd' ,  bd —  b'c;  rien  n'em- 
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pèche  de  prendre  A,  A',  A"  égaux  à  ces  quantités.  On  a  alors  identi- 
quement 

(•2)       AX  -h  A' Y  -H  A"Z  =  (  Aa  -H  A'a'-t-  M' a" )x  -+-  Ao?  -+-  A'c^'-f-  k" d" . 

On  déterminera  de  même  deux  systèmes  de  nombres  B,  B',  B" 
et  C,  C,  C"  tels  que,  dans  les  combinaisons  linéaires  BX  +  B'Y-t-B"Z, 
CX  +  C'Y-j-CZ,  les  termes  en^et  z,  les  termes  en  iC,jK  disparaissent, 
et  l'on  sera  ainsi  conduit  aux  identités 

I  BX  +  B' Y  +  B'Z  =  (B6  +  B'6'+  B''b")y  -f-  Bc/+  B'^'+  B'^^', 

'     \  CX-^  G'Y+ C''Z  =  (Gc-t-G'e'  +  G"'c'')z +  Grf+G'rf'+C''^. 

J'écris  ci-dessous  le  tableau  qui  donne  les  expressions,  au  moyen 
des  neuf  coefficients  a,  6,  c,  a',  b' ,  c\  a",  6",  c",  des  neuf  quantités  A, 
B,  ...,C" 

(  A  =  b'c"—  b"c',         B  =  c'a"—  c"a\         C  =  a' b"  —  a"b', 

(3)  '   A'  =  b"c  —  b  c" .         B'  =  c" a  —  c  «",         G'  =  a"b  —  a  6", 

'  A"=6c'— 6'c,  W  =  c  a' — c' a^  G' ^  a  b' — a'b; 

pour  retrouver  rapidement  ces  formules,  il  convient  de  faire  les 
remarques  suivantes  :  dans  l'expression  de  l'une  quelconque  des 
quantités  A,  ...,  C"  ne  figurent  que  les  petites  lettres  autres  que  la 
grande  lettre  dont  on  veut  l'expression  et  autrement  accentuées  que 
cette  dernière;  ainsi,  dans  l'expression  de  A  ne  figurent  que  les 
lettres  b,  c  (autres  que  q)  et  affectées  d'un  ou  deux  accents,  tandis 
qu'il  n'y  en  a  pas  dans  A;  en  faisant  une  permutation  circulaire  sur 
les  petites  lettres,  on  produit  une  permutation  circulaire  sur  les 
grandes  lettres;  ainsi  B  se  déduit  de  A  par  une  permutation  circu- 
laire effectuée  sur  les  petites  lettres.  Une  permutation  circulaire  sur  les 
accents  des  petites  lettres,  ou,  si  l'on  veut,  une  permutation  circulaire 
effectuée  à  la  fois  sur  les  lettres  a,  a',  a",  sur  les  lettres  6,  b',  6",  sur 
les  lettres  c,  c',  c",  produit  une  permutation  circulaire  sur  les  lettres  A, 
A',  A",  sur  les  lettres  B,  B',  B",  sur  les  lettres  C,  G',  C". 

Enfin,  on  vérifie  immédiatement  que,  dans  les  seconds  membres 
des  identités  (2),  les  coefficients  respectifs  de  x^  y,  5,  c'est-à-dire 

Aa -)- A'a'-i- A"a",     B6 -4- B'é'-H  B"6",     G  c -1- G' c' -1- G"  c", 


Xd  ^  P^' d' -^  M' d" 

A 

\d^  k!d -^  k" d' 

A  a  4-  A'  «'  H-  A"  a 

Bd^B'd'^Wd" 

Br/  +  BV+B"^" 

^'                                 A 

B6  -+-B'è'+B"6" 

G^H-G'^'+G"^" 

G^-^G'^'+G"^" 
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sont  égaux  :  leur  valeur  commune  est 

(  4  )  ^  =  cib'  c"  —  ab"  c'  -+-  a'  b"  c  —  a'  bc"  -+-  a"  bc'  —  a"  b'  c. 

Supposons  que  A  ne  soit  pas  nul,  ce  qui  implique  évidemment  que 
les  trois  quantités  A,  A',  A"  ou  B,  B',  B",  ou  G,  C,  C"  ne  soient  pas 
nulles  à  la  fois  :  on  voit  qu'on  est  conduit,  par  des  combinaisons 
linéaires  des  équations  proposées,  aux  suivantes 


(5) 


'-  A  Ce  -4-  Ce'  -hG"c" 

Il  résulte  du  calcul  même  que,  si  les  équations  (i)  admettent  une 
solution,  cette  solution  ne  peut  être  autre  que  celle  que  donnent  ces 
formules;  mais  le  raisonnement  du  n"  132  s'applique  ici  et  l'on  est 
certain  que  les  valeurs  trouvées  pour  x^y^  z  vérifient  les  équations  (i), 
et  cela  quels  que  soient  les  coefficients  a,  ...,  c",  pourvu  que  A  ne 
soit  pas  nul. 

Ainsi,  lorsque  A  n'est  pas  nul,  les  équations  (i)  admettent  une 
solution,  et  une  seule,  que  donnent  les  formules  (5). 

Il  convient  de  remarquer,  relativement  à  ces  formules,  que  les  trois 
dénominateurs  sont  les  mêmes,  et  que  les  numérateurs  se  déduisent 
de  A  en  j  remplaçant,  pour  chaque  inconnue,  les  coefficients  de  cette 
inconnue  par  les  termes  constants  :  ainsi  le  numérateur  de  la  fraction 
qui,  lorsqu'on  en  a  changé  le  signe,  donne  la  valeur  de  x^  s'obtient 
en  remplaçant,  dans  A,  a,  a',  a!'  par  7,  o?',  d"  ]  cela  résulte  évidemment 
de  la  seconde  forme  de  cette  fraction  et  de  ce  que  a,  a',  a"  ne  figurent 
pas  dans  les  expressions  de  A,  A',  A". 

135.  Regardons  les  quantités  A,  ...,  C",  A  comme  définies  au 
moyen  des  données  rz,  .  . .,  c"  par  les  formules  (3)  et  (4)  du  numéro 
précédent,  elles  pourront  être  regardées  comme  des  polynômes  où 
a,  . . .,  c"  seraient  les  variables;  A,  . . .,  C"  sont  alot-s  des  polynômes 
homogènes  du  second  degré,  A  est  un  polynôme  homogène  du  troi- 
sième degré  :  ces  polynômes  sont  liés  entre  eux  par  des  relations 
identiques  très  remarquables   :    les  premières   que  je  vais  écrire  se 
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trouvent  avoir  été  démontrées  par  la  façon  même  dont  on  a  été  con- 
duit aux  expressions  de  A,  ...,  C",  ou  reproduisent  une  observation 
déjà  faite  sur  les  trois  formes  que  peut  affecter  le  dénominateur 
commun  A  des  valeurs  trouvées  pour  x^  y,  z 

1  A  a  -1-  A'  a'  -I-  A."  a"  =  A,         B  a  H-  B'  a'  H-  B"  a"=  o,         C  a  -i-  G'  a'  -+-  G"  a"  =  o 

(i)     ■  \b^  \'b'^  .Vb'^o,         B6  +  B'6'^-B"6"=  A,         Gb  -h  C  b' ^  C"  b"  =  o 

(  Ac -H  A'c'-H  A"c"  =  o,         Bc -f- B'c'+ B''c''=  o,         Gc  -f- G'c' -t- G"c"  =  A. 

A  ces  neuf  identités,  il  convient  d'en  adjoindre  neuf  autres  ana- 
logues, auxquelles  on  serait  parvenu  en  suivant  exactement  la  même 
marche  que  plus  haut,  si,  au  lieu  d'écrire  les  équations  à  résoudre 
sous  la  forme  (i)  du  numéro  précédent,  on  les  avait  écrites  sous  la 

forme 

ax  -h  a'  y  -i-  a" z  -t-  a  =  o. 

b.v  -\-  b'  y  -1-  è"s  -4-  |3  =  o, 
ex  -i-  c' y  -^  c" z  -^"^  =  o. 

Au  reste,  le  lecteur  n'aura  aucune  peine  à  les  vérifier  sur  la  défini- 
lion  même  des  poljtiomes  A,  . .  .,  C",  A. 

/   Aa  -i-B6-f-Gc=A,         A'«  -i-  B'6  h-  Ce  =  o,         A"a  -^  B"  b  -h  G"c  =  o, 

(2)     j  Aa'+B6'H-Gc'=  o,  A'a'-f- B'è'+ G'c'  =  A,         A"a'+ B"6'^  G'c' =  o, 

(   Aa"H-Bè"+ Gc"=o,  A'a'+ B'6"4- G'c''=  o,         X"a"^B'' b"-^  G'e''=  ^. 

Si  l'on  regarde  pour  un  instant  les  deux  égalités 

Ba-^B'a'-hB"a"=o, 

Ca-hC'n'-hC''a"=o. 

comme  des  équations  linéaires  où  B,  B',  B",  C,  C,  G"  seraient  les 
coefficients  et  a,  a',  a"  les  inconnues,  on  en  conclut,  d'après  le 
n"  133,  que  a,  a',  a"  doivent  être  proportionnels  aux  quantités 
B'C"— B"C',  B"C  — BG",  BG'— B'G;  il  est  aisé  de  constater  que  le 
facteur  de  proportionnalité  est  A  :  en  efl'et,  si  l'on  remplace,  dans 
B'G" — B"G',  par  exemple,  B',  G",  B",  G'  par  leurs  expressions  au 
moyen  de  a,  ...,  c",  on  reconnaît  de  suite  que,  dans  l'expression 
développée,  les  monômes  où  a  ne  figure  pas  se  détruisent,  en  sorte 
que  a  se  met  en  facteur  dans  les  termes  restants  et  l'on  constate 
que  B'G"  —  B"G'  est  égal  à  Aa.  G'est  la  première  des  neuf  identités 
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qui  suivent,  les  autres  s'en  déduisent  par  des  permutations  circulaires, 
lesquelles  n'altèrent  pas  A, 

/  B'G"— B"G'  =  Aa,  C'A"— G"A'  =  Aè,  A' B"— A^B'^  Ac, 

( 3 )  I   B"G  —  B  G"  =  Aa',         G"  A  —  G  A"  =  A6',         A"B  —  A  B"=  Ac', 
(  B  G'— B'G  =  Aa",         GA'  — G'A=A^",         AB'— A'B=Ac". 

Le  lecteur  ne  peut  manquer  d'être  frappé  par  l'analogie  qu'il  y  a 
entre  ces  relations  et  celles  qui  définissent  les  polynômes  A,  . . .,  C". 

Enfin,  si  l'on  multiplie  par  A,  A',  A"  les  identités  qui  figurent  dans 
la  première  colonne  du  tableau  précédent  et  que  l'on  ajoute  membre 
à  membre,  on  trouve,  en  tenant  compte  de  la  première  des  iden- 
tités (6) 

(4)  A  (B'G"—  B"G')  + A'(B"G—  BG")+  A"(BG'—  B'G)  =  A^. 

Le  premier  membre  est  formé  au  moyen  des  quantités  A,  ...,  C" 
exactement  comme  A  est  formé  au  moyen  des  quantités  a,  . . .,  c". 

Il  résulte  des  identités  (8)  que,  si  A  est  nul,  en  vertu  des  valeurs 
attribuées  à  a,  .  ..,  c",  les  éléments  de  l'une  quelconque  des  lignes 
horizontales  qui  figurent  dans  le  tableau 

A      B      G 

A'     B'     G' 
A"     B"     G" 

sont  proportionnels  aux  éléments  correspondants  qui  figurent  dans 
uiie  autre  ligne  horizontale;  de  même,  pour  les  lignes  verticales;  plus 
particulièrement,  en  supposant  toujours  que  A  soit  nul,  si  l'un  des 
éléments  du  tableau  précédent  est  nul,  ou  bien  tous  les  éléments  de 
la  ligne  horizontale  qui  contient  cet  élément,  ou  bien  tous  les  élé- 
ments delà  ligne  verticale  qui  le  contient,  sont  nuls. 

Les  diverses  propriétés  des  polynômes  A,  . . .,  G",  A  que  l'on  vient 
de  développer  appartiennent  à  une  théorie  dont  on  développera  les 
éléments  dans  le  Chapitre  suivant;  elles  interviennent  assez  souvent 
pour  qu'il  soit  utile  de  se  familiariser  avec  elles,  indépendamment  du 
symbolisme  propre  à  cette  théorie. 

136.  Je  me  bornerai  à  faire  une  application  des  identités  (2)  du 
numéro    précédent   à   la    question  même    qui  a  été    mon   point   de 
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départ,  à  savoir  la  résolution  des  équations  X:^o,  Y  =  o,  Z=:o 
dans  le  cas  où  A  n'est  pas  nul.  Récrivons  les  identités  (2)  (en  x^  y,  z) 
du  n"  134  sous  la  forme 

!AX  M-  A'Y  -+-  A"Z  =  AiF  -+-  P, 
BX+B'Y-f-B"Z  =  A^4-Q, 
G  X  +  G'  Y  +  G"Z  =  Az  +  R, 

en  posant,  pour  abréger, 

q  =  Bd-hB'd'-^-B"d'', 

R^Cd-^C'd'+G'd". 

Les  identités  (i)  montrent,  comme  je  l'ai  déjà  fait  observer,  que 
les  équations  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  ne  peuvent  être  vérifiées  si  l'on 
ne  prend  pas 

P  Q  R 

^=-Â'     y--j'     '=-V' 


si  l'on  ne  veut  pas  faire  appel  au  raisonnement  du  n"  i32,  il  resterait 
à  vérifier  que  ces  valeurs  de  x,  y,  z  satisfont  aux  équations  X  =:  o, 
Y  =  o,  Z  =  o;  on  peut  éviter  cette  vérification,  d'ailleurs  aisée, 
comme  il  suit  : 

En  multipliant  les  égalités  (10)  respectivement  par  a,  b,  c,  ou 
par  a',  6',  c',  ou  par  a",  6",  c",  en  les  ajoutant  et  en  tenant  compte 
des  relations  (2),  du  numéro  précédent,  on  trouve 


AX  =  a  (Aa? -t- P)  +  6  (A^  +  Q) -+- c  (A3  H-  R), 
(2)  /  AY  =  a'(Aa;+ P)-i-6'(Aj'-t-Q)-l-c'(A3-)- R), 


\ 

AZ  =  a"(Aa7-4-P)  +  6''(AjK-+-Q)-Hc"(A3-t-  R), 


ces  égalités,  où,  comme  dans  les  égalités  (i),  X,  Y,  Z  doivent  être 
remplacés  par 

ax  ■^-  by  -^  cz  -\-  d,     a' x -\- b' y -\- c' z -\- d' ,     a" x -^  b" y -\- c' z -\- d', 

sont,  comme  les  égalités  (i)  d'où  elles  ont  été  déduites,  des  identités 
en  a?,  y,  z  ;  elles  montrent  évidemment,  sous  la  condition  que  A  ne 
soit  pas  nul,  que,  si  l'on  attribue  k  x^  y,  z  les  valeurs  qui  annulent 
\x  H-  P,  ^y  +  Q,  A^  H-  R,  les  polynômes  X,  Y,  Z  sont  certainement 
nuls. 
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En  résumé,  quand  A  n'est  pas  nul,  le  système 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  =  o, 
et  le  système 

Aj7  -f-  P  =  o,  A^  -t-  Q  =  o,         Az  -1-  R  =  o, 

sont  équivalents.  Plus  particulièrement,  quand  A  n'est  pas  nul  le  sys- 
tème 

ax-\-by-\-cz^=o. 

a'  X  -h  b' y  -+-  c'  z  ^  o, 
a"x^b"y^c''z  =  o, 

et  le  système  ^  =  o,  y  =  o,  s  =  o  sont  équivalents, 

137.  Si  les  formules  générales  qui  donnent,  en  fonction  des  coeffi- 
cients, les  trois  inconnues  d'un  système  de  trois  équations  du  pre- 
mier degré,  ou  plus  généralement  les  n  inconnues  d'un  système  de 
n  équations,  conduisent,  comme  on  vient  de  le  voir  et  comme  on  le 
verra  plus  tard,  à  d'intéressants  développements  théoriques,  il  est 
très  souvent  avantageux,  lorsqu'on  a  à  résoudre  un  système  particu- 
lier d'équations,  de  le  traiter  directement,  sans  avoir  recours  à  ces 
formules  générales,  et  de  profiter  de  la  forme  particulière  de  ces  équa- 
tions. 

Celles-ci  peuvent  présenter  quelque  symétrie  dont  on  puisse  tirer 
parti;  on  en  a  vu  un  exemple  au  n°  13!2;  souvent,  c'est  une  inconnue 
auxiliaire  qu'on  est  amené  à  prendre. 

Si  l'on  a  affaire,  par  exemple,  au  système 

^  _  y  _  z 

abc 
Aa^-f-BjH-C^  =  D, 

on  prendra  pour  inconnue  auxiliaire  la  valeur  t  commune  aux  trois 
rapports  qui  figurent  dans  les  deux  premières  équations,  d'où  l'on 
tirera 

X  =  at,        y  =  bt,         z  =  et, 

jet,  en  portant  dans  la  dernière,  on  aura 

(Aa-H  BÔH- Ce);  =  D, 
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en  sorte  que  la  solution  des  équations  proposées  sera 

_  «D  _  bP  _  cD 

^  "  Xa^Bb^Cc'  ^  ~  Aa^Bb^Cc'  ^  ~  ka^  Bè^Cc' 

en  supposant  que  Art  +  B/>  +  Cc  soit  diflerent  de  o. 
Considérons  encore  les  équations 

A.r  —  ^.{ax  -\-  b y  -\-  cz  -\-  d)  =^  P, 
By  —  '^{ax  ■+-by-{-cz-hd)  =  Q, 
C^  —  ^( (a X  -\-  b y  -{-  c z  -i-  d )  =  R. 

On  voit  que,  si  l'on  connaissait  la  valeur  de 

ax  ^  b  y  -h  c  z  ^  d, 

on  obtiendrait  de  suite  les  valeurs  de  x,  y,  z  ;  on  est  donc  amené  à 
substituer  au  système  précédent  le  système  d'équations  à  quatre 
inconnues 

ax-i-by-^-cz-+-d=  u. 
Xx--au  =  P,         BjK-^«  =  Q,         C^— Y"  =  R; 

ou,  en  supposant  A,  B,  G  différents  de  o, 

^-        A       '  ^-  B~'  ^  =  G~' 

la  dernière  équation  détermine  la  valeur  de  u,  en  supposant  toutefois 
que  -j-  -h  g  +  TT-  —  I  soit  ditterent  de  o;  il  ne  reste  plus  qu  a  sub- 
stituer cette  valeur  de  u  dans  les  expressions  de  ^,  JK?  2- 

Lorsqu'on  applique,  soit  partiellement,  soit  d'une  façon  régulière, 
la  méthode  de  substitution  à  un  système  d'équations  données,  il  y  a 
évidemment  intérêt  à  commencer  la  résolution  par  celle  des  inconnues 
qui  fournira  l'expression  la  plus  simple  au  moyen  des  autres  incon- 
nues, soit  parce  que  cette  expression  contiendra  moins  d'iirconnues, 
soit  parce  que  les  coefficients  se  trouvent  être  des  nombres  entiers, 
ou  pour  toute  autre  raison  analogue. 
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Considérons,  par  exemple,  le  système 

JK  =  ^, 

^  -\-  y  —  3  =  3, 
'iz  -h  iy  —  2  37  =  6, 

on  le  remplacera  de  suite  par  les  systèmes 

/  =  07,  3=2. 

IX  —  3  =  0,  a7=y=-» 

2       - 

33  =  6, 

Le  lecteur  reconnaît  combien  l'emploi  des  formules  générales  pour 
des  cas  comme  ceux  qu'on  vient  de  traiter  serait  peu  avantageux. 

138.  Je  ne  me  suis  occupé  dans  ce  qui  précède  que  de  la  résolution 
exacte  d'un  système  d'équations.  Dans  la  pratique,  il  arrive  fréquem- 
ment, d'une  part,  que  les  coefficients  ne  soient  connus  qu'imparfai- 
tement et,  d'autre  part,  que  ces  coefficients,  mis  sous  forme  entière 
ou  décimale,  comportent  un  assez  grand  nombre  de  chiffres.  Même 
lorsqu'il  s'agit  de  questions  purement  théoriques,  si  les  coefficients 
se  trouvent  être  des  nombres  irrationnels,  il  faudra  bien,  pour  etfec- 
tuer  les  calculs,  les  remplacer  par  des  valeurs  approchées,  et  il  est 
clair  qu'on  ne  pourra  obtenir  qvie  des  résultats  approchés  pour  les 
valeurs  des  inconnues.  Enfin,  il  est  à  remarquer  que  si,  en  partant 
d'équations  dont  les  coefficients,  écrits  sous  forme  décimale,  com- 
portent seulement  quatre  chiffres  significatifs,  par  exemple,  et  qu'on 
eff'ectue  tous  les  calcvils  exactement,  on  obtiendra  les  inconnues  sous 
forme  de  fractions  dans  lesquelles  le  numérateur  et  le  dénominateur 
comporteront  un  très  grand  nombre  de  chiffres,  chiffres  dont  les  der- 
niers n'auront  aucune  valeur,  si  les  données  dont  on  est  parti  ne  sont 
pas  sûres. 

11  est  alors  raisonnable  d'employer  la  méthode  de  substitution,  en 
faisant  au  fur  et  à  mesure  les  divisions,  multiplications  et  additions  dont 
on  a  besoin  et  en  ne  conservant  pour  chaque  résultat  qu'un  certain 
nombre  de  chiffres;  ce  nombre  de  chiffres  dépendra  naturellement 
de  l'approximation  avec  laquelle  sont  connus  les  coefficients  et  de  celle 
qu'on  veut  obtenir  :  il  est  assez  naturel  de  conserver,  à  chaque  fois,  un 
peu  plus  de  chiffres  qu'il  n'est  nécessaire,  en  sorte  que  les  erreurs  qui 
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résultent  des  chiffres  négligés  soient  petites  devant  l'erreur  qui  résulte 
de  l'imperfection  des  données,  ou  au  moins  du  même  ordre.  D'ailleurs, 
si  l'on  a  des  limites  pour  les  erreurs  dont  sont  entachées  les  données, 
des  règles  d'arithmétique  bien  connues  (')  permettent  d'évaluer,  à 
chaque  opération,  une  limite  de  l'erreur  dont  est  entaché  le  résultat, 
soit  à  cause  des  erreurs  primordiales,  soit  à  cause  des  chiffres  négligés, 
en  sorte  qu'on  parvient  finalement  à  une  limite  de  l'erreur  dont 
peuvent  être  entachées  les  valeurs  des  inconnues. 

Quand  on  procède  de  cette  façon,  il  est  recommandé,  contrairement 
à  ce  qu'il  est  naturel  de  faire  lorsqu'on  procède  à  la  résolution  exacte, 
de  résoudre  d'abord  par  rapport  à  celle  des  inconnues  qui  a  le  plus 
gros  coefficient,  en  sorle  que,  dans  les  formules  intermédiaires  que 
l'on  obtient  ainsi,   les  coefficients  des  autres  inconnues  soient  des 


(')  Imaginons  qu'on  opère  sur  deux  nombres  (positifs)  approchés  A,  B,  au  lieu 
d'opérer  sur  les  nombres  exacts  A  +  a,  B -h  p  et  désignons  par  a',  p'  des  nombres 
positifs  dont  on  sait  qu'ils  sont  égaux  ou  supérieurs  aux  valeurs  absolues  des 
erreurs  a,  ^  :  a',  P'  sont  des  limites  supérieures  de  ces  erreurs.  On  doit  supposer  a', 
p'  petits  par  rapport  à  A,  B  ;  lorsque  A,  B  sont  écrits  sous  forme  décimale,  a',  P' 
sont,  d'ordinaire,  à  peu  près  de  l'ordre  des  unités  des  derniers  chiffres.  S'il  s'agit 
d'une  addition  ou  d'une  sousti'action,  l'erreur  commise  sera  moindre  (en  valeur  abso- 
lue) que  a'-i-P';  s'il  s'agit  d'une  multiplication,  l'erreur  commise  sera  moindre  que 
(B+P')  a'-f- Ap';  on  calcule  grossièrement  cette  erreur  en  remplaçant  A  et  B  +  p' 
par  des  valeurs  plus  simples,  notoirement  trop  fortes,  obtenues,  p;ir  exemple,  en  for- 
çant le  premier  chiffre  significatif  de  A  et  de  B.  S'il  s'agit  d'une  division,  l'erreur 

A  +  a        A_Ba  —  Ap_       a  A        p 


B  +  p        B        B(B  +  p)        B-i-p        BB  +  p 
est  moindre  en  valeur  absolue  que 

?(«■-!?■> 

où  B'  désigne  un  nombre  positif  inférieur  ou  égal  à  B+P;  pour  calculer  cette  erreur, 
on  remplacera  B'  par  un  nombre  notoirement  trop  petit  :  on  pourra,  par  exemple 
le  plus  souvent,  ne  conserver  que  le  premier  chiffre  significatif  de  B  et  remplacer  les 

A 

suivants  par  des  zéros;   on   remplacera  —  par  un  nombre  notoirement  plus  grand, 

B 

obtenu,  par  exemple,  en  forçant  le  premier  chiffre  du  quotient. 

Ces  formules  se  simplifient  un  peu  si  l'on  remplace  a',  p'  par  le  plus  grand  de  ces 
deux  nombres.  On  peut  d'ailleurs  obtenir  des  résultats  plus  précis  lorsque  l'on  connaît 
le  signe  de  a  et  de  p. 

Enfin,  il  ne  faut  pas  oublier  d'ajouter  à  ces  erreurs  celle  qui  provient  de  ce  que 
l'opération  ne  se  fait  pas  exactement,  de  ce  qu'on  supprime  les  chiffres  à  partir  d'un 
certain  rang. 

T.  ~  22 


338  CHAPITRE    IX. 

nombres  décimaux  sans  partie  entière  :  on  sait,  en  effet,  que  l'er- 
reur (absolue)  dont  est  entaché  le  quotient  d'une  division  dont  le 
diviseur  est  inexact  est  d'autant  plus  faible  que  ce  diviseur  est  plus 
grand . 

Afin  de  mieux  faire  comprendre  tout  ceci,  je  vais  faire  les  calculs 
sur  un  exemple  numérique,  dans  lequel  les  coefficients  ont  d'ailleurs 
été  pris  au  hasard. 

Soit  à  résoudre  les  deux  équations  en  x^  y 

'ii-jSx  —  8'24^JK — 74^5=0, 
6287a?  -+-  l'jil^y  —  6282  =  o. 

Je  suppose  que  les  erreurs  commises  sur  les  coefficients  soient 
moindres  que  -  :^  o,5.  On  tire  de  la  première  de  ces  équations 


3275  7423 

•^  8243  8243 


puis,  en  substituant  dans  la  seconde, 

A  37  =    D .  X  ^    —  , 

A 

A  =  6287  -H  2724»,         B  =  6282  -H  27246. 

En  appliquant  au  calcul  de  a  et  de  6  la  règle  que  l'on  a  rappelée 
dans  la  note  précédente,  on  voit  de  suite  que  les  erreurs  dont  seront 
entachés  les  résultats,  par  suite  de  l'inexactitude  des  termes  des  deux 
fractions,  seront  moindres  respectivement  que  les  nombres 

^^3^(0,5 +0,4x0,5),         ^(0,5  +  0,5), 

et,  par  conséquent,   moindres  que En  calculant  les  quotients 

avec  une  erreur  au  plus  égale  à 5  l'erreur  finale,  pour  chacun  des 

■^          °  20000  *■ 

nombres  cherchés,  sera  moindre  que 


< 


8000        20000        5ooo' 
on  trouve  ainsi 

«  =  0,8978,  6  =  0,9008. 
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Pour  calculer  A  et  B,  on  a  à  faire  deux  multiplications.  Si  on  les 
faisait  exactement,  les  erreurs  sur  les  produits,  provenant  de  l'inexac- 
titude des  facteurs,  seraient  moindres  que 

3ooo  .  3ooo 

V ho,4xo,5, hO,3, 

5ooo  5ooo 

moindres,  par  conséquent,  que  0,8  et  1,1.  Il  ne  serait  guère  raison- 
nable, dans  les   produits,  de  chercher  une  approximation  meilleure 

que  —  =:  o,o5;  on  pourra,  pour  les  évaluer,  se  servir  delà  méthode 

abrégée.  En  tenant  compte  de  toutes  les  erreurs,  on  voit  que  A,  B 
peuvent  être  connus  ainsi  avec  des  erreurs  moindres  respectivement 

que 

o , 5 -I- o , 8 -t- o , o5  =  1 , 35, 

0,5  -H  1 , 1  -t-  o,o5  =  1 ,65. 

On  trouve  en  procédant  ainsi  A  =  7869,2,  B  =  8685,8.  Si  donc 
on  prend  A  =  7869,  B  =  8686,  les  erreurs  seront  moindres  que 
1 ,  35  -4-  o,  2  et  1 ,65  +  o,  2  ;  elles  seront  moindres  que  2. 

On  aura  ensuite  à  calculer  j;  =  ;  l'erreur  qui  résulte  de  l'inexac- 
titude des  valeurs  précédentes  de  B  et  de  A  sera  moindre  que 

1 

(l  H-  I  ,2)<  0, 00063. 

7000  j     /  I 

En  calculant  le  quotient  de  la  division  de  8686  par  7869  avec  une 
erreur  moindre  que  o,oooo5  on  trouve  1,1787  :  si  donc  on  prend 
pour  a:  la  valeur  1,179,  Terreur  sera  moindre  que 

o,ooo63  -i-  o.oooo5  -+-  o,ooo3  <  o.ooi. 
Il  reste,  en  adoptant  cette  valeur  pour  .r,  à  calculer 

JK  =  0,3972  a-  — 0,9008; 

dans  le  second  membre,  les  coefficients  sont  connus  avec  une  erreur 
moindre  que  ^ — ;  l'erreur  totale,  en  supposant  la  multiplication  faite 
exactement,  serait  donc  moindre  que 

-z X  I,2-t-0,00IX  0,4-+- =  0,0002  X  1,1  -h  0,0004  =  0,00084- 

5ooo  DOOO 
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En  calculant  le  produit  0,89^3  x  1,179  de  manière  que  l'erreur, 
sur  ce  produit,  soit  au  plus  égale  à  o,oooo5,  on  trouve  0,4684,  d'où, 
pour  y,  une  valeur  —  o,4324  approchée  avec  une  erreur  moindre 
que  0,0009;  si  l'on  prend  jK  =  —  o,432  l'erreur  sera  sûrement 
moindre  que  o,ooi3. 

En  substituant  à  la  place  de  .r,  y  dans  les  premiers  membres  des 
équations  proposées  les  valeurs  1,179  et  o,432  on  trouve  (approxi- 
mativement) 2,8  et  3,5  :  ces  nombres  sont  petits  par  rapport  aux 
coefficients  et  le  résultat  est  satisfaisant. 

Les  calculs  ont  été  dirigés  de  manière,  d'une  part,  à  éviter  l'emploi 
de  trop  de  chiffres,  d'autre  part,  à  tirer  des  données,  je  ne  dis  pas 
tout  le  parti  possible,  au  point  de  vue  de  l'approximation  des  résul- 
tats, mais  au  moins  un  bon  parti.  Il  y  a  évidemment  quelque  arbi- 
traire dans  la  façon  dont  l'on  peut  apprécier  ces  deux  avantages.  On 
aurait  pu,  en  poussant  plus  loin  les  opérations,  avoir  une  approxi- 
mation légèrement  meilleure;  on  aurait  pu  faire  les  calculs  plus  gros- 
sièrement en  se  contentant  d'une  approximation  moindre. 

Dans  la  pratique,  les  calculs  de  cette  sorte  se  feront  le  plus  souvent 
en  s'aidant  soit  d'une  table  de  logarithmes,  soit  d'une  règle  à  calcul. 
Si  l'on  se  sert  d'une  table  et  qu'on  veuille  une  bonne  approximation, 
il  sera  naturel  de  faire  les  calculs  avec  un  peu  plus  de  précision  qu'il 
n'est  nécessaire.  L'emploi  d'une  table  à  cinq  décimales  serait,  pour 
l'exemple  précédent,  assez  raisonnable,  mais  non  d'une  table  à  sept 
décimales.  Les  calculs  faits  au  moyen  d'une  table  de  logarithmes  et 
d'antilogarithmes  à  quatre  décimales,  dont  on  connaît  la  grande  com- 
modité, sont  indiqués  ci-dessous;  on  constate  que  le  résultat  est  satis- 
faisant. 

loga  =  3,5i54  —  3,9161  =  1 ,5993, 

logé  =  3,8707  —  3.9161  =  1,9546; 

log(2724«)=  3,4352-1-1 ,5993  =  3,0345, 

Iog( 27-24  ^ )  =  3 , 4352  -I-  1 , 9546  =  3 ,  3898  ; 

2724»  =  io83,        A  =  io83  -I-  6287  =  7370, 

27246  =  2454,         8  =  2454-^-6232  =  8686; 

logB  =  3,9388,        loga;  =  logB  —  logA  =  0,0713, 

logA=  3,8675,  37  =  1,179; 

Iog(aa7)=  1 ,5993 -t- 0,0713  =  I  ,6706,     a:r=  4,4684,    y  =  ax — 6  =  0, 4323. 

Revenons  au  calcul  comme  on  l'a  fait  tout  d'abord,  de  manière  à 
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obtenir  une  limite  certaine  de  l'erreur  commise  sur  les  résultats, 
quand  on  connaît  une  limite  de  l'erreur  commise  sur  les  données  ; 
cette  dernière  limite,  dans  l'exemple  traité,  est  voisine  de  0,00 1  :  il 
ne  faut  pas  croire  qu'on  obtienne  toujours  d'aussi  bons  résultats  quand 
on  résout  des  équations  du  premier  degré  dont  les  coefficients  ne  sont 
connus  qu'approximativement.  Conservons  les  mêmes  notations  que 
plus  haut, 

a;  =  -,         y  =  ax  —  b, 

pour  les  deux  équations  auxquelles  on  est  amené  en  cherchant  à  ré- 
soudre un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues  :  s'il  arrivait 
que  le  nombre  calculé  pour  A  fût  du  même  ordre  de  petitesse  que 
l'erreur  possible,  il  n'y  aurait  à  peu  près  rien  à  tirer  du  résultat, 
puisque  o  se  trouverait  être  une  valeur  possible  de  A;  les  équations 
pourraient  être  impossibles,  ou,  si  B  était  aussi  du  même  ordre  de 
petitesse  que  A,  indéterminées.  Dans  tous  les  cas,  la  petitesse  du 
nombre  trouvé  pour  A  doit  éveiller  l'attention  :  elle  introduit,  d'ordi- 
naire, une  incertitude  notable  dans  les  résultats. 

Il  est  à  peine  utile  de  dire  que,  si  l'on  a  traité  un  exemple  relatif 
à  deux  équations,  la  méthode  s'applique  à  la  résolution  numérique 
d'un  système  de  n  équations  à  n  inconnues;  en  procédant  d'une  façon 
analogue  à  celle  que  j'ai  indiquée,  on  sait,  à  chaque  pas,  sur  quelle 
approximation  on  peut  compter. 


EXERCICES. 

129.  Résoudre  les  systèmes 


II. 


T  -\-  y  =■  Z  -ir  U, 

y  =  2a-, 

r  -t-  z  -H  I . 

a  {x  -ir  u)-\-  b  (y  -V-  z)  =  c, 

a' {y  -^  u)-\-  b' {  z  -^  ce)  —  c\ 

a'iz  -h  u)  ^  b"ix-^y)  =  c", 

x->!-y->rz-\-u=-d. 
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130.  Résoudre  le  système 

X  -\-  y  -^  z  =  a^ 
X  -\-  'X  y  -{-  oi-z  =  è, 
X  -\-  (x^  y  -t-  oi  z  =c, 

où  a,  6,  c  désignent  des  nombres  réels  ou  imaginaires  donnés  et  où  l'on  sup- 

—  1  H-  i  i/ï 
pose  a  = 


131.  Résoudre  le  système 


132.  Le  système 

admet-il  des  solutions  ? 

133.  Résoudre  le  système 


ax-^by-hcz  =  o, 
a' X  -H  h' y  -i-  c's  =  o, 
x'^    -+- y-     -!-  z-  =  R'^. 

qz  —  ry  =  a, 
rx  — pz  —  è, 
py  —  qx^c 


gz  —  ry  ^^  a  ^  t^ 

rx  — pz  =z  b  -{-  t^ 

py  —  qx  =  c  +  t, 

ax^rby-hcz-+-d  =  o, 

l'ai.   Résoudre  le  système 

X  -f-  ay  H-  a'^  -S  -H  a^  =  o, 
X  -4-  by  -h  b'^ z  -i-  b^  —  o, 
X  -+-  c  y  -+-  c'^x  -+-  c^  =  o. 

13o.  Si  l'on  regarde  x,  y,  z  comme  une  solution  de  ce  dernier  système,    le 
polynôme  /  en  t,  t'^ -\-  t"^  z  -\-  t y  -\-  x  admet  les  racines  a,  6,  c. 
De  l'identité 

t^^t^z^ty-\-x  —  {t  —  a){t  —  b){t  —  c), 

on  tire  les  valeurs  de  a?,  y,  z  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coeffi- 
cients des  termes  en  f*,  en  t  et  le  terme  constant. 
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136.  Résoudre  le  système 


7 


X 

-h 

X 

a 

f^ 

-H  a 

X 

/  H-  6  X  -1-  c 

Y  Z 

[JH-  6  [Ji  -H  c 

y  ,     ^ 


1  =  0, 


En  regardant  ar,  y^  z  comme  une  solution  de  ce  système,  on  reconnaît  que  la 
fraction  rationnelle  en  t 


t  -\-  a        t  -h  b        t  -}-  c 
doit  s'annuler  pour  <  =  X,  ^  =  }ji,  ^  =  v  :  on  en  conclut  l'identité 

^ _    ^    _    r f_  ^  (t-i)(t  —  ij.)(t^^j) _ 

<-r-a        t^b        t -+- c        (t  ^a){t  ->-  b){t  -^  c)' 

en  décomposant  le  second  membre  en  fractions  simples  et  en  identifiant  avec 
le  premier  membre,  on  trouve  les  expressions  de  x^  y^  z. 

137.  Dans  les  neuf  égalités  (3)  du  n"  i34,  on  regarde  les  neuf  nombres  A,  B,  G, 
A',B',C',  A", B",  G"  comme  des  données,  et  les  neuf  quantités  a.b,c^  a\b\c\ 
a"^b'\c"  comme  des  inconnues.  Résoudre  ces  équations;  le  problème  n'admet, 
en  général,  que  deux  solutions. 

138.  Résoudre  par  rapport  k  x^  y^  z  les  trois  équations 

où  tj>^,  (Çy,  cpi  désignent  les  dérivées  partielles  par  rapport  k  x^  y^  z  du  poly- 
nôme homogène  et  du  second  degré 

cp(ar,  V,  -s)  =  ax^-+-  a'y^  -+-  a" z^-+-  ibyz  -\-  ib' zx  -i-  2  b' xy. 

Si  l'on  pose 

A  =  a  a" —  6*,  B  =  b'  b" —  a  6, 

A'  =  a"a  — B'S         B'=è"è  — a'6', 

A"=  aa!  —  b"^,         B'=  66'  —  a"b\ 

A  =  aa'  a" -^  i.bb'  b"  —  ab^ —  a'  b''^ —  a"  b'^^ 

et  si  l'on  désigne  par  <ï>(X,  Y,  Z)  le  polynôme  en  X,  Y,  Z 

A X2+  A' Y2-t-  A'Z2+  2 B  YZ  -h  a  B'ZX  -t-  2 B'XY, 
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on  tire  des  équations  (i),  dans  le  cas  où  A  n'est  pas  nul, 

^x  =  -  *'\,  A  V  =  -  <ï>'y,  As  =  -  't>z. 

'>.  'i  1 

Sous  la  même  supposition  (A  différent  de  o),  montrer  que,  si  l'on  regarde 
X,  Y,  Z  comme  représentant  les  premiers  membres  des  équations  (i),  on  a 
identiquement 

Acp(.r,j^,z)  =  <ï>(X,Y,  Z). 

l;i9.  En  conservant  les  notations  de  l'exercice  précédent,  on  a  identiquement 
en  a,  a',  a",  6,  b\  b" 

Aa^A'A"— B2,  A6=B'B"— AB, 

Aa'  =  AA— B'2.  Aè' =  B"B  —  A'B', 

A  a"  =  A  A'   —  B"^         A  6"  ^  BB'   —  A"  B", 

A2=  AA'A"+2BB'B"— AB2— A'B'2— A'B"2, 

A  =  Xa^B''b'-hB'b'=B''b"^A'a^Bb^  B' b' -hBb -h  k" a\ 

o  =  Aè"  -i-B*aH-B'6  =  Aè'  -i-B''6-f-B'«", 

o=  B"a-hA'b"-i-Bb'  =  B"è'-^  A'è  +Ba", 

o  =  B'a  +  B6"  +  A"è'=  B'6"+  Ba'  +  A"6. 

Toutes  ces  identités  sont  contenues,  comme  cas  particulier,  dans  celles 
qu'on  a  démontrées  aux  n"'  134  et  133. 

Montrer  que  si  a,  a',  a",  6,  6',  b"  sont  des  nombres  réels  et  si  A  est  nul,  les 
quantités  A,  A',  A"  sont  de  même  signe  et  que  les  égalités 

A  =  o,         A -(- A' -H  A"  —  o 
entraînent 

A  =  o,         A'=o,         A"-ro,         B  =  o,         B'=o.         B''=o. 

Résoudre  par  rapport  à  a,  a',  a",  6,  b',  b"  les  équations 

A  =aa«— 6-2,  B   =b'b"—ab, 

A'  ■=  a!'  a  —  6'^,  B'  ^=  b"  b  —  a  b\ 

A"  ^  aa'  —  b"\  B"  =  bb'  —  a'^6", 

où  l'on  regarde  A,  A',  A",  B,  B',  B"  comme  des  données. 

140.  En  désignant  par  «i,  «21  •••7  o,n^  ^h  b-i^...^  b,i  des  nombres  donnés 
dont  les  n  premiers  sont  différents  de  o,  on  propose  de  trouver  la  solution  la 
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plus  générale  des  n  équations  à  n  -i-  i  inconnues  a^o,  a^j,  a^a, . .  ■•,  t„ 

Xr^  arXr-\-\-  b ,. 

(où  r  prend  les  valeurs  i,  a,  .  .  .  «). 

Après  avoir  observé  que  cette  solution,  si  61,  b^^  .  . .,  bn  étaient  nuls,  serait 
donnée  par  la  formule 

a:f=^  (liCi^.  . .  Or^ot         (r  =;  I,  2.  .  .  .  «), 

où  Xq  reste  arbitraire,  on  changera  d'inconnue  en  posant 

or,.  =  Cll(l2i  •  •  ••  <^rXr'  (/•  =  I,  2, . . .  «). 

Les  équations  proposées  prennent  alors  la  forme 

yr  =  yr-l^  —-———-  (/■  =  I,2,.../l), 

M 1 1*2  •  •  •  "  r 

d'où  l'on  déduit  sans  peine 

bi  bo  bf 


rt]  «2  «1  a2  .  .  .  ar 

la  solution  la  plus  générale  des  équations  proposées  est  donnée  par  la  formule 

[  b^  b.      _  b, 


441.  Trouver  toutes  les  valeurs  de  x^y^  2,  s  qui  vérifient  les  trois  équations 

ax  -\-  cy  -h  bz  ^  sz, 

ex  -+-  by  ■+-  az  =  sy, 
bx  -r-  ay  -;-  cz  =  55, 

où  l'on  suppose  qu'aucun  des  coefficients  a,  b,  c  n'est  nul.  En  ajoutant  ces  trois 
équations  on  trouve 

(a-+-6-f-c  —  s)  {x  -\-  y  -^  z)  =  o\ 

il  faut  donc  que  l'on  ait  soit  s  ^  a  -\-  b  -\-  c^  soit  a"  -h  jk  -l-  ^  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  si h  r  H —  n'est  pas  nul,  on  satisfait  aux  équations 

abc  ^ 

.III  ,  ,  ,  •      . 

en  prenant  a;=v  =  z;  si i-^H —  est  nul,  on  peut  prendre  arbitrairement 

^  •'abc  ^         V        V 

deux  des  inconnues  x^  r,  z. 

Si  l'on  suppose  s  différent  de  a  -i-  6  -h  c,  les  trois  équations  proposées  équi- 
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valent  aux  équations 

z  ^  —  x—y, 
(a  —  b  —  s)x  -\-{c  —  6)jK  =  o, 
(c  —  a) X  -h  (b  —  a  —  s)y  ~  o. 

On  peut  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  s  quelconque  et  x, /,  z  nuls, 
on  en  supposant 

(a  —  b  —  s)  (b  —  a  —  s)  —  (c  —  a)  (c  —  6)  =  o. 


CHAPITRE  X. 

DÉTERMINANTS;  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


§  1.  —  DÉFINITION  ET  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES 
DES  DÉTERMINANTS. 

139.  Imaginons  un  carré,  analogue  à  une  table  de  multiplication, 
décomposé  en  n-  petits  carrés  ou  cases.  Ces  n-  cases  forment  //  files 
ou  colonnes  verticales  :  imaginons  que  chaque  ligne  horizontale  soit 
affectée  d'un  numéro,  et  que  ces  numéros  aillent  en  croissant  quand 
on  descend  vers  le  bas  du  carré  :  les  numéros  seront,  le  plus  souvent, 
les  nombres  i,  2,  . . .,  ai;  dans  tous  les  cas,  la  ligne  du  haut,  celle  qui 
est  immédiatement  en  dessous,  . .  . ,  la  ligne  du  bas  s'appelleront  res- 
pectivement la  première  ligne  horizontale,  la  seconde  ligne,  .  .  . , 
la  /i"^'"«  ligne.  Imaginons  de  même  que  chaque  colonne  verticale  soit 
affectée  d'un  numéro  et  que  ces  numéros  aillent  en  croissant  quand 
on  va  de  gauche  à  droite  :  ces  numéros  seront,  le  plus  souvent,  les 
nombres  i,  2,  ...,/«;  dans  tous  les  cas  la  colonne  de  gauche,  celle 
qui  la  suit,  .  .  .,  la  colonne  de  droite  s'appelleront  respectivement  la 
première,  la  seconde,  .  .  . ,  la  /^'e"'«  colonne  verticale. 

Chaque  case  est  alors  déterminée  par  deux  numéros  :  le  premier 
sera  le  numéro  de  la  file  horizontale,  le  second  sera  le  numéro  de  la 
file  verticale,  qui  contiennent  cette  case.  Je  désignerai  souvent  une 
case  par  ces  deux  numéros  mis  entre  parenthèses;  si,  par  exemple, 
on  se  sert  des  nombres  i,  2,  3,  . . .,  n  pour  numéroter  les  lignes  et  les 
colonnes,  la  case  (2,  3)  appartiendra  à  la  seconde  ligne  et  à  la  troisième 
colonne;  les  cases  (i,  i),  (2,  2),  . . .,  (n,  n)  seraient  traversées  toutes 
par  la  diagonale  qui  va  du  sommet  en  haut  et  à  gauche  au  sommet  en 
bas  et  à  droite;  on  dit  souvent  qu'elles  appartiennent  à  la  diagonale 
principale  du  carré. 
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Imaginons  maintenant  que,  dans  chaque  case,  soit  placé  un 
nombre  :  on  a  ainsi  un  tableau  formé  de  n^  nombres,  distribués  dans 
le  grand  carré.  On  va  apprendre  à  déduire  de  ces  n^  nombres  un 
autre  nombre  qui  dépendra  de  leurs  valeurs  et  de  la  place  qu'il  occu- 
pera :  ce  sera  le  déterminant  des  n-  nombres. 

Ces  n"^  nombres,  ou  quelques-uns  d'entre  eux,  pourront  être  repré- 
sentés par  des  lettres  :  la  loi  de  formation  du  déterminant,  que  l'on 
va  décrire,  est  indépendante  de  valeurs  numériques  attribuées  à  ces 
lettres  ;  si  l'on  regarde  les  n-  éléments  (<)  du  déterminant  comme  des 
variables  distinctes,  l'expression  qu'on  va  apprendre  à  former  sera  un 
polynôme  du  premier  degré  par  rapport  à  chacune  des  variables,  un 
polynôme  homogène  et  du  /z'^'""  degré  par  rapport  à  l'ensemble 
des  n'^  variables. 

Un  déterminant  formé  au  moyen  de  n'^  éléments  rangés,  comme  on 
vient  de  l'expliquer,  dans  n  lignes  et  n  colonnes,  est  dit  du 
^ième  ordre. 

Il  est  la  somme  de  termes  formés  comme  on  va  le  dire. 

Chaque  terme  est  le  produit,  tel  quel  ou  changé  de  signe,  de  n  élé- 
ments pris  respectivement  dans  n  cases  différentes  du  carré,  deux  de 
ces  cases  ne  devant  jamais  appartenir  ni  à  la  même  ligne  horizontale 
ni  à  la  même  colonne  verticale.  Pour  obtenir  un  système  de  cases  qui 
satisfassent  aux  conditions  que  je  viens  de  dire  et  qui,  ainsi,  ren- 
ferment les  facteurs  d'un  terme  du  déterminant,  on  peut  procéder 
comme  il  suit  :  On  choisit  tout  d'abord  arbitrairement  une  première 
case;  les  autres  cases  ne  devront  plus  jamais  être  prises  ni  dans  la 
ligne  ni  dans  la  colonne  qui  contenaient  cette  première  case  ;  sauf  cette 
restriction,  le  choix  de  la  seconde  case  est  arbitraire  ;  les  cases  stiivantes 
ne  devront  plus  être  prises  ni  dans  la  ligne  ni  dans  la  colonne  qui  conte- 
naient cette  seconde  case  ;  sauf  les  restrictions  imposées  ainsi  par  le 
choix  des  deux  premières  cases,  le  choix  de  la  troisième  est  arbi- 
traire, etc.  Il  est  clair  d'après  cela  que  parmi  les  n  cases  d'où  sortent 
les  éléments  qui  sont  les  facteurs  d'un  terme,  il  y  en  a  une,  et  une 
seule,  qui  appartient  à  la  première  ligne,  une,  et  une  seule,  qui 
appartient  à  la  seconde  ligne,  ...  ;  il  y  en  a  de  même  une,  et  une 
seule,  qui  appartient  à  telle  colonne  verticale  que  l'on  veut. 


(')  J'emploie  à  dessein   ce  mot   vague,   qui   peut  désigner   aussi    bien   un  nombre, 
une  lettre,  une  variable,  une  fonction. 
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Autrement  dit,  si  les  cases  où  sont  pris  les  n  facteurs  sont  respec- 
tivement déterminées  par  les  n  couples  de  numéros 

(ai,  p.),     C^'^,  P2),      ...,     (a„,  §«), 

la  première  lettre  de  chaque  couple  a  étant  réservée  aux  numéros  des 
lignes,  et  la  seconde  aux  numéros  des  colonnes,  les  numéros  a,, 
a2,  .  .  ,  a,<  doivent  être  tous  distincts  et  coïncider,  abstraction  faite 
de  leur  ordre,  avec  l'ensemble  des  numéros  des  lignes  horizontales, 
en  sorte  que  la  suite  a,,  a^,  ...,  a„  constitue  un  arrangement  (n  à  n) 
de  ces  numéros;  de  même  les  nombres  [3,,  (3^,  ...,  '^,t  ne  sont  autre 
chose,  dans  leur  ensemble,  que  les  numéros  des  colonnes  verticales  ; 
la  suite  |3,,  ^:>,   .  .  .,  ^,i  est  un  arrangement  (n  à  n)  de  ces  numéros. 

Ceci  posé,  le  produit  considéré,  tel  quel,  est  un  terme  du  détermi- 
nant si  les  deux  arrangements  a,,  a.,,  ...,  a„  et  p,,  [^2,  ...,  ^n 
appartiennent  à  la  même  classe  (n"  125);  si  ces  deux  arrangements 
appartiennent  à  des  classes  différentes,  c'est  ce  produit  multiplié 
par  — I  qui  constitue  un  terme  du  déterminant.  Il  revient  au 
même  de  dire  que,  dans  tous  les  cas,  le  produit  considéré  doit  être 
multiplié  par  ( —  i)'^^*,  en  désignant  par  a  le  nombre  des  inversions 
contenues  dans  l'arrangement  a,,  ao,  ...,  x„  et  par  b  le  nombre  des 
inversions  contenues  dans  l'arrangement  ^,,  ^o?  •••5  ?>n-  J  appellerai 
ce  nombre  ( —  i  j«+6  jg  coefficient  du  terme  considéré. 

Le  produit  des  éléments  contenus  dans  les  cases 

(a„  Pi),     (a2,  ^2),      ...,     {%n,  ?>u) 

ne  dépend  évidemment  pas  de  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  ces 
cases  ou  les  facteurs  du  produit;  il  en  est  de  même  du  coeffi- 
cient {■ —  i)«+*  dont  ce  produit  doit  être  aUecté. 

Si,  en  effet,  on  transpose  deux  facteurs,  on  transpose  par  là  même, 
dans  l'arrangement  a,,  x.,j  . . .,  a„,  les  deux  numéros  des  lignes  hori- 
zontales qui  contiennent  ces  deux  facteurs,  et  dans  l'arrangement  ^,, 
^2,  . .  -5  1^//  les  deux  numéros  des  colonnes  verticales  qui  contiennent 
ces  deux  facteurs  :  chaque  arrangement  change  de  classe;  les  deux 
arrangements,  s'ils  étaient  de  même  classe,  restent  de  même  classe  ;  ils 
restent  de  classes  différentes  s'ils  étaient  de  classes  différentes.  Or, 
on  peut,  par  de  pareilles  transpositions,  amener  tel  facteur  qu'on 
veut  à  la  place  qu'on  veut. 
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On  voit  aussi  qu'un  terme  du  déterminant  n'est  nullement  changé 
si,  en  laissant  chaque  élément  à  sa  place,  on  modifie  les  numéros  des 
lignes  ou  des  colonnes,  pourvu  qu'on  observe  la  règle  relative  à  la 
façon  dont  ces  numéros  doivent  croître  :  une  telle  modification,  en 
effet,  ne  change  point  les  nombres  d'inversions  contenues  dans  l'ar- 
rangement a,,  ao,  ...,  a„  ou  [S,,  {^^j  •••,  p/i- 

Le  déterminant  est  la  somme  de  tous  les  termes  distincts  que  l'on 
peut  former  d'après  la  règle  précédente. 

Sont  regardés  comme  distincts  deux  termes  tels  que  tous  les  fac- 
teurs du  premier  ne  proviennent  pas  des  mêmes  cases  que  tous  les 
facteurs  du  second.  Si  tous  les  facteurs  d'un  terme  proviennent  des 
mêmes  cases  que  les  facteurs  d'un  autre  terme,  les  deux  termes  sont 
regardés  comme  identiques,  lors  même  que  l'ordre  des  facteurs  dif- 
fère :  l'un  d'eux  seulement  doit  figurer  dans  le  déterminant. 

Le  carré,  avec  ces  n^  cases  dont  chacune  contient  un  élément  du 
déterminant,  sert  à  représenter  celui-ci.  Toutefois,  on  se  dispense 
de  figurer  les  lignes  horizontales  et  verticales  qui  délimiteraient  les 
n^  cases  :  on  ne  conserve  que  les  deux  barres  verticales  qui  limitent 
le  carré  à  droite  et  à  gauche.  La  place  des  cases,  dont  rien  n'em- 
pêche de  continuer  à  parler  comme  si  elles  existaient  réellement,  est 
suffisamment  déterminée  par  la  place  qu'occupent  les  éléments.  Par 
exemple,  les  symboles 


a 

b 

c 

3 

7 

j 

a 

b' 

c 

4 

— 2 

a" 

b" 

c 

sont  des  déterminants  du  second  et  du  troisième  ordre.  Pour  en  ob- 
tenir le  développement,  d'après  la  règle  précédente,  je  supposerai  que 
les  lignes  et  les  colonnes  soient  numérotées  au  moyen  des  nombres  i, 
2  pour  le  premier,  au  moyen  des  nombres  i,  ^,  3  pour  le  second. 

Considérons  d'abord  le  premier  :  Un  terme  du  développement  doit 
contenir  deux  facteurs  dont  l'un  appartient  à  la  première  ligne, 
l'autre  à  la  seconde,  dont  l'un  appartient  à  la  première  colonne,  l'autre 
à  la  seconde.  L'élément  3  placé  dans  la  case  (  i ,  i  )  ne  peut  être  associé, 
pour  former  un  terme  du  déterminant,  qu'à  l'élément  —  i  placé  dans 
la  case  (a,  2);  le  coefficient  de  ce  terme  est  1,  puisque  les  arrange- 
ments formés  respectivement  par  les  premiers  numéros  des  deux 
couples  (i,  1),  (2,  2)  et  par  les  deux  seconds  numéros  de  ces  mêmes 
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couples,  ne  comportent  pas  d'inversions;  l'élément  4  placé  dans  la 
case  (2,  1)  ne  peut  être  associé  qu'avec  l'élément  7  placé  dans  la 
case  (i,  2);  le  coefficient  du  produit  est  — i,  puisque  les  deux 
arrangements  2,  i  et  i,  2  comportent  en  tout  une  inversion.  La  va- 
leur du  déterminant  est  3  x  ( —  2)  —  -'x4=  —  34-  La  valeur  d'un 
déterminant  du  second  ordre  est  la  différence  entre  le  produit  des  élé- 
ments de  la  diagonale  principale  et  le  produit  des  deux  autres  élé- 
ments. 

Considérons  de  même  le  second  déterminant  :  l'élément  a  de  la 
case  (i,  i)  ne  peut  être  associé  qu'avec  des  éléments  appartenant  l'un 
à  la  seconde  ligne,  l'autre  à  la  troisième  ligne,  l'un  à  la  seconde 
colonne,  l'autre  à  la  troisième;  c'est-à-dire  ou  avec  les  éléments  6',  c" 
appartenant  aux  cases  (2,  2),  (3,  3),  ou  avec  les  éléments  6",  c' appar- 
tenant aux  cases  (3,  2),  (2,  3);  le  produit  ab' c"  formé  avec  les  élé- 
ments appartenant  aux  cases  (i,  1),  (2,  2),  (3,  3)  doit  être  affecté  du 
coefficient  i;  le  produit  ab" c'  formé  avec  les  éléments  appartenant 
aux  cases  (i,  1),  (3,  2),  (2,  3)  doit  être  affecté  du  coefficient  —  i, 
puisque  les  arrangements  i,  3,  2,  et  i,  2,  3  comportent  en  tout  une 
inversion  :  les  autres  termes  du  déterminant  doivent  contenir  soit 
l'élément  a',  soit  l'élément  a".  L'élément  a'  ne  peut  être  associé 
qu'avec  les  éléments  b  et  c"  ou  les  éléments  b"  et  c;  le  produit  a' bd' 
formé  d'éléments  appartenant  aux  cases  (2,  i),  (i,  2),  (3,  3)  doit  être 
affecté  du  coefficient  —  i  ;  le  produit  a'  b" c  doit  être  affecté  du  coef- 
ficient H-  I  ;  enfin  l'élément  a!'  ne  peut  être  associé  qu'avec  les  élé- 
ments b  et  c',  ou  b'  et  c;  les  produits  d' bd  et  d' b' c  doivent  être 
affectés  des  coefficients  i  et  —  i  ;  le  déterminant  est 

ab'  c"  —  ab" d  —  a'  bd'  -^  a'  b"  c  -\-  a!'  bd  —  a"  b'  c  ; 
c'est  l'expression  déjà  étudiée  au  n°  13o. 

14-0.  Revenons  au  cas  général,  à  un  déterminant  du  /i'*'"^  ordre;  je 
suppose  que  les  lignes  horizontales  et  les  colonnes  verticales  soient 
numérotées  au  moyen  des  nombres  1 ,  2,  . . .,  n.  Considérons  un  terme 
quelconque  du  déterminant.  Puisqu'on  peut  ranger  comme  on  veut 
les  facteurs  de  ce  terme,  on  peut  s'arranger  pour  que  les  premiers 
numéros,  tous  distincts,  des  cases  qui  contiennent  ces  facteurs  se  suc- 
cèdent dans  un  ordre  déterminé,  par  exemple,  dans  l'ordre  i,  2,  . . ., 
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n;  les  couples  de  numéros  dont  sont  affectées  les  cases,  rangées 
comme  le  sont  les  facteurs  qu'elles  contiennent,  seront  alors  (i,  [i,). 
(2,  ^2)7  •  •  -1  (f^i  (^/i)  en  désignant  par  ^, ,  ^21  -  -  •■,  pn  les  numéros  i , 
2,  .  .  .,  /î  rangés  dans  un  certain  ordre,  ou,  si  l'on  veut,  un  arrange- 
ment (n  à  n)  de  ces  numéros.  Suivant  que  cet  arrangement  con- 
tiendra un  nombre  pair  ou  impair  d'inversions,  le  produit  des  fac- 
teurs contenus  dans  les  cases  devra  être  affecté  du  coefficient  i  ou  du 
coefficient  —  i .  Supposons  que  dans  chaque  terme  du  déterminant, 
les  facteurs  soient  ainsi  rangés. 

A  chaque  arrangement  |i(,  [S^,  ...,  §«  (n  à  n)  des  /^  numéros  i, 
2,  ...,  n  correspondra  un  système  de  cases  (i,  p,  ),  (2,  ^2)5  •••5 
(«,  P/i),  un  terme  du  déterminant;  à  deux  arrangements  distincts 
correspondront  deux  termes  distincts  ;  il  y  a  autant  de  termes  que 
d'arrangements,  c'est-à-dire  i  .  2  . . .  /^.  Comme  il  y  a  autant  d'arran- 
gements de  première  classe  que  d'arrangements  de  seconde  classe,  il 
y  a  autant  de  termes  affectés  du  coefficient  i  que  de  termes  affectés 
du  coefficient  —  1 . 

Le  terme  dont  les  facteurs  sont  contenus  dans  les  cases  (1,  i), 
(2,2),  ..,,  (n,  n),  que  l'on  appelle  souvent  terme  principal  du 
déterminant,  a  pour  coefficient  i . 

Si  l'on  considère  deux  systèmes  de  cases 

(i,[3i),    (-2,^2),     ...,     («,  ^«), 

(i,^;),   (2,  p'2),    ...,   (n,  p;,), 

rangées  comme  on  l'a  expliqué,  les  termes  correspondants  du  détermi- 
nant auront  le  même  coefficient,  ou  des  coefficients  symétriques,  sui- 
vant que  les  deux  arrangements  [nk  n)  ^,,  [^25  •••?  P«  et  3',,  [i',,  ...,  jS',^ 
seront,  ou  non,  de  mêmes  classes  ou  de  classes  différentes,  ou,  si  l'on 
veut  (n"'*  124,  123),  suivant  que  l'on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par 
un  nombre  pair,  ou  un  nombre  impair  de  transpositions.  Cette 
remarque  est  souvent  commode  pour  reconnaître  le  coefficient  d'un 
terme  en  le  comparant  à  un  autre  terme,  de  coefficient  connu,  en  par- 
ticulier au  terme  principal. 

Au  lieu  de  ranger  les  facteurs  d'un  terme  de  manière  que  les 
premiers  numéros  des  cases  qui  contiennent  ces  facteurs  forment  la 
suite  1,2,  . . . ,  /i,  on  peut  les  ranger  de  manière  que  ce  soient  les 
seconds  numéros  qui  forment  cette  même  suite  ;  les  couples  de 
numéros,  dont  sont  affectées  les  cases,  rangées  comme  le  sont  les 
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facteurs  qu'elles  contiennent,  sont  alors  (a,,  i),  (a2,  2),  .  .  .,  (a„,  /?), 
en  désignant  par  a, ,  a^,  .  .  . ,  a,,  un  arrangement  (n  k  n)  des  nombres 
1,2,  .  .  .,  n.  On  pourrait  répéter,  sur  cette  seconde  façon  de  ranger 
les  facteurs  de  chaque  terme  de  déterminant,  ce  que  l'on  a  dit  sur  le 
premier  mode. 

141.  Etant  donné  un  déterminant,  on  peut  en  déduire  un  second 
déterminant  en  remplaçant  l'élément  situé  dans  une  case  quelconque 
par  l'élément  situé  dans  la  case  symétrique  par  rapport  à  la  diagonale 
principale,  ou,  comme  on  dit  d'une  façon  un  peu  brève,  en  échan- 
geant les  lignes  et  les  colonnes  :  on  entend  par  là  qu'on  remplace  les 
éléments  de  la  y»'^"*'  ligne  par  les  éléments  de  la  y?"''"^  colonne  et  réci- 
proquement. Bien  entendu,  après  le  changement,  les  éléments  d'une 
ligne  se  trouvent  rangés  dans  l'ordre  qu'ils  occupaient  dans  la 
colonne,  etc. 

Il  est  à  peine  utile  de  faire  remarquer  que,  dans  les  deux  détermi- 
nants, les  éléiTients  de  la  diagonale  sont  les  mêmes. 

Les  deux  déterminants,  une  fois  développés,  sont  identiques  terme 
à  terme.  Je  suppose  en  effet  que,  dans  les  deux  déterminants,  les 
lignes  et  les  colonnes  soient  numérotées  au  moyen  des  nombres  i, 
2,  ...,  n.  L'élément  qui,  dans  le  premier  déterminant,  appartenait  à 
la  a'^""  ligne  et  à  la  P'™''  colonne,  appartiendra,  dans  le  second,  à  la 
j3'^™e  ligjie  Qi  à  la  a""™"  colonne  ;  si  l'on  considère  un  terme  du  premier 
déterminant  dont  les  facteurs  figurent  dans  les  cases  (ce,,  [3,), 
[0.2,  ^2)7  •  '  '1  {'^ni  \^n)  du  premier  déterminant,  ces  mêmes  facteurs 
figureront  dans  les  cases  ([^,,a,),  (^o,  aj),  ...,  (^n,  a,,)  du  second 
déterminant;  ils  fourniront,  dans  les  deux  développements,  deux 
termes  identiques,  afiectés  du  même  coefficient  ( —  1)'*+*=  ( —  i)*+«; 
à  chaque  terme  d'un  déterminant  correspond  un  terme  identique  de 
l'autre  déterminant.  Les  deux  développements  sont  identiques  terme 
à  terme. 

On  désigne  sous  le  nom  de  déterminant  symétrique  un  détermi- 
nant dans  lequel  les  éléments  placés  symétriquement  par  rapport  à  la 
diagonale  principale  [les  éléments  placés  dans  les  cases  (a,  ^),  (P,  a)] 
sont  égaux  :  tel  est  le  déterminant 

145 

4  x    "6    . 

5  6     3 

T.  23 
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Pour  un  pareil  déterminant,  le  théorème  précédent  n'apprend  évi- 
demment rien.  L'aspect  de  ce  déterminant  n'est  pas  changé  quand 
on  y  échange  les  lignes  et  les  colonnes. 

On  désigne  sous  le  nom  de  déterminant  symétrique  gauche,  un 
déterminant  dans  lequel  les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont 
nuls  et  dans  lequel,  de  deux  éléments  placés  symétriquement  par 
rapport  à  la  diagonale,  l'un  se  déduit  de  l'autre  en  le  multipliant 
par  —  I  ;  tel  est  le  déterminant 

o     —  r  q 

r  o     — p 

—  qpo 

Le  théorème  précédent  montre  qu'un  déterminant  symétrique 
gHuche  ne  change  pas  quand  on  en  multiplie  tous  les  éléments  par  —  i . 
Cela  revient  en  effet,  pour  un  tel  déterminant,  à  échanger  les  lignes 
et  les  colonnes. 


142.  Lorsque,  dans  un  déterminant  quelconque,  on  remplace  les 
éléments  qui  figurent  dans  une  ligne  par  les  éléments  correspon- 
dants (')  d'une  autre  ligne,  et,  réciproquement,  les  éléments  de  cette 
autre  ligne  par  ceux  qui  occupaient  la  place  qu'on  vient  de  leur 
attribuer,  on  forme  un  nouveau  déterminant  qui  est  égal  au  premier 
changé  de  signe. 

Je  vais  montrer,  en  effet,  que  chaque  terme  de  l'un  des  détermi- 
nants est  identique  à  un  terme  de  l'autre,  changé  de  signe. 

Supposons  que  les  lignes  et  les  colonnes  soient  numérotées  au 
moyen  des  nombres  i,  2,  ...,  /i  et  qu'on  échange  entre  elles,  au 
sens  qu'on  vient  de  dire,  la  a'^""*  ligne  et  la  a'^""®  ligne. 

Considérons  un  terme  quelconque  du  déterminant  proposé,  dont 
les  facteurs  appartiennent  aux  cases 


(')  En  disant  de  deux  éléments  appartenant  à  deux  lignes  distinctes  qu'ils  sont 
correspondants,  y enttnA?)  qu'ils  appartiejinent  à  la  même  colonne;  de  même,  deux 
éléments  correspondants  de  deux  colonnes  différentes  appartiennent  à  une  même 
ligne. 
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ces  mêmes  éléments,  dans  le  second  déterminant,  figureront  dans 
les  cases 

(a,,  pi),     (aj,  ^2),      ...,     (a<7>  P/.)>      •••,     («p,  3^)»      •••,     {^n,^n)\ 

ils  seront  encore  les  facteurs  d'un  terme  du  second  déterminant, 
puisque  les  numéros  a),  ao,  ...,  a„  sont  distincts,  ainsi  que  les 
numéros  {3,,  [îo,  ...,  ^w  ;  mais  le  coefficient  de  ce  terme,  dans  le 
second  déterminant,  ne  sera  pas  le  même  que  dans  le  premier;  en 
effet,  l'arrangement  (n  k  n)  formé  par  les  seconds  numéros  est  le 
même,  soit  pour  le  premier  déterminant,  soit  pour  le  second;  mais 
les  deux  arrangements  a,,  ag,  .  .  • ,  a^,  . . .,  a^,  . . .,  a,i  et  a,,  ao,  . . ., 
a^,  . ..,  a^p,  . . . ,  a„  n'appartiennent  pas  à  la  même  classe  (n"  124). 

On  énonce  brièvement  ce  théorème  en  disant  qu'on  multiplie  un 
déterminant  par  —  i  quand  on  échange  entre  elles  deux  lignes  ou 
deux  colonnes. 

Il  en  résulte  qu'un  déterminant  est  nul  lorsque  les  éléments  qui 
figurent  dans  une  ligne  sont  respectivement  égaux  aux  éléments  cor- 
respondants d'une  autre  ligne,  ou,  comme  l'on  dit,  lorsqu'il  a  deux 
lignes  identiques. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  le  déterminant 


a 

b 

c 

a 

b 

c 

a" 

b" 

c 

la  valeur  numérique  de  ce  déterminant  doit,  quelles  que  soient  les 
valeurs  numériques  attribuées  aux  lettres  a,  b,  c,  a",  6",  c",  être  mul- 
tipliée par  —  I  quand  on  échange  entre  elles  deux  lignes  quelconques  ; 
mais,  si  l'on  échange  entre  elles  les  deux  premières  lignes,  qui  sont 
identiques,  cette  valeur  numérique  ne  peut  évidemment  être  changée; 
or,  un  nombre  égal  à  son  symétrique  est  nul  ;  le  déterminant  proposé 
est  donc  nul  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  lettres  «,  6,  c, 
a",  6",  c"  :  il  est  identiquement  nul;  tous  les  termes  de  son  dévelop- 
pement doivent  se  détruire. 

/Vu  reste,  on  voit  très  bien  comment  les  termes  se  détruisent. 
D'une  part,  le  déterminant  proposé  et  le  déterminant  qu'on  en  déduit 
en  échangeant  les  deux  premières  lignes  conduisent  évidemment  au 
même  développement;  d'autre  part,  en  vertu  de  ce  qu'on  vient  de  dire. 
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chaque  terme  du  second  développement  se  déduit  d'un  terme  du 
premier  en  changeant  de  signe  son  coefficient,  c'est-à-dire  qu'à 
chaque  terme  du  déterminant  proposé  correspond  un  terme  qui  le 
détruit. 

Le  raisonnement  est  évidemment  général;  la  vérification,  pour 
l'exemple  cité,  est  immédiate  sur  les  formules  du  n"  i3o. 

143.  Considérons  un  déterminant  A,  d'ordre  /?,  dont  les  lignes  et 
les  colonnes  soient  numérotées  au  moyen  des  nombres  i,  2,  ...,  n\ 
et  regardons  tous  les  éléments  comme  distincts;  un  élément  de  ce 
déterminant  entre  comme  facteur  dans  plusieurs  termes;  il  n'y  entre 
d'ailleurs  qu'une  fois,  en  sorte  que,  si  l'on  regarde  cet  élément  comme 
une  variable  et  qu'on  le  désigne  pour  un  instant  par  x,  le  détermi- 
nant sera  du  premier  degré  en  x,  et  pourra  se  mettre,  en  l'ordonnant 
par  rapport  à  x,  sous  la  forme  Kx  -\-  B. 

On  appelle  mineur  d'un  déterminant,  relatif  à  un  élément  de  ce 
déterminant,  le  coefficient  de  cet  élément  dans  le  développement  du 
déterminant,  ordonné  par  rapport  à  ce  même  élément. 

Dans  la  notation  précédente,  A  est  le  mineur  relatif  à  l'élément  x. 
Je  vais  donner  une  règle  pour  le  calculer. 

Considérons  les  termes  du  développement  qui  contiennent  en  fac- 
teur l'élément  dont  on  cherche  le  mineur,  et  supposons  qu'on  ait, 
dans  tous  ces  termes,  placé  en  tête  l'élément  considéré.  Les  facteurs 
qui  entrent  dans  un  de  ces  termes  appartiendront  aux  cases 

et,  en  vertu  de  l'hypothèse  qu'on  vient  de  faire,  la  case  (a,,  ^,)  sera 
la  même  pour  tous  les  termes  considérés. 

Les  numéros  aa,  as,  . . .,  a„  sont,  dans  leur  ensemble,  les  nombres 
I,  2  ,...,  /i,  d'où  l'on  a  retiré  a,  ;  les  numéros  [32,  ^3,  ...,  ^/,  sont,  de 
même,  les  nombres  i,  2,  . . . ,  /z,  d'où  l'on  a  retiré  [3|.  Soient,  comme 
plus  haut,  a  ei  b  les  nombres  respectifs  d'inversions  contenues  dans 
les  arrangements  a,,  a^,  ...,  a,j  et  [3,,  jSo,  ..  .,  |3„ ;  soient  a'  et  b'  les 
nombres  respectifs  d'inversions  contenues  dans  les  arrangements  a^, 
0.3,  ...,  (Xn  et  1^2,  [^3,  •  •  -5  P«;  on  A  a  =  a'  -h  cf.i  —  i ,  b  =  b'  -\-  p,  —  i 
(n"  125).  Le  coefficient  du  terme  considéré  est 
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Le  produit  par  ( —  j  )«'+*'  des  éléments  contenus  dans  les  cases 

(22,1^2),     (as,  Ps),      (a«,  ^/î) 

est  un  terme  du  déterminant  A',  d'ordre  n  —  i,  qui  se  déduit  du 
déterminant  A  en  supprimant  la  ligne  de  rang  a,  et  la  colonne  de 
rang  ^,.  Il  suffît,  pour  s'en  convaincre,  de  se  reporter  à  la  définition 
générale  en  supposant  que,  dans  le  déterminant  du  (n  —  i  )'*'"*'  ordre,  les 
lignes  et  les  colonnes  conservent  chacune  le  même  numéro  d'ordre 
qu'elles  avaient  dans  le  déterminant  primitif.  Cette  même  définition 
montre  que,  en  prenant  dans  le  développement  de  A  tous  les  termes 
qui  contiennent  en  fadeur  l'élément  de  la  case  (a,,  [3|),  on  obtient, 
de  la  façon  qu'on  vient  de  dire,  tous  les  termes  de  A'.  Le  coefficient 
de  l'élément  de  la  case  (a,,  |i,),  dans  le  développement  de  A,  est  donc 

Ainsi,  le  mineur  d'un  déterminant  relatif  à  un  élément  quelconque 
s'obtient  en  multipliant  par  une  puissance  de  —  i  dont  l'exposant  est 
la  somme  des  numéros  d'ordre  respectifs  de  la  ligne  et  de  la  colonne 
qui  contiennent  cet  élément  le  déterminant  qui  se  déduit  du  proposé 
par  la  suppression  de  cette  ligne  et  de  cette  colonne.  Je  rappelle  que, 
dans  le  déterminant  proposé,  les  lignes  et  les  colonnes  sont  numé- 
rotées I,  2,  .  . .,  n. 

On- reconnaît  de  suite,  en  se  reportant  à  la  façon,  expliquée  plus 
haut,  de  développer  un  déterminant  du  second  ordre 


a     b 
a'     b' 


=  ab' —  a' 6, 


que  cette  règle  s'applique  encore  à  un  tel  déterminant,  si  l'on  convient 
de  regarder  un  déterminant  du  premier  ordre,  qui  se  réduit  à  un 
seul  élément,  comme  égal  à  cet  élément. 

14-4.  D'après  la  définition  d'un  déterminant,  il  y  a  dans  chaque 
terme  un  élément  qui  appartient,  par  exemple,  à  la  yo'^™"  ligne;  si  l'on 
regarde  les  éléments  de  la />'^™*  ligne  comme  des  variables,  le  détermi- 
nant proposé  sera  une  fonction  linéaire  des  éléments  de  cette  yo'^""' ligne, 
et  l'on  vient  d'apprendre  à  déterminer  les  coefficients  de  cette  fonc- 
tion. 
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Considérons,  par  exemple,  le  déterminant  du  troisième  ordre 

i      b      c 


A  = 


b" 


Développons-le  suivant  les  éléments  de   la  première  ligne,  de   la 
seconde  ligne,  de  la  troisième  ligne,  on  trouvera 

A  =  Aa-HBè-HCc  =  A'«'+  B'è+  G'c'=  A"a"+  B"6"-h  c"  c\ 
en  posant,  d'après  la  règle  précédente. 


b' 

c' 

A  = 

b" 

c" 

b 

c 

A'  =  — 

b" 

c" 

b 

c 

A"  = 

b' 

c' 

B  = 


B' 


a  c 

I  a"  c" 

I  a  c 

I  a  c 

a  c 

a'  c' 


C'  =  — 


C": 


a' 

b' 

a" 

b" 

a 

b 

a!' 

b" 

a 

b 

a' 

b' 

On  retrouve,  en  se  reportant  à  la  règle  pour  développer  un  déter- 
minant du  second  ordre,  les  mêmes  notations  qu'au  n"  135  et 
quelques-unes  des  identités  établies  dans  ce  même  numéro. 

Si  l'on  considère  l'une  des  expressions  de  A,  A«+  B6h-Cc  par 
exemple,  on  sait  que  les  éléments  a,  6,  c  qu'on  y  a  mis  en  évidence 
ne  figurent  pas  dans  les  mineurs  A,  B,  G,  en  sorte  que,  si,  dans  cette 
expression,  on  conserve  la  même  signification  aux  lettres  A,  B,  G  et 
qu'on  remplace  a,  6,  c  par  a,  jB,  y,  le  résultat  Aa  +  B^  +  Gy  ne  sera 
avitre  chose  que  le  déterminant  proposé,  où  l'on  a  remplacé  a,  6,  c 
par  a,  ^,  y,  c'est-à-dire  le  déterminant 


b' 
b" 


en  particulier  l'expression  Ko!  -\-  B6' 
déterminant  à  deux  lignes  identiques 


Gc'  n'est  autre  chose  que  le 


b' 
b' 
b" 
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c'est-à-dire  o.  On  aura  donc 


\  a'  -\-  B  b'  -r-  C  c'  =  0, 
Â«"+B6"^Cc"=.o, 

et  les  identités  analogues  (n"  13o). 

Ce  que  l'on  a  dit  des  lignes  vaut  pour  les  colonnes  et  l'on  aura  de 
même 

A  =  A«  +  A'a'+A"a"=  B6  +  B'è'-+- B"6"  =  Ce  +  G'c'+ G"c", 
A6  +  A'è'-H-A'6"  =  o, 


etc. 


Le  déterminant  du  quatrième  ordre 


A  = 


a  b  c  d 

a'  b'  c'  d' 

a"  b"  c"  d" 

a'"  b'"  c'"  d'" 


serait  de  même  égal  à  Aa  +  B6  -h  Ce  +  De/,  en  posant 


C  = 


b' 

c' 

d' 

a' 

c' 

d 

b" 

c" 

d' 

B==- 

a" 

c" 

d" 

b"' 

d" 

d'" 

a"' 

d" 

d" 

a' 

b' 

d' 

a' 

b' 

d 

a" 

b" 

d" 

,         D=- 

a" 

b" 

c" 

a'" 

b'" 

d" 

d" 

b'" 

c" 

puisqu'on  sait  développer  chacun  de  ces  déterminants  du  troisième 
ordre,  on  n'aura  aucune  peine  à  obtenir  le  développement  complet 
du  déterminant  du  quatrième  ordre.  On  pourra  tout  aussi  bien  le 
mettre  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes 

A'  d  +  B'  6'  +  C  d  ■+■  D'  d, 
y  a"  -H  B"  b"  -f-  G"  c"  +  D"  d', 

A"'a"'-i-  B"'6"'+  G"'c"'+  T>"' d" . 

Si  l'on  veut  par  exemple  l'expression  de  C,  c'est-à-dire  du  mineur 
relatif  à  l'élément  c'  qui  figure  dans  la  seconde  ligne  et  la  troisième 
colonne;  on  voit,  puisque  ( — 1)2+»  est  égal  à  — i,  que  ce  mineur 
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est 
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G'  =  - 


b 
h" 
b" 


d 
d" 
d'" 


A  peut,   de  même,   en  le  développant  suivant  les  éléments  d'une 
colonne,  être  mis  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes 


A«  +  A'a' 

-4- A"  a 

'-^k"'a"' 

Bè  +  B'è' 

-+-B"6" 

4-  B"'è"', 

Ce  +G'c' 

+  G"c" 

+  G"'c"', 

Drf+  Xi'd' 

-l-D"rf' 

+  Wd'". 

Enfin  il  y  a  douze  identités,  analogues  à  celles  qu'on  a  obtenues 
pour  le  déterminant  du  troisième  ordre  et  s'établissant  de  même, 

telles  que 

A  a'  +  B  6'  +  G  c'  +  D  rf'  =  o, 


et  douze  autres  du  type 

A6  + A'è'- 


X"  b" -h  y  b'"  =  o. 


En  d'autres  termes,  la  somme  des  éléments  d'une  colonne,  respec- 
tivement multipliés  par  les  mineurs  relatifs  aux  éléments  correspon- 
dants d'une  autre  colonne  est  nulle,  ainsi  que  la  somme  des  éléments 
d'une  ligne,  respectivement  multipliés  par  les  mineurs  relatifs  aux 
éléments  correspondants  d'une  autre  ligne.  On  rappelle  que  le  mineur 
relatif  à  un  élément  de  A  ne  contient  aucun  élément  représenté  par 
la  même  lettre,  ou  accentué  de  la  même  façon  que  cet  élément. 

Lorsque  tous  les  éléments  d'une  ligne,  ou  d'une  colonne,  sont 
nuls,  il  est  clair,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  que  le  déterminant 
est  nul.  Si  tous  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne,  sauf  un, 
sont  nuls,  le  déterminant  se  ramène  immédiatement  à  un  détermi- 
nant dont  l'ordre  est  moindre  d'une  unité,  comme  on  le  voit  de  suite 
en  le  développant  suivant  les  éléments  de  la  ligne  ou  de  la  colonne 
considérée.  Si,  par  exemple,  on  développe  le  déterminant 


3 

4 

6 

o 

o 

3 

I 

1 

o 

o 

o 

2 
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suivant  les  éléments  de  la  dernière  ligne,  on  voit  que  le  mineur  relatif 
à  l'élément  2  de  cette  ligne  est  le  produit  de  ( —  i)3+^  =  —  i  par  le 
déterminant 


3     4     7 
o    o    4 

I         '2        3 


Ce  dernier  déterminant  admet  encore  une  ligne  dont  les  éléments 
sont  nuls,  sauf  l'élément  4  auquel  correspond  le  mineur 


3    4 
I     2 


—  6  -H  4  =  —  ï  ; 

la  valeur  du  déterminant  du  quatrième  ordre  est  2  x  4  X  2  =  16. 

145.  Jusqu'à  présent,  lorsqu'un  déterminant  n'était  pas  écrit  tout 
au  long,  je  ne  me  suis  servi,  pour  en  désigner  un  élément,  que  du 
couple  de  numéros  qui  désigne  la  case  où  figure  cet  élément.  Une 
notation  fréquemment  employée,  et  d'ailleurs  très  voisine  de  celle-là, 
consiste  à  désigner  chaque  élément  par  une  même  lettre  affectée  de 
deux  indices,  dont  le  premier  est  le  premier  numéro  de  la  case  cor- 
respondante, dont  le  second  est  le  second  numéro.  Ainsi,  en  suppo- 
sant que  les  cases  et  les  colonnes  soient  numérotées  au  moyen  des 
nombres  1,2,  ...,  n,  l'élément  appartenant  à  la  a'^'""  ligne  et  à  la 
^iéme  colonne  pourra  se  représenter  par  «a,p  ou  ««;  dans  la  seconde 
notation,  a  n'est  pas  un  exposant,  mais  un  indice  supérieur.  C'est  de 
la  première  notation  que  je  me  servirai  le  plus  souvent.  Avec  cette 
notation,  un  déterminant  du  second  ordre,  ou  du  troisième,  s'écri- 
ront 

^1,1        <^l,2       ^1,3 


«1,1 
«2,1 


«1,2 
«2,2 


«2,1 
«3.1 


«2,2        «2,3 
«3,2        «3,3 


On  supprime  souvent  les  virgules  entre  les  deux  indices,  quand  il 
n'y  a  pas  de  confusion  à  craindre. 

Il  importe  toutefois  de  remarquer  que  l'on  peut  avoir  d'autres 
raisons  pour  introduire  ces  symboles  formés  d'une  lettre  affectée  de 
deux  indices,  afin  de  représenter  certains  nombres,  ou  certaines 
variables,  et  qu'on  peut  avoir  à  faire  figurer  ces  symboles  dans  un 
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déterminant  écrit  à  la  façon  ordinaire;  on  peut  se  trouver  alors  en 
contradiction  avec  la  règle  précédente  :  c'est  toujours  à  la  disposi- 
tion des  éléments  dans  le  carré  qui  représente  le  déterminant  et  à 
la  définition  du  n°  139  qu'il  faut  se  reporter^  et  non  à  la  règle  que 
je  viens  de  donner.  Ainsi  le  déterminant 


est,    quand   on  le   développe,    égal   à   a),2'^'f2,i  —  <^i,i<^'f2,2   (i^"  139). 
L'égalité 


«2,2       <^'2,1 


«1,1        «1,2 
«2,1        «2,2 


exprime,  pour  un  déterminant  du  second  ordre,  le  théorème  d'après 
lequel  un  déterminant  change  de  signe  quand  on  échange  entre  elles 
deux  colonnes. 

Cette  observation  s'applique  en  particulier  quand,  un  déterminant 
étant  écrit  d'après  la  règle  donnée  au  commencement  de  ce  numéro, 
on  le  développe  suivant  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne, 
quand  on  écrit  par  exemple 


«11  «12  «13 
«21  «22  «23 
«31        «32       «Î3 


«n 


«22 

«23 

—  «21 

«32 

«33 

«12 

«13 

+  «31 

«32 

«33 

«12       «13 
«22       «23 


Dans  le  second  membre,  les  déterminants  qui  multiplient  respec- 
tivement «4  1,  «21 5  <^3i  ont  pour  valeurs  respectives 

«22«33 —  «23«32)        «12«33 —  «32«137        «12«23 —  «13«22- 

11  convient  d'adopter  pour  les  mineurs  relatifs  à  un  élément  une 
notation  qui  rappelle  cet  élément.  C'est  ce  qu'on  a  fait,  pour  les 
déterminants  du  troisième  et  du  quatrième  ordre,  en  employant  la 
même  lettre  (mais  d'un  autre  type)  et  le  même  accent  que  pour 
l'élément. 

Quand  on  emploie  la  notation  précédemment  expliquée  qui  con- 
siste à  désigner  par  a^^p  l'élément  qui  appartient  à  ;la  a'^"*"  ligne  et  à 
la  ,3'^™®  colonne,  il  convient,  de  même,  de  désigner  par  Aa,p  le  mi- 
neur correspondant.  Aa,p  sera  le  produit  par  ( —  1)°*+^  du  déterminant 
obtenu  en  supprimant  la  a'^"**  ligne  et  la  jâ'*™"  colonne. 
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Les  éléments  de  la  a'^™^  ligne  sont  respectivement  «a,!,  ««,25  •••» 
«a,/i  et  les  mineurs  correspondants  A.a,i,  Aa,2?  •••?  Aa,/i.  Les  éléments 
de  la  ^''■""^  colonne  sont  respectivement  a,,p,  «2,pj  •••?  ««,^7  et  les 
mineurs  correspondants  A,,p,  A^^p,  ...,  A„^p;  la  règle  précédemment 
établie  pour  développer  un  déterminant  suivant  les  éléments  d'une 
ligne  ou  d'une  colonne,  le  fait  qu'un  déterminant  est  nul  quand  il  a 
deux  lignes  identiques  ou  deux  colonnes  identiques,  s'expriment  par 
les  identités  suivantes,  dans  lesquelles  A  désigne  le  déterminant  con- 
sidéré, et  dans  lesquelles  on  suppose  essentiellement,  pour  les  deux 
dernières,  que  a  est  différent  de  |3, 

-^a,  1  <^a,  I  ~^  ^a,  2  ^x,  2  -H  •  •  •  +  A.a,  n  ^a.,  n  =^  ^1 

Aa,  1  «3, 1  -t-  Aa,  2  «p,  2  +  •  •  •  -H  A»,  «  «^,  n  =  O, 
Ai,a«i,p+  A.2,aa2,^-I-.  .  .-I-  A„,  «  ««,  ^  =  o. 

On  peut  condenser  encore  ces  iri^  identités  en  les  écrivant  sous  la 

forme 

Aa,  1  «^,  1  -1-  Aa,  2  ap,  2  -I-  •  •  •  +  Aa,  «  ap,  «  =  £a,  ^  ■^, 

Ai,a«i,p-+- A2,a«2,p  +  -  •  •-!- A„,a««,^=  îa,  p^, 

OÙ  £a, p  représente   i  ou  o,  suivant  que  a  est  égal  à  |3  ou  que  a  est 
différent  de  ^3. 

On  écrit  encore,  plus  brièvement, 


/■  =:  71 


Aa,  r  «3,  y  =  £a,  ^  ^,  ^J  '^'■'  *  ^''^  ?  ^  ^=''  P  "^^ 


/■=i 


Dans  les  premiers  membres,   le  signe    ^  ,    qui    s'énonce    sigma 

depuis  r  =  i  jusqu'à  r^n^  veut  dire  qu'on  doit  faire  la  somme 
des  termes  qui  se  déduisent  du  terme  écrit  à  la  suite  de  2,1  en  j 
remplaçant  successivement  /■  par  i,  2,  ...,  n. 

146.  On  a  déjà  fait  ressortir  quelques  conséquences  de  ce  fait 
qu'un  déterminant  est  uije  fonction  linéaire  des  éléments  d'une  ligne 
ou  d'une  colonne.  En  voici  quelques  autres. 

Quand  on  multiplie  tous  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne 
par  un  même  facteur,  le  déterminant  est  multiplié  par  ce  facteur.  En 
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particulier,  si  tous  les  éléments  d'une  ligne  sont  égaux,  ou  tous  les 
éléments  d'une  colonne,  on  peut  remplacer  tous  ces  éléments  par  i, 
quitte  à  mettre  en  facteur  l'élément  qui  se  répète  tout  le  long  de  la 
ligne  ou  de  la  colonne. 
On  a,  par  exemple. 


I 

•2 

3 

I 

2 

I 

9. 

1 

3 

=  3  X 

9. 

I 

I 

I 

O 

3 

1 

O 

I 

En  multipliant  successivement  les  éléments  de  la  première,  de  la 
deuxième,  . . . ,  de  la  n^^"^"  ligne  d'un  déterminant  du  w"'™''  ordre  par 
un  même  facteur  k,  il  est  clair  que  le  déterminant  est  multiplié 
par  k";  au  reste,  cela  est  évident  sur  la  définition  même  d'un  déter- 
minant :  si,  en  particulier,  on  multiplie  par  —  [  tous  les  éléments,  le 
déterminant  reste  invariable  quand  n  est  pair,  il  est  multiplié  par  —  i 
quand  n  est  impair.  Il  en  résulte  (n"  141)  qu'un  déterminant  symé- 
trique gauche  d'ordre  impair  est  nul,  puisque  la  multiplication 
par  —  I  de  tous  les  éléments  revient  à  changer  les  lignes  en  colonnes, 
et  inversement,  ce  qui  ne  change  pas  le  déterminant. 

Quand  les  éléments  d'une  même  ligne  sont  proportionnels  aux 
éléments  correspondants  d'une  autre  ligne,  le  déterminant  est  nul. 
En  effet,  les  éléments  de  l'une  des  lignes  s'obtiennent  alors  en  multi- 
pliant respectivement  les  éléments  de  l'autre  ligne  par  un  même  fac- 
teur k;  en  divisant  ces  derniers  éléments  par  /r,  le  déterminant  est 
divisé  par  A';  mais  il  a  alors  deux  lignes  identiques  :  il  est  nul,  ainsi 
que  le  proposé.  Ce  que  l'on  vient  de  dire  des  lignes  s'applique  évi- 
demment aux  colonnes;  on  a,  par  exemple, 


3 

6 

5 

3 

3 

5 

X 

2 

O 

=  2  X 

1 

I 

o 

—  I 

—  2 

4 

—  I 

—  I 

4 

puisque  les  deux  premières  colonnes  du  second   déterminant  sont 
identiques. 

Quand  chacun  des  éléments  d'une  certaine  ligne  est  la  somme 
de  p  quantités,  que  j'appellerai  éléments  partiels  de  cette  ligne,  le 
déterminant  proposé  est  la  somme  de  p  déterminants  du  même  ordre 
que  le  proposé,  qui  s'obtiennent  respectivement  en  ne  conservant 
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dans   la    ligne    considérée   que   les   premiers   éléments   partiels,    les 
deuxièmes  éléments  partiels,  . . . ,  les  ^'«""^s  éléments  partiels. 

Supposons,  par  exemple,  que  dans  le  déterminant  du  quatrième 
ordre 


A  = 


a 

b 

c 

d 

a' 

h 

c' 

d' 

a" 

b" 

c" 

d" 

a" 

b" 

c'" 

d"' 

on  ait 


a  =  ai  -f-  a2 


«s, 


je  dis  que  l'on  a 


(I)      A  = 


c  =Ti-HY2-H  Y3, 

d=z   Oi  4-02  -+-  §3, 


p. 

Ti 

Si 

^2 

?. 

T2 

02 

«S 

h 

T3 

03 

b' 
b" 

c' 

c" 

d' 

d" 

-f- 

a' 
a" 

b' 
b" 

c' 
c" 

d' 
d" 

-^ 

a' 

a" 

b' 
b" 

c' 

c" 

d' 
d' 

b" 

c'" 

d" 

a'" 

b'" 

c'" 

d" 

a!" 

b'" 

c'" 

d" 

Si,  en  ellet,  on  conserve  les  notations  du  n"  144,  le  déterminant  A 
pourra  s'écrire 

A  =  Aa-t-Bè-HGc-4-  Dd  . 


A(a 

i-f-  asH-as)  - 

-B(^,+ 

.32 

-f- 

Pa) 

G(T 

1  +  72-1-73)+  D(8,+ 

8, 

-t- 

33) 

Aaj 

+  6^1  H- G  Y. 

-f-Do, 

Aaa 

H-B^îH-Gv, 

+  D02 

A  as 

+  B^3+Gy3 

-i-D03. 

Mais,  dans  la  dernière  forme  obtenue,  les  quantités 

Aa,^B!i,-hGYi-^  Dô,,     Aa2  +  B  ^2^  Gy2+ Do,,     Aas^- B  ^3  + Gya^  D03 

ne  sont  autre  chose  que  les  déterminants  qui  figurent  dans  le  second 
membre  de  l'égalité  (i),  développés  suivant  les  éléments  de  la  pre- 
mière ligne. 

Il  est  clair  qu'il  y  a  un  théorème  tout  pareil  pour  les  colonnes;  la 
décomposition  du  déterminant  est  même  plus  visible;  les  éléments 
partiels  forment  alors,  par  leur  disposition,  des  colonnes  partielles, 
en  quelque  sorte,  qui  deviennent  les  colonnes  des  déterminants  par- 
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tiels  :  on  a,  par  exemple, 

a  +  p  -I-  Y  b  c 
a'  +  p'  +  y'  b'  c' 
a"+p"+y"     b"     c" 

S'il  n'y  avait  pas  le  même  nombre  d'éléments  partiels  dans  les 
éléments  d'une  colonne  (par  exemple),  on  pourrait  introduire  des 
éléments  partiels  nuls  et  parvenir  à  une  décomposition  analogue. 

On  a  ainsi 
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X. 

b        C 

P 

b 

C 

Y 

b 

c 

b'     c' 

H- 

i^' 

b' 

c' 

+ 

t' 

b' 

c 

b"     c" 

P" 

b" 

c" 

t" 

b" 

c' 

3  +  4 

9, 

4 

2 

1 

4 

3 

2 

4 

4 

2 

6 

5 

8 

== 

5 

5 

8 

-4- 

6 

5 

8 

+ 

o 

5 

7 

o 

7 

7 

o 

o 

7 

o 

o 

7 

Le  lecteur  n'aura  aucune  peine  à  reconnaître  que  le  second  membre 
est  égal  à 

o  —  7(3x8  —  6x4)  —  4x7x8= —  '^24. 

Si  les  éléments  d'une  colonne  étaient  chacun  égal  à  la  somme 
de  p  éléments  partiels,  si  les  éléments  d'une  autre  colonne  sont 
égaux  chacun  à  la  somme  de  q  éléments  partiels,  il  est  clair  que  le 
déterminant  sera  la  somme  de  pq  déterminants. 

147.  On  ne  change  pas  un  déterminant  quand  on  ajoute  aux  élé- 
ments d'une  ligne  les  éléments  correspondants  d'une  autre  ligne 
respectivement  multipliés  par  un  même  facteur,  les  éléments  cor- 
respondants d'une  autre  ligne  encore  aussi  multipliés  par  un  même 
facteur,  etc.  Je  me  dispense  d'énoncer  le  théorème  analogue  pour  les 
colonnes,  que  je  vais  démontrer  sur  un  exemple. 

Considérons  le  déterminant 


b 
b' 
b" 

b'" 


d 
d 
d!' 

d'" 


je  dis  qu'il  est  identique  au  déterminant 


A'  = 


b  - 
b'- 
b"- 
b"- 


Xa* 
X  a'" 


\xd 
IX  d' 
ij.d" 
IX  d'" 


d 
d' 

d" 
d'" 
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Ce  derniei"  déterminant,  d'après  les  explications  qui  précèdent,  est 
en  effet  égal  à     • 


b 

c 

d 

a 

"ka 

c 

d 

a 

fxrf 

c 

d 

b' 

c' 

d 

a' 

Xa' 

c' 

d' 

a- 

\j.d' 

c' 

d' 

b" 

c" 

d" 

-+- 

a" 

la" 

c" 

d" 

-1- 

a" 

IX  d" 

c" 

d" 

b'" 

c'" 

d" 

a'" 

la'" 

c'" 

d" 

a!" 

lJ.d" 

c'" 

d'" 

le  premier  déterminant  est  A,  les  deux  autres  sont  nuls  identiquement 
parce  que,  dans  le  deuxième,  les  éléments  de  la  deuxième  colonne 
sont  proportionnels  aux  éléments  de  la  première,  et  que,  dans  le  troi- 
sième, les  éléments  de  la  deuxième  colonne  sont  proportionnels  aux 
éléments  de  la  quatrième.  Les  deux  déterminants  A  et  A',  développés, 
sont  identiqvies. 

148.  Lorsque,  dans  un  déterminant,  il  y  a  une  même  relation 
linéaire  entre  les  éléments  correspondants  de  la  première  ligne,  de 
la  deuxième  ligne,  .  .  .  ,  de  la  dernière  ligne,  ce  déterminant  est 
nul.  Le  déterminant  est  encore  nul  quand  il  y  a  une  même  relation 
linéaire  entre  les  éléments  correspondants  de  la  première  colonne, 
de  la  deuxième  colonne,  . . . ,  de  la  dernière  colonne.  On  suppose, 
bien  entendu,  que  les  coefficients  de  la  relation  linéaire  ne  soient  pas 
tous  nuls. 

Si,  par  exemple,  la  relation 


Pr 


8^  =  0 


est  vérifiée  quand  on  y  remplace  respectivement  x,y,  s,  t  par  a,  b,  c,  d, 

par  a',  6',  c',  d',  par  a  ,  b",  c",  d",  par  a'",  6'",  c'",  d'",  le  déterminant 


a  b  c  d 

d  b'  c'  d' 

a"  b"  c"  d" 

a"  b'"  c'"  d" 


€st  nul. 


Supposons  en  effet  que  a  ne  soit  pas  nul,  on  aura,  en  vertu  de  l'hy- 
pothèse 

aa-i-p6-i-YC-i-8<i  =  o, 
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et,  de  même, 
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a^-^b-'U 


ïLb'  -  Le'  --d\ 

%  %  IX 


a" 

= 

— 

a 

b"  - 

-ïc"- 
a 

-l""^ 

a" 

= 

— 

b'"- 

-le"'- 
a 

On  peut  donc  écrire 


A  = 


Y 


—  -  b    —  -c d  b  c  d 

IX  (X.  a 

-  Ib'  -le'  -  -d'  b'  c'  d' 
d"  b"  c"  d" 


h"-le"-'-^" 
a  a 


H"'-le- 


d'"    b'"    c'"    d" 


Ce  déterminant,  d'après  la  règle  du  n"  146,  se  décompose  en  trois 
autres,  dont  chacun  est  nul  parce  que  les  éléments  correspondants 
de  deux  colonnes  sont  proportionnels. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie  :  si  un  déterminant  du 
n^  ordre  est  nul,  il  existe  n  coefficients,  dont  l'un  au  moins  n'est 
pas  nul,  tels  que,  si  l'on  ajoute  les  éléments  d'une  ligne  quelconque 
respectivement  multipliés  par  ces  coefficients,  on  obtient  une  somme 
nulle.  De  même,  il  existe  n  coefficients,  dont  l'un  au  moins  n'est 
pas  nul,  tels  que,  si  l'on  ajoute  les  éléments  d'une  colonne  quelconque 
respectivement  multipliés  par  ces  coefficients,  la  somme  soit  nulle. 

La  proposition  est  évidente  lorsqu'il  y  a  un  mineur  relatif  à  quelque 
élément  du  déterminant  proposé  qui  n'est  pas  nul.  Si,  par  exemple, 
il  s'agit  du  déterminant  du  quatrième  ordre 


A  = 


a  b  c  d 

a'  b'  c'  d' 

a"  b"  c"  d" 

a'"  b'"  c'"  d" 
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OÙ  a,  b, . . .,  d'"  désignent  des  nombres  quelconques,  on  a 

Ka  -i-B6  -H-Gc  -h  D<^  =  A, 
Aa'  -)-  B6'  -f-  Ce'  -+-  l>d'  =  o, 
Aa'  -*-  B  6"  4-  G  c'  M-  D  c^"  =  o, 

A  a'"  +  B  b'"  +  G  c'"  -i-  D  cl'"  =  o, 

en  désignant  par  A.,  B,  G,  D  les  valeurs  numériques  des  mineurs  rela- 
tifs aux  éléments  a,  6,  c,  6^.  Si  A  est  nul  et  si  l'un  des  mineurs  A,  B,  C,  D 
n'est  pas  nul,  il  est  clair  que  les  éléments  d'une  même  ligne  vérifieront 
la  relation  \.x  +  By  -+■  Cz  -t-Dm  =o.  Comme  on  peut  remplacer 
A,  B,  C,  D  par  les  mineurs  relatifs  aux  éléments  d'une  ligne  quel- 
conque, la  proposition  est  bien  claire,  pourvu  que  l'un  des  seize  mi- 
neurs A,  B,  .  .  . ,  D'"  ne  soit  pas  nul. 

Si  tous  les  mineurs  sont  nuls,  la  démonstration  est  en  défaut.  La 
proposition  subsiste,  comme  on  le  verra  plus  tard  (n"  159). 

149.  Voici  maintenant  quelques  conséquences  de  la  proposition 
établie  au  n"  147,  d'après  laquelle  on  peut  retrancher  des  éléments 
d'une  ou  de  plusieurs  lignes  (ou  colonnes)  les  éléments  correspon- 
dants d'une  autre  ligne  (ou  d'une  autre  colonne). 

On  peut  ramener  à  un  déterminant  d'ordre  n  —  i  un  déterminant 
d'ordre  n  dans  lequel  tous  les  éléments  d'une  ligne  (ou  d'une  colonne) 
sont  égaux. 

Considérons  par  exemple  le  déterminant 


I 
a 

i 
b 

i 

c 

a' 

b' 

c' 

On  peut  retrancher  les  éléments  de  la  première  colonne  des  élé- 
ments de  la  seconde  et  de  la  troisième  :  on  obtient  ainsi  le  détermi- 
nant 


I      o  o 

a      b  —  a      c  —  a 

a'     b' —  a'     c'  ^  a' 


(b  —  a)(c'  —  a')  —  (c  —  a)  {b' —  a'). 


La  même  proposition  permet  parfois  de  faire  apparaître  un  facteur 
dans  un  déterminant  dépendant  de  deux  ou  plusieurs  variables. 
T.  24 
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Désignons  par  exemple  pary*(^),  g{x)^  h[x)  trois  polynômes  en:c 
et  par  a,  6,  c  trois  variables  quelconques,  et  considérons  le  détermi- 
nant 

fia)     gia)     h(a) 

f(b}     g{b)     h{b) 
fie)      g(c)      hic) 

On  reconnaît  de  suite  que  le  déterminant  est  divisible  par  6  —  a, 
car  il  s'annule  identiquement  quand  on  j  remplace  b  par  «,  comme 
ayant  alors  deux  colonnes  identiques;  il  est  de  même  divisible  par 
c —  b,  a  —  c  et,  par  conséquent,  (n"  158),  par  [b  —  a){c  —  b)  {a  —  c). 
On  fera,  si  l'on  veut,  apparaître  successivement  ces  facteurs  en  écri- 
vant d'abord  le  déterminant  sous  la  forme 

fia)  gia)  hia) 

f(b)-fia)     gib)-gia)     hib)-hia) 
/((^)—f(a)     gic)  —  g{a)     hic)  — hia) 

En  désignant  par  F(a,  b),  G{a,  b),  H((7,  6)  les  quotients,  évidem- 
ment entiers,  de  la  division  par  b  —  a  des  polynômes  /(b)  — /{(i)-, 
g{b)  —  g{(^)i  ^{b)  —  h{a),  on  voit  que  le  déterminant  proposé  peut 

s'écrire 

fia)  g(a)  hia) 

ib  —  a){c  —  a)      F(a,è)     G(a,6)     H(a,6) 
F(a,  c)     G(a,  c)     H(a,  c) 


Dans  le  déterminant  qui  figure  dans  cette  expression  on  peut  rem- 
placer les  éléments  de  la  seconde  ligne  par 

Fia,  b)  — Fia,  c),         G(«.  è)  —  G(  a,  o),         H(a,  6)  —  H(a,  c), 

et  ces  nouveaux  éléments  sont  tous  divisibles  par  b  —  c;  le  reste  est 
évident. 

Cette  méthode  s'applique,  par  exemple,  au  déterminant 

I  a  a^ 
I  b  62 
I      c      c2 

mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  ici  que  le  déterminant  est  du 
troisième  degré  en  a,  b,  c  comme  le  produit  (b  —  c){c  —  a)  (a  —  b); 
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le  quotient  du  déterminant  par  ce  produit,  qui  doit  être  entier  en  a, 
6,  c,  ne  peut  donc  être  qu'une  constante  ;  la  comparaison  d'un  même 
terme  6c-,  par  exemple,  dans  les  deux  développements  montre  que 
l'on  a 


I  a  a^ 
I  b  62 
1      c     c- 


=  {b  —  c){c  —  a){a  —  b)  =  bc'^  -^  ca^  +  ab^-  —  b^ c  —  c"^ a  —  a^- b. 


Cette  identité  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  de  l'identité  que 
je  vais  énoncer. 

Le  déterminant  du  /i'^""^  ordre 


X.2 


dont  la  loi  de  formation  est   suffisamment  évidente,   est   identique 
au  produit 

\  -^n        ^n—\  )  (  ^n  ^ ii—i  )  \  -^ n  ^n—3  )  •  •  •  (  -^n       —  ^i  )j 

{^n-i  —  ^n-i)  {^,i-l  —  ^n-3)  ■  ••  («^«-l  — a^i), 

(  ^«-2  —  a:«-3  )  •  •  •  (  Xn-i  —  a-,  ), 


{X, 


Xi) 


de  toutes  les  différences  que  l'on  peut  former  entre  l'une  quelconque 
des  quantités  a-,,  x.^,  .  .  . ,  x,i  et  celles  qui  la  précèdent.  On  reconnaît 
comme  plus  haut  que  le  déterminant  s'annule  si  l'on  suppose  Xp  =  Xç^ 
par  exemple,  en  supposant  que  les  nombres  naturels  p,  q  soient  diffé- 
rents entre  eux  et  au  plus  égaux  à  n^  qu'il  est  divisible  par  le  produit 
de  toutes  les  différences,  enfin  que  le  déterminant  et  le  produit  déve- 
loppés contiennent  un  même  terme  a^2 -^^s  •  •  • -2^"  '  •  On  a  rencontré 
déjà  ce  produit  au  n°  126. 


§  2.  —  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 
150.   Soient  données  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues 


(0 


Xj  =  o,         Xa  =  o, 


X„  =  o, 


372  CHAPITRE   X. 

X| ,  X2,  .  •  • ,  X,,  sont  des  polynômes  du  premier  degré  en  a?, ,  ^o,  . . . , 
Xii,  que  j'écrirai  sous  la  forme  suivante  : 


(2) 


1    X2  =  «2,1  X\-+-  «2,2  ^2  +  '  •  •-*-  (li,ii  Xn-^  ^2,«+l7 

7 


Les  coefficients  des  inconnues,  d'une  part,  les  termes  tout  connus 
«i,«+)j  •••5  ^n,n+\i  de  l'autre,  sont  regardés  comme  des  nombres 
donnés. 

Désignons  par  A  le  déterminant  du  /^"'"'e  ordre 

'^f),!       '^l,!       •  •  •       (^\,n 
«2)1        ^2)2        •  •  •        CC^in 

*^ni\      '^/J)2      •  •  •       ^niti 

que  l'on  appelle  habituellement  Le  déterminant  des  équations  (i); 
désignons,  comme  au  n°  145,  par  A^^p  le  mineur  de  A  relatif  à  l'élé- 
ment û^a,p5  et  supposons  A  différent  de  o.  Si  l'on  multiplie  respective- 
ment par  A,^p,  Aa,^,  . . .,  A^^p  les  égalités  qui  définissent  Xi,  X2,  . . ., 
X„  et  que  l'on  tienne  compte  des  identités  du  n"  1  io,  on  trouve 

(3)  A,,pXiH- A2,pX2-i-.. .+  A„,pX„=  A:rp-i-  Bp, 
en  posant,  pour  abréger, 

(4)  Bp=  Ai,p«i,„+i-i- A2,p«2,n-(-i-i-.  ..-1-  A„,p«,,,„+i. 

L'égalité  (3)  valable  pour  ^  =  1,  2,  .  .  . ,  «  est  une  identité  en  J7), 
372,  •••5  Xa-i  quand  on  regarde  Xj,  Xo,  ...,X«  comme  étant  mis,  seule- 
ment pour  abréger,  à  la  place  des  seconds  membres  des  égalités  (îi). 
Elle  met  en  évidence  ce  fait  que  X,,  X2,  ...,  X,i  ne  peuvent  être  nuls 

B| 
A 


sans  que  x^  soit  égal  a -^;  en  d  autres  termes,  les  équations 


Xi=o, 
entraînent  les  équations 
B, 


(5) 


a7i=  — 


X2=   O, 


B2 

A 


X„=  o 
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et  ne  peuvent  donc  avoir  d'autre  solution  que  celle  de  ces  dernières, 
qui  est  évidente.  11  reste  à  savoir  si  les  valeurs  trouvées  ainsi  satis- 
font effectivement  aux  équations  proposées;  c'est  ce  que  l'on  vérifie 
en  y  remplaçant  .r,,  x-i,  .  .  .,  x,t  par  les  seconds  membres  des  éga- 
lités (4)  ou  par  le  calcul  suivant,  qui  revient  au  même  : 
Récrivons  plus  explicitement  les  n  identités  (3),  à  savoir 

Ai,i  Xj  -i- Aa,!  X2-H. ..+  A„,i  X„  =  Aa-j  -+■  B,, 
Al, 2  X,  +  Aï, 2  X2-1-.  .  .-1-  A„,2  X„  =  Axi-h  B2, 


Ai.«XiH-  A2,«Xî-i-. .  .-+-  A„,„X„=  Axn-\-  B„; 

multiplions-les  respectivement  par  «a,»?  «a, a?  •  •  •?  «a,»  et  ajoutons- 
les;  on  obtiendra,  en  tenant  compte  des  identités  du  n"  lio, 

(6)       AXa=  aa,i(^a7i+B,)-l-aa,2(Aa72+B2)  -(-.  .  .-f- aa,«( Aa:„-)-  B„). 

On  a  encore  affaire  ici  à  une  identité  en  ^,,  X2,  . . . ,  ^«,  quand  on 
suppose  X,,  X2,  ...,  X/j  remplacés  par  leurs  expressions  expli- 
cites (2).  L'identité  (6)  montre  que,  si  l'on  suppose  nulles  les  quan- 
tilés  A^,  -h  B,,  Ax-i-h  B2,  . .  .,  ^x,i-+-  B«,  X^  est  nécessairement  nul, 
et  ceci,  d'ailleurs,  quelle  que  soit  la  valeur  1,2,  .  .  .,  n  attribuée  à 
l'indice  a.  En  d'autres  termes,  les  équations 

(4)  Aa7i-i-B|  =  o,         Aa7.2 -H  B2  =  o.         Aa:-„-i-B„=o 

entraînent  les  équations 

(i)  Xi  =  o,        X2  =  o,        X„  =  o. 

Les  deux  systèmes  (1)  et  (4),  lorsque  A  n'est  pas  nul,  sont  donc 
équivalents. 

Lorsque  le  déterminant  d'un  système  de  n  équations  à  n  inconnues 
est  différent  de  o,  ce  système  admet  une  solution,  et  une  seule- 
Cette  solution  est  formée  d'un  système  de  n  fractions,  toutes  pré- 
cédées du  signe  — .  Le  dénominateur  commun  de  ces  fractions  est  le 
déterminant  A  des  équations,  lequel  ne  dépend  que  des  coefficients 
des  inconnues,  nullement  des  termes  tout  connus  a,  ,l_^.^,  a2,«+(7  •••5 
Un^n+i-  Le  numérateur  de  la  fraction  qui  donne  la  valeur  de  x^  s'ob- 
tient en  remplaçant  dans  A  les  coefficients  «1,^,  «2,^?  •••?  «rt,p  de 
celte  inconnue  par  les  termes  tout  connus  «,  ^,1^, ,  a->^n+\  j  •  •  •  j  cin,n-{  i  • 
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Ce  dernier  point  résulte  de  l'expression  de  Bp,  qui  s'obtient  en 
remplaçant  dans  le  développement 

Ai,8«i,p-H  A2,pa2,3  +  -  •  --f- A,j,pa„,3 

du  déterminant  A  suivant  les  éléments  de  la  j^'*'"*  colonne,  les  élé- 
ments ai,p,  «2,p,  •  .  .,  â5rt,3  de  cette  colonne,  dont  aucun  ne  figure 
dans  les  mineurs  Ai^p,  Ao^p,  ...,   A„^^,   par  les   termes   tout  connus 

J'ai  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  coefficients  des  incon- 
nues «),i,  ...,  (2,1^,1  et  les  termes  tout  connus  «!,«+(,  ...,  ««,«+) 
étaient  des  A<o/??6/v?5;  il  est  clair  que  les  résultats  subsistent  si  l'on 
regarde  les  lettres  «i^i,  ...,  ««,«,  ...,  ««,«4.1  comme  désignant  des 
variables,  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  variables  qui  n'annulent 
pas  A;  au  reste,  il  convient  de  remarquer  que  les  égalités  (3)  et  (6), 
d'où  le  résultat  essentiel  a  été  tiré,  sont  non  seulement  des  identités 
en  X,,  X21  ...,  Xni  mais  encore  des  identités  en  .37,,  j7o,  ...,  Xn-, 
«1^,,  . . .,  a„^„^  n\^n+\i  ■  •  •■,  ciu,ii+\i  pourvu  qu'on  y  remplace  non  seu- 
lement X,,  Xo,  ...,  X,<  par  leurs  expressions  explicites  (2  ;,  mais 
encore  le  déterminant  A  et  ses  mineurs  A^^p  par  leurs  expressions 
explicites  en  «(,<,  ...,  ««,«  et  les  quantités  B,,  Bo,  ...,  B^  parles 
seconds  membres  des  égalités  (4).  Gela  résulte  clairement  de  la 
démonstration. 

Il  convient  encore  de  remarquer,  sur  les  formules  (4),  que  les 
expressions  des  quantités  B,,  B^,  ...,  B,^  sont  linéaires  en  «(,/}+), 
^2,rt4-ij  ••'•,  cin,n^\'t  il  en  est  de  même,  évidemment,  des  quotients 
de  B,,  Bo,  ...,  B,/  par  le  déterminant  A,  supposé  différent  de  o,  où 
ne  figurent  pas  ai,,/+i,  a2,«+i,  . . .,  ««,«4.1  ;  il  en  est  de  même  encore 
des  inconnues  37, ,  ^To,  . . .,  x,i.  Celles-ci  peuvent  être  regardées  comme 
des  formes  linéaires  en  «i^^^.!,  a2,rt+n  •  •  ••,  CLn,n->r'i  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  «1,1,  «1,25  •••  <^«,«'  Si,  en  parti- 
culier, on  attribue  à  ces  dernières  lettres  des  valeurs  numériques  qui 
n'annulent  pas  A,  et  si  l'on  regarde  «!,«+,,  «2,«+i5  •  •  ••,  (iii,/i+\  comme 
des  variables,  les  expressions  de  X(,  Xo,  •..,  x,i  sont  des  formes 
linéaires  en  a^^,l_^_^,  ao,^^.!,  a„  «4.,  à  coefficients  numériques. 

Enfin,  il  est  à  peine  utile  de  dire  que,  lorsqu'il  s'agit  d'équations 
purement  numériques,  on  peut,  si  l'on  veut,  se  servir  des  formules 
générales  établies  plus  haut  (en  supposant  toujours  A  différent  de  o) 
pour  calculer  les  valeurs  numériques  des  inconnues.  A  la  vérité,  les 
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simplifications  dont  les  équations  proposées  sont  susceptibles  en 
raison  de  la  forme  spéciale  qu'elles  peuvent  affecter,  apparaissent 
souvent  d'une  façon  moins  facile  sur  ces  formules  que  sur  les  équa- 
tions proposées  elles-mêmes,  au  moins  quand  on  n'a  pas  l'habitude 
de  manier  les  déterminants.  Il  convient  de  remarquer,  toutefois, 
qu'aux  combinaisons  des  équations  dont  on  peut  apercevoir  la  con- 
venance sur  les  équations  correspondent,  le  plus  souvent,  des  combi- 
naisons des  lignes  des  déterminants  qui  conduisent  à  des  simplifica- 
tions équivalentes. 

Les  formules  générales,  quand  on  les  applique  à  des  équations  nu- 
mériques dont  les  coefficients  ne  sont  connus  qu'imparfaitement, 
montrent  que,  lorsque  A  est  très  petit,  les  erreurs  sur  les  résultats 
qu'entraînent  les  erreurs  sur  les  données  peuvent  être  très  considé- 
rables; si,  par  exemple,  A  se  trouvait  être  du  même  ordre  de  peti- 
tesse que  les  erreurs  possibles  sur  les  données,  il  n'y  aurait  rien  à 
tirer  des  équations. 

Avant  d'étudier  le  cas  où  A  est  nul  et  le  cas  où  le  nombre  des 
équations  diffère  du  nombre  des  inconnues,  il  convient  d'introduire 
une  notion  nouvelle. 

151.  Rang  d'un  tableau  rectangulaire.  —  Considérons,  en  général, 
un  tableau  rectangulaire  comprenant  np  éléments  distribués  dans  p 
lignes  horizontales,  et  n  colonnes  verticales 


^l>Ai 


a. 


Désignons  par  a  un  nombre  naturel  au  plus  égal  au  plus  petit  des 
nombres  /i,  /?,  et  supposons  qu'on  supprime  n  —  a  colonnes 
et  />  —  a  lignes  du  tableau,  il  restera  a-  éléments  distribués  dans 
a  lignes  et  a  colonnes;  dans  le  cas  où  a  serait  égal  à  /i,  ce  qui  suppose 
w^yo,  il  faut  entendre  qu'on  ne  supprime  aucune  colonne  et  qu'on 
supprime/?  —  n  lignes;  de  même,  dans  le  cas  où  a  serait  égal  à  /?,  ce 
qui  suppose  p^n^  il  faut  entendre  qu'on  ne  supprime  aucune  ligne 
et  qu'on  supprime  n  — p  colonnes;  si  l'on  avait  (x^ p  :^  n^  on  lais- 
serait le  tableau  carré  tel  quel. 

Dans  tous  les  cas,  les  a-  éléments  restants  peuvent   être   regardés 
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comme  les  éléments  d'un  déterminant  du  a''"""  ordre;  je  dirai  d'un 
pareil  déterminant  qu'il  est  tiré  du  tableau,  en  sous-entendant  le 
procédé  que  je  viens  de  décrire;  les  éléments  mêmes  du  tableau 
seront  regardés  comme  des  déterminants  tirés  du  tableau  par  la  sup- 
pression de  n  —  I  lignes  et  de  />  —  i  colonnes. 
Si  l'on  considère,  par  exemple,  le  tableau 


a 

b 

c 

d 

a' 

b' 

c' 

d' 

a" 

b" 

c" 

d\ 

on  peut  en  tirer  quatre  déterminants  du  troisième  ordre  par  la  sup- 
pression de  la  première,  de  la  seconde,  de  la  troisième  ou  de  la  qua- 
trième ligne;  le  premier  de  ces  déterminants  est 

b  c  d 
b'  c'  d' 
b"     c"     d" 

On  peut  en    tirer  dix-huit  déterminants  du  second   ordre  par  la 

suppression  d'une  ligne  et  de  deux  colonnes;   tel  est,  par  exemple,  le 

déterminant 

a     b 

a'     b' 

On  peut  en  tirer  enfin  douze  déterminants  du  premier  ordre,  à 
savoir  les  éléments  mêmes  du  tableau. 

Revenons  au  cas  général,  et  observons  d'abord  que,  si  l'on  consi- 
dère un  déterminant  d'ordre  a  >>  1  tiré  du  tableau,  les  mineurs  rela- 
tifs aux  éléments  de  ce  déterminant  seront  des  déterminants  d'ordre 
a — I  tirés  eux-mêmes  du  tableau;  inversement,  tout  déterminant 
d'ordre  a  —  i  tiré  du  tableau  peut  évidemment  être  regardé  comme 
un  mineur  relatif  à  un  élément  de  quelque  déterminant  d'ordre  a  tiré 
de  ce  tableau. 

Ceci  posé,  supposons  que  les  éléments  du  tableau  soient  des 
nombres.  La  plus  grande  valeur  possible  du  nombre  a  telle  qu'un  dé- 
terminant d'ordre  a  tiré  du  tableau  ne  soit  pas  nul  joue,  comme  on 
le  verra,  un  rôle  important  :  on  appelle  ce  nombre  le  rang  du 
tableau.  On  voit  de  suite  comment  se  détermine  ce  rang  : 

On  donne  d'abord  à  a  la  plus  grande  valeur  possible,  à  savoir  le  plus 
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petit  des  nombres  n,  />]  supposons,  pour  fixer  les  idées,  yo^/i.  Si  l'un 
des  déterminants  d'ordre  p  tirés  du  tableau  n'est  pas  nul,  le  tableau  est 
de  rang  p.  (Il  n'j  aurait  qu'un  pareil  déterminant  si  l'on  avait  p  =  n.) 
Supposons  que  tous  les  déterminants  d'ordre  p  tirés  du  tableau 
soient  nuls,  on  examinera  les  déterminants  d'ordre  p  —  i  qu'on  peut 
tirer  du  tableau  ;  s'il  j  en  a  un  qui  soit  différent  de  o,  le  tableau  est 
de  rang  p  —  i .  Lorsque  tous  les  déterminants  d'ordre  p  —  i  sont 
nuls,  on  examine  tous  les  déterminants  d'ordre/?  —  2;  si  l'un  d'eux 
n'est  pas  nul,  le  tableau  est  de  rang/?  —  2,  ... 

On  observera  que,  si  un  déterminant  d'ordre  a  tiré  du  tableau 
n'est  pas  nul,  le  tableau  est  eertainement  de  rang  égal  ou  supérieur 
à  a;  si,  en  particulier,  l'un  des  éléments  du  tableau  n'est  pas  nul,  le 
rang  du  tableau  est  au  moins  égal  à  i  ;  le  cas  où  tous  les  éléments  du 
tableau  seraient  nuls  échappe  à  la  définition  précédente,  puisque 
alors,  tous  les  déterminants  tirés  du  tableau  sont  manifestement  nuls; 
on  dit  alors  que  le  tableau  est  de  rang  o. 

Si  tous  les  déterminants  d'ordre  a  que  l'on  peut  tirer  du  tableau 
sont  nuls,  on  peut  affirmer  que  le  rang  du  tableau  est  inférieur  à  a; 
en  effet,  tout  déterminant  d'ordre  a  +  i  que  l'on  peut  tirer  du  tableau 
est  nul  comme  ayant  ses  mineurs  nuls;  de  même  tout  déterminant 
d'ordre  a  H-  2,  . . . 

Si  le  tableau  est  de  rang  a,  un  déterminant  quelconque,  non  nul, 
d'ordre  a,  tiré  du  tableau  comme  on  vient  de  dire,  s'appelle  un  déter- 
minant principal  àxx  tableau. 

On  voit,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  comment  écrire  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  tableau  de  np  éléments, 
rangés  dans  n  colonnes  et  dans  p  lignes,  soit  de  rang  inférieur  ou  égal 
à  a  :  on  écrira  que  tous  les  déterminants  d'ordre  a  +  i  tirés  du  tableau 
sont  nuls.  Quelques-unes  de  ces  conditions  peuvent  d'ailleurs  rentrer 
dans  les  autres.  Si  l'un  des  déterminants  d'ordre  a  tirés  du  tableau 
est  différent  de  o,  le  tableau  sera  de  rang  a;  si  tous  ces  détermi- 
nants sont  nuls,  le  tableau  sera  de  rang  inférieur  à  a. 

Il  est  clair  que  le  rang  d'un  tableau  ne  change  pas  quand  on  échange 
les  lignes  entre  elles,  ou  les  colonnes  entre  elles;  supposons  qu'on  ait 
affaire  à  un  tableau  de  rang  a  >>  o  :  fixons  notre  attention  sur  un  des 
déterminants  principaux;  on  peut,  par  des  échanges  successifs, 
amener  les  a  lignes  qui  en  contiennent  les  éléments  à  être  les  a  pre- 
mières lignes  du  tableau,  les  a  lignes  du  haut;  on  peut,  de  même,  par 
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des  échanges  successifs  de  colonnes,  amener  les  a  colonnes  qui  con- 
tiennent les  éléments  du  déterminant  principal  à  être  les  a  premières 
colonnes  du  tableau,  les  a  colonnes  de  gauche;  on  voit  ainsi  que  l'on 
peut  s'arranger  pour  que  le  déterminant  principal  occupe  le  coin 
supérieur,  à  gauche  du  tableau. 

Si  l'on  supprime  d'un  tableau  rectangulaire  quelques  lignes  ou 
quelques  colonnes,  le  rang  du  tableau  ainsi  modifié  sera  égal  ou  infé- 
rieur à  celui  du  tableau  proposé  :  il  lui  sera  égal,  lorsque  la  suppres- 
sion des  lignes  ou  des  colonnes  aura  laissé  inaltéré  quelque  détermi- 
nant principal. 

Lorsque  le  rang  d'un  tableau  est  égal  à  2,  les  éléments  de  chaque 
ligne  sont  proportionnels  aux  éléments  correspondants  d'une  ligne 
quelconque,  de  même  pour  les  colonnes. 

Il  résulte  évidemment  de  la  définition  du  rang  d'un  tableau,  qu'on 
ne  modifie  pas  ce  rang  en  introduisant  dans  le  tableau  des  colonnes, 
ou  des  lignes,  formées  d'éléments  tous  nuls. 

152.  Si  l'on  considère  un  déterminant  A,  d'ordre  n,  le  rang  de  ce 
déterminant  n'est  autre  chose  que  le  rang  du  tableau  carré  formé  par 
ses  éléments.  On  a  désigné,  au  n"  143,  sous  le  nom  de  mineur  de  A 
relatif  à  un  élément  de  ce  déterminant,  le  déterminant  (affecté  d'un 
signe  convenable)  que  l'on  déduit  de  A  par  la  suppression  de  la  ligne 
et  de  la  colonne  qui  contiennent  l'élément  considéré;  on  désigne  aussi 
sous  le  nom  de  mineur  de  A  tout  déterminant  qu'on  en  déduit  par  la 
suppression  de  a  lignes  et  de  a  colonnes.  Il  est  nécessaire  de  distin- 
guer tous  ces  mineurs.  Ceux  que  j'ai  désignés  jusqu'ici  comme  les 
mineurs  relatifs  à  un  élément  sont  ce  qu'on  appelle  aussi  les  pre- 
miers mineurs;  les  mineurs  obtenus  par  la  suppression  de  a  lignes 
et  de  a  colonnes  sont  les  a'^""®*  mineurs;  ils  sont  des  déterminants 
d'ordre  n  —  a.  Au  lieu  de  premier,  second,  . . .,  a'^™"  mineur,  on  dit 
aussi  mineur  du  premier,  du  second , . . . ,  du  a'*"'"  ordre  ;  la  confusion  qui 
peut  résulter,  dans  cette  façon  de  parler,  de  l'ordre  d'un  mineur  et  de 
l'ordre  du  déterminant  qu'est  ce  mineur  rend  cette  façon  de  parler 
un  peu  gênante.  Au  lieu  du  mot  mineur,  quelques  auteurs  emploient 
le  mot  sous-déterminant. 

Quoi  qu'il  en  soit,  dire  qu'un  déterminant  d'ordre  n  est  de  rang  /•, 
c'est  dire  qu'il  j  a  un  mineur  du  déterminant  qui,  en  tant  que  déter- 
minant, est  d'ordre  r,  un  (/i  —  j-y^'^^f  mineur,  si  l'on  veut,  qui  n'est 
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pas  nul,  tandis  que  tous  les  déterminants  d'ordre  supérieur  à  r  qu'on 
peut  tirer  du  déterminant  parla  suppression  de  lignes  ou  de  colonnes 
sont  nuls.  Dire  que  le  déterminant  est  de  rang  /i,  c'est  dire  qu'il  n'est 
pas  nul;  dire  qu'il  est  de  rang  o,  c'est  dire  que  tous  ses  éléments  sont 
nuls. 

153.  Considérons/?  polynômes  du  premier  degré  X|,  X2,  ...,  Xp 
à  n  variables  x,,  Xo^  ...,  x„  :  on  dit  que  ces  polynômes  sont  indé- 
pendants lorsque  l'on  peut  attribuer  aux  variables  x,^  Xo-,  . .  -,  Xu  des 
valeurs  qui  fassent  acquérir  aux  polynômes  telles  valeurs  que  l'on  vou- 
dra. En  particulier  un  polynôme  du  premier  degré  est  indépendant 
quand  le  coefficient  de  l'une  des  variables,  dans  ce  polynôme,  n'est  pas 
nul  ;  on  pourra,  en  efiet,  donner  aux  autres  variables  telles  valeurs  que 
l'on  voudra;  il  restera,  pour  lui  faire  acquérir  la  valeur  A,  à  résoudre 
une  équation  du  premier  degré  dans  laquelle  le  coefficient  de  l'in- 
connue n'est  pas  nul. 

Si  les  p  polynômes  X,,  Xo,  ...,  X^  du  premier  degré  en  x^^ 
Xo^  ...,  x„  sont  indépendants,  /•  polynômes  choisis  parmi  ceux-là 
sont  évidemment  indépendants. 

En  conservant  la  même  supposition,  et  en  supposant  de  plus 
que  X',,  X!,,  ....  X'  désignent  soit  des  constantes,  soit  des  poly- 
nômes du  premier  degré  par  rapport  à  des  variables  qui  ne  figurent 
pas  dans  X,,  Xo,  . . .,  X^,  les  polynômes 


x.^x;,    X,+  X',,     ...,    X 


sont  indépendants;  en  effet,  on  peut  attribuer  aux  variables  qui 
figurent  dans  X'j,  X!,,  ...,  X^  des  valeurs  numériques  arbitraires, 
puis  à  X),  Xo,  . . .,  Xfi  des  valeurs  qui  satisfassent  aux  équations 

X)  =  A|  —  X', ,         X2  =  A»  —  X', ,  . .  . ,         X,j  :=  A-n  —  ^«> 

quels  que  soient  les  nombres  A,,  Ao,  . . .,  A/<. 

Les  p  polynômes  du  premier  degré  en  J7, ,  x.y,  .  • .,  Xp, 

3^2-1-  «2, .3-^ :<-!-••  --t-  «2, /i        ^p- 

) 

•^ p  -1  ~l~  ^p—\,p-^ pi 
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OÙ  a,, 25  «1,3?  •  •  •  sont  des  constantes,  sont  indépendants  :  si,  en  effet, 
on  égale  ces  différents  polynômes  à  des  constantes  arbitraires,  la  der- 
nière équation,  qui  ne  contient  que  Xp^  sera  toute  résolue;  la  précé- 
dente donnera  la  valeur  de  Xp_^^  la  précédente  celle  de  Xp_^i^  ...  ;  la 
même  conclusion  subsisterait  évidemment  si,  la  forme  des  polynômes 
restant  la  même,  les  variables  x^^x.^^  . . . ,  Xp^  au  lieu  d'avoir  des  coeffi- 
cients égaux  à  1 ,  avaient  des  coefficients  numériques  quelconques, 
dont  aucun  ne  serait  nul.  Elle  subsisterait  encore,  en  vertu  d'une 
remarque  précédente,  si  l'on  ajoutait  aux  polynômes  considérés,  soil 
des  constantes  numériques,  soit  d'autres  polynômes  du  premier  degré 
par  rapport  à  d'autres  variables. 

154.  On  va  apprendre  à  reconnaître  si  p  polynômes  du  premier 
degré  donnés  sont  indépendants  ou  non,  et,  plus  généralement,  com- 
bien, parmi  eux,  il  y  a  de  polynômes  indépendants.  Cela,  comme  on 
va  le  voir,  ne  dépend  que  des  coefficients  des  variables,  nullement 
des  termes  constants. 

Supposons  les  polynômes  du  premier  degré  écrits  les  uns  au-dessous 
des  autres  de  manière  que  les  coefficients  d'une  même  variable  figurent 
dans  une  même  colonne  verticale  :  les  coefficients  qui  manquent  étant 
remplacés  par  des  zéros.  Les  coefficients  de  toutes  les  variables  forment 
alors  un  tableau  rectangulaire  tel  que  ceux  que  nous  avons  considérés 
dans  le  n"  151.  J'appellerai  rang  du  système  de  polynômes  ou,  plus 
brièvement,  rang  des  polynômes,  le  rang  de  ce  tableau.  Je  vais  mon- 
trer que  le  rang  d'un  système  de  polynômes  est  égal  au  nombre  des 
polynômes  de  ce  système  qui  sont  indépendants. 

Je  supposerai  d'abord  que  ce  rang  soit  égal  au  nombre  des  poly- 
nômes, pour  montrer  que,  dans  ce  cas,  les  polynômes  sont  indépen- 
dants. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  trois  polynômes  :  si  le 
rang  du  tableau  est  3,  ces  polynômes  contiennent  au  moins  trois  va- 
riables, puisque  le  rang  du  tableau  ne  peut  être  inférieur  au  nombre 
des  colonnes,  c'est-à-dire  au  nombre  des  variables  dans  les  poly- 
nômes; supposons  que  ceux-ci  contiennent  cinq  variables,  et  soient 


X 

= 

ax 

-\- 

by 

-H  CZ 

-+- 

dt 

-i-  eu   -\- 

P: 

Y 

= 

a'  X 

-\- 

b'y 

-H  d  Z 

-f- 

d't 

-\-e' 

u  -+- 

P' 

Z 

= 

a"  X  ^ 

y'y 

-\-  c"  z  -\- 

d"t 

-t-  e" 

u  -+- 

p' 
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les  trois  polynômes  :  le  tableau  des  coefficients  est  alors 

a  b  c  d  e, 
a'  b'  c'  d'  e\ 
a"     b"     c"     d"     e"; 

et,  par  hypothèse,  l'un  des  déterminants  du  troisième  ordre  tiré  de  ce 
tableau,  par  exemple  le  déterminant 

abc 
a'  b'  c' 
a"     b"     c" 

n'est  pas  nul;  si  l'on  veut  que  les  polynômes  X,  Y,  Z  acquièrent  les 
valeurs  numériques  A,  A',  A",  on  attribuera  aux  variables  i,  m,  dont 
les  coefficients  ne  figurent  pas  dans  le  précédent  déterminant,  des 
valeurs  numériques  quelconques  et  l'on  résoudra  les  trois  équations 

en  X,  y,  2 

ax  -(-  by  -{-  cz  -\-  dt    -\-  eu   -^  p  —  A  =  o, 
a' X -\- b' y -i- c' z  -\- d' t -h  e' u -k- p'  —  A' =  o, 

a  X  ■+  b" y  -f-  c" z  -\-  d" t  -h  e" u  -\-  p" —  A"=  o, 

dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  et  qui,  par  conséquent,  admettent 
une  solution.  La  proposition  est  démontrée.  Il  est  clair  qu'il  n'y  aurait 
rien  à  changer  dans  la  démonstration,  s'il  n'y  avait  que  trois  variables 
x^y^  -S,  si  ce  n'est  qu'on  n'aurait  pas  eu  à  attribuer  à  ^,  a  de  valeurs 
numériques. 

loo.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  rang  du  tableau  est  infé- 
rieur d'une  unité  au  nombre  des  polynômes;  je  vais  prouver  que  les 
polynômes  ne  sont  pas  indépendants  et  qu'il  existe  entre  eux  une 
relation  identique  du  premier  degré. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  quatre  polynômes,  et  que 
leur  rang  soit  égal  à  3  :  ces  polynômes  devront  contenir  au  moins 
trois  variables.  Soient 

\.:^ax  -\- by  -+-CZ  -^  dt  -heu  -+- p, 
Y  =  a' X  -h  b'y  -h  c'  z  -^-  d' t  -\-  e'  u  -i-  p' , 
Z  =  a!'x  -4-  b"y  -l-  c  z  -+-  d"  t  -\-  e"  u  -H  p" , 
T  =  a:"x  -h  b"'y  -+■  c'" z  +  d'" t  +  e'" u  +  p" 
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ces  polynômes  :  le  tableau  des  coefficients  est  ici 


(I) 


Il  est,  par  hypothèse,  de  rang  3,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  en  tirer  un 
déterminant  du  troisième  oidre  qui  ne  soit  ])as  nul  et  que  tous  les 
déterminants  du  quatrième  ordre  que  l'on  peut  en  tirer  sont  nuls;  je 
suppose  que  le  déterminant  du  troisième  ordre 


a 

b 

c 

d 

^1 

a' 

b' 

c' 

d' 

e', 

a" 

b" 

c" 

d" 

^"j 

a'" 

b'" 

c'" 

d'" 

é". 

a 

b 

c 

a' 

b' 

c 

a 

b" 

c 

ne  soit  pas  nul  :  on  peut,  comme  on  l'a  expliqué  plus  haut,  en  chan- 
geant au  besoin  l'ordre  des  polynômes  et  des  variables,  supposer  que 
ce  soit  ce  déterminant-là  qui  ne  soit  pas  nul,  du  moment  qu'il  y  a  un 
déterminant  du  troisième  ordre  qui  est  diflerent  de  o. 

Il  résulte  de  l'hypothèse  faite  sur  le  déterminant  A  que  les  poly- 
nômes X,  Y,  Z  sont  indépendants. 

Considérons  le  tableau 


(^) 


obtenu  en  plaçant  sous  le  déterminant  considéré  les  coeffi- 
cients a'",  b'",  c'"  qui,  dans  le  polynôme  T,  multiplient  les  variables  x, 
y,  z  dont  les  coefficients  figurent  dans  le  déterminant  principal  A. 
Les  trois  colonnes  de  ce  tableau  peuvent  être  regardées  comme  les 
trois  premières  colonnes  d'un  déterminant  du  quatrième  ordre, 
déterminant  dont  la  quatrième  colonne  serait  formée  d'éléments 
arbitraires;  désignons  par  X,  V,  X",  V"  les  mineurs  de  ce  déterminant 
relatif  aux  éléments  de  cette  quatrième  colonne,  à  savoir 


a 

b 

c, 

a! 

b' 

c', 

a!' 

b" 

c", 

d" 

b'" 

c" 

\  = 


a' 

b' 

c 

a" 

b" 

c 

a'" 

b'" 

c 

a 

b 

c 

a! 

b' 

c 

a" 

b" 

c' 

=  A. 


DETERMINANTS. 


383 


Il  importe  de  remarquer,  d'une  part,  que  le  mineur  À'"=  A  n'est 
pas  nul,  par  hypothèse,  d'autre  part  que  l'on  a 

Id  -hVd  -h  / "  d"  -h  À'"  d"'=  o, 

X  e  +  À'  e'  -r-  À"  e"  +  X'"  e'"  =  o, 

puisque  les  premiers  membres  de  ces  égalités  ne  sont  autre  chose  que 
les  déterminants  du  quatrième  ordre 


a  b  c  d 

a'  b'  c'  d 

a"  b"  c"  d" 

a'"  b'"  c'"  d'" 


a  b  c     e 

a'  b'  c'    e' 

a"  b"  c"   e" 

a!"  b"  c'"  e" 


tirés  du  tableau. 

Ceci  posé,  multiplions  les  égalités  qui  définissent  les  polynômes  X, 
Y,  Z,  T  par  A,  V,  X",  X'"  et  ajoutons-les  :  dans  le  second  membre,  les 
coefficients  des  variables  f,  a  seront  nuls,  en  vertu  de  la  remarque 
qu'on  vient  de  faire  ('),  il  en  serait  de  même  des  coefficients  de  .r, 
y^  ^,  en  vertu  des  relations  entre  les  éléments  d'un  déterminant  et  les 
mineurs  établies  au  n**  14o.  On  parvient  donc  à  la  relation 


(3) 


X  X  -H  X'  Y  -4-  X"  Z  +  X'" T  =  X  p^K'p'  ^  X>"  +  X">"'  ; 


cette  relation  est  une  identité  en  a?,  y^  z,  t^  m,  quand  on  remplace, 
dans  le  premier  membre,  X,  Y,  Z,  T  par  leurs  expressions  explicites. 
Dans  cette  identité  V"  n'est  pas  nul.  Le  second  membre  n'est  autre 
chose  que  le  déterminant  que  l'on  obtient  en  adjoignant  au  ta- 
bleau   (2)    une    quatrième    colonne    formée    des    termes    constants 

On  tire  de  l'identité  (3)  la  suivante 


(4) 


T  =  aX 


^Y 


yZ^-o, 


(' )  Si  les  poijnomes  X,  Y,  Z,  T  ne  contenaient  que  les  trois  variables  x,  y,  z,  il 
n'y  aurait  pas  lieu  de  considérer  les  variables  i,  u;  mais  tout  le  reste  de  la  démon- 
stration subsisterait. 
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fi  >^' 


T 


S  = 


\p  +  Vp'^\"p"^V"p"'  _ 


a 


h 

a       h' 
a!'     h" 

a!"     V" 


r 

c  p 

c'  p' 

c"  p" 

c'"  p" 


b  c 
b'  c' 
b"     c" 


Si,  par  exemple,  on  considère  les  polynômes 


x  = 

X  -+- y  —  z  -^  t  -+- 1, 

Y  = 

X  —  y  -\-  z  -\-  u  —  1 

Z=- 

-  X  -\-y  -\-  z  —  M  —  t 

T  = 

X  -\-y  +  3-1-5, 

3, 


on  reconnaît  de  suiie  que  les  trois  premiers  sont  indépendants  et  que  l'on  a 
identiquement,  en  x,  y,  z,  t,  a, 

T=X  +  Y  +  Z  +  9. 

Le  lecteur  n'aura  d'ailleurs  aucune  peine  à  retrouver  cette  relation  par  la 
méthode  qu'on  vient  d'expliquer. 

On  observera  que,  dans  l'expression  (4)  de  T,  les  coefficients  a,  [3,  y 
de  X,  Y,  Z  ne  dépendent  que  des  coefficients  des  variables  dans  les 
quatre  poljnomes,  nullement  des  termes  constants,  qui  n'inter- 
viennent que  dans  8. 

De  cette  expression  de  T,  il  résulte  évidemment  que  les  quatre 
polynômes  X,  Y,  Z,  T  ne  sont  pas  indépendants,  puisque  la  valeur 
de  T  résulte  de  celles  des  trois  poljnomes  indépendants  X,  Y,  Z.  En 
particulier,  pour  des  valeurs  des  variables  qui  annulent  X,  Y,  Z,  il 
est  clair  que  T  prendra  la  valeur  §,  en  sorte  que,  si  o  n'est  pas  nul, 
les  équations  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  T^o  sont  certainement  incom- 
patibles; c'est  ce  qui  arriverait  dans  l'exemple  numérique  que  l'on  a 
donné.  Au  contraire,  si  o  est  nul,  les  trois  premières  entraînent  la 
dernière. 

Dans  ce  qu'on  vient  de  dire,  se  trouve  contenue  la  solution  de  la 
question  suivante  : 
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156.  On  donne  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues,  dont 
le  déterminant  nest  pas  nul,  et  un  polynôme  du  premier  degré  dont 
les  n  variables  sont  désignées  parles  mêmes  lettres  que  les  inconnues 
des  n  équations,  calculer  ce  que  devient  le  polynôme  quand  on  y 
remplace  les  variables  par  les  valeurs  des  inconnues  qui  vérifient  les 
équations. 

Les  n  +  I  polynômes  du  premier  degré  à  n  variables  formés  par  le 
polynôme  et  les  premiers  membres  des  équations,  dont  le  second 
membre  est  supposé  nul,  forment  un  système  de  rang  /i;  il  ne  peut, 
en  effet,  être  de  rang  supérieur,  puisqu'il  n'y  a  que  n  variables;  il  c^t 
bien  de  rang  /?,  puisque  le  déterminant  des  n  équations  n'est  pas  nul. 
La  relation  qu'on  vient  d'apprendre  à  former  entre  ces  n  -\-  i  poly- 
nômes fournit  la  réponse  à  la  question  posée. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  donne  les  trois  équations  en  x^  y,  z 

ax-+-by-\-cz-^p  =o, 
a'  X  ^r-  b' y  -\-  c  z  -\-  p'  =  o, 

a"x  -4-  b"y  ->r  c" z  -^  p"  =  o, 

dont  on  suppose  que  le  déterminant  ne  soit  pas  nul,  et  qu'on  veuille 
calculer  la  valeur  du  polynôme  i^" x  -h  b'" y -{- d" z -\- p'" .  Désignons 
par  T  ce  dernier  polynôme  et  par  X,  \ ,  Z  les  premiers  membres  des 
équations;  on  est  dans  le  cas  qu'on  vient  d'étudier,  de  quatre  poly- 
nômes de  rang  3  ;  il  suffit,  en  conservant  les  mêmes  notations  que  dans 
le  numéro  prc-cédent,  de  supposer  nuls  les  coefficients  d^  d' ^  d!\  d"\ 
e,  e',  e",  e'" ,  pour  voir  que  les  polynômes  X,  Y,  Z,  T  sont  liés  par  la 
relation  identique  en  x,  y^  s, 

T  =  aX-+-  ^Y^yZ  +  S 
et  que  la  \aleur  cherchée  de  T  est  8  ou 


b 
b 

b" 
b'" 


b 
b' 
b" 


On  voit,  en  supposant  toujours  que  le  dénominateur  de  la  fraction 
T.  25 
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précédente  ne  soit  pas  nuJ,  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  quatre  équations,  à  trois  inconnues, 


X  =  o, 


o, 


Z  =  o, 


admettent  une  solution  est  que  l'on  ait 


a 

b 

c 

p 

a' 

b' 

c' 

p 

a" 

b" 

c" 

p 

a'" 

b'" 

c'" 

p 

=  o, 


et  cela  reste  évidemment  vrai,  lors  même  que  le  déterminant  des  trois 
équations  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  serait  nul,  pourvu  que,  parmi  les 
quatre  équations,  il  y  en  ait  trois  dont  le  déterminant  ne  soit  pas  nul, 
pourvu,  en  d'autres  termes,  [que  le  système  des  quatre  polynômes  X, 
Y,  Z,  T  soit  de  rang  3. 

On  dit  souvent  que  l'équation  précédemment  obtenue  est  le 
résultat  de  V él'unination  de  x^  y,  z  entre  les  quatre  équations 
X  ^  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  T  =  o,  c'est-à-dire  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coefficients  de  ces  quatre 
équations  pour  qu'elles  admettent  une  solution  en  x,  )',  z.  Ceci,  tou- 
tefois, n'est  exact  que  si  les  quatre  polynômes  du  premier  degré  X, 
Y,  Z,  T  sont  de  rang  3. 

Ces  résultats  s'étendent,  évidemment,  à  un  système  de  n  +  i  équa- 
tions du  premier  degré  à  n  inconnues,  quand  le  système  des  n  -t-  i 
premiers  membres  est  de  rang  n. 

157.  Revenons  au  cas  général;  considérons  les  p  polynômes  du 
premier  degré  X ,,  X2.  . . .,  X,,  à  n  variables  ;r,,  ^j,  . . .,  x„,  savoir  : 

X2  =  «2,1  ^1-1-  «2,2  CC2-h.  .  .-h  a^^n  X„-h  Ui^n-hi, 


et  le  tableau 


\p  —  «/),1  ^1  -^  (^ i>,t^î  -+-..•-!-  a i),n^n  ■+"  «/>,ra-i-l> 


«1,1)       «1,2>        •  •  •)       «1,«) 
«2, Il        «2,2)         •  •  •  )       «2, ni 


«p,l)       «/',2i 
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des  coefficients  des  variables;  soit  r  le  rang  de  ce  tableau,  rang  qui 
est  au  plus  égal  au  plus  petit  des  nombres  /i,  p.  Je  vais  montrer, 
d'une  part,  que,  parmi  les  polynômes  X( ,  X2,  . . . ,  X«,  il  y  en  a  r,  et 
seulement  /',  qui  sont  indépendants,  et,  d'autre  part,  que  tous  les 
polynômes  s'expriment  au  moyen  de  ceux  d'entre  eux  qui  sont  indé- 
pendants. 

Si  r  est  nul,  tous  ces  polynômes  se  réduisent  à  des  constantes; 
aucun  n'est  indépendant.  Supposons  r  >>  o.  Parmi  les  polynômes 
X,,  X2,  ...,  X^,  il  y  en  a  certainement  r  qui  sont  indépendants;  à 
savoir  ceux  qui  correspondent  aux  lignes  du  tableau  où  figurent  les 
éléments  de  ce  déterminant  du  r'^™*  ordre  qui,  par  hypothèse,  n'est 
pas  nul.  Rien  n'empêche,  quitte  à  changer  l'ordre  des  variables  et 
des  polynômes,  de  supposer  que  ce  déterminant  soit 


A  = 


^i,i        ^2,2         •  •  •        <^2,7' 
€tf  \       Q^p  2        ...       ^  r  r 


Les  polynômes  X),  X2,  . . .,  X^  seront  alors  indépendants;  si  /•  est 
égal  à/?,  les  p  polynômes  considérés  sont  indépendants  et  l'on  a  cer- 
tainement p^n.  Supposons  r  <i p\  si,  aux  /•  polynômes  indépendants 
X(,  Xo,  .  .  .,  X;.,  on  associe  l'un  des  polynômes  X^+i,  X^^aj  -  •  •■>  X„, 
par  exemple  le  polynôme  X^,  les  r -\- \  polynômes  X,,  X2,  ...,  X^, 
Xj  ne  seront  pas  indépendants,  puisque  le  rang  r  du  tableau  de 
leurs  coefficients  est  inférieur  d'une  unité  à  leur  nombre,  et  le  der- 
nier Xf  pourra  s'exprimer  au  moyen  des  r  premiers  par  une  formule 
telle  que 

où  a^^i,  y-s^ii  ...,  ^s  ri  '^s  r+\  désignent  des  constantes  numériques 
que  l'on  déterminera  par  le  procédé  expliqué  plus  haut;  les  deux 
membres  de  l'égalité  précédente  sont  identiques  en  or,,  Xi.  ...,  Xn 
quand  on  remplace  X,,  Xo,  ...,  X;-,  X^  par  leurs  expressions  expli- 
cites. En  d'autres  termes,  X^  peut  être  regardé  comme  un  polynôme 
du  premier  degré,  dont  les  r  variables  s'appelleraient  X,,  Xo,  ...,  X,.. 
Je  dirai,  dans  le  même  sens,  que  X,  s'exprime  au  moyen  de 
X,,  Xj,  . . .,  X,-  en  sous-entendanl  que  V expression  est  un  polynôme 
du  premier  degré.   Cette  formule  met  en  évidence   la   dépendance 
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des  polynômes  X,,  X^,  ...,  X^,  X^,  le  fait  que  la  valeur  numérique 
de  Xj  est  déterminée  quand  les  valeurs  des  polynômes  X,,  Xj,  ..., 
X,.  sont  déterminées.  En  particulier,  il  est  clair  que,  si  l'on  attribue 
aux  variables  ^,,  x-,^  ...,  Xu  des  valeurs  qui  annulent  X,,  X2,  ...,  X;., 
la  valeur  de  X^se  réduira  à  aj,r+i,  en  sorte  que,  si  a^,r+)  n'est  pas  nul, 
les  équations 


X]  =  0,         X2  =  o, 


X,.=  o, 


X,, 


sont  incompatibles,  et  que,  si  a^^r+i  est  nul,  les  /•  premières  équations 
entraînent  la  dernière.  Je  rappelle  que  aj,r4.i  est  égal  à  une  fraction 
dont  le  dénominateur  est  le  déterminant  A,  et  dont  le  numérateur  est 
le  déterminant  du  (/•  +  i)"^m«  ordre 


Ac  = 


«1,! 


«1,2 
«2,2 

«r,2 


«l,r      «l,ra+l 
«2,r      «2,7i-f-l 


(t-s.r 


^r,«+l 


S  est  un  quelconque  des  nombres  /■  +  i ,  /■+  2,  . .  .,  /i. 

Les  remarques  que  voici  sont  des  conséquences  faciles  des  expli- 
cations qui  précèdent  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  p  polynômes  du 
premier  degré  soient  indépendants  est  qu'ils  soient  de  rang  p.  En 
particulier,  s'il  y  a  plus  de  polynômes  que  de  variables,  les  poly- 
nômes ne  peuvent  être  indépendants. 

Si  p  polynômes  du  premier  degré  à  n  variables  sont  de  rang  /■, 
r  de  ces  polynômes  sont  indépendants;  il  peut  se  faire  qu'on  puisse, 
avec  ces  p  polynômes,  former  plusieurs  systèmes  de  /•  polynômes 
indépendants,  mais  on  ne  peut  en  trouver  r  +  i  qui  soient  indépen- 
dants, car,  s'il  y  avait  un  système  de  /•  4-  i  polynômes  qui  fussent 
indépendants,  ce  système  serait  de  rang  /•  4-  1  :  il  y  aurait  donc  un 
déterminant  non  nul  d'ordre  r  -\-  1  tiré  du  tableau  des  coefficients  des 
n  variables.  En  d'autres  termes,  le  rang  d'un  système  de  polynômes 
du  premier  degré  est  le  nombre  maximum  de  polynômes  indépen- 
dants que  l'on  puisse  trouver  parmi  eux. 

Si  le  système  de  polynômes  X,,  Xj,  ...,  X^  du  premier  degré  en 
x^^  X2^  . . .,  x,i  est  de  rang  /■  et  si  X|,  X2,  . . .,  X^  sont  indépendants,. 
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les  autres  polynômes  X^^,,  X,^.2,  ...,  X^  s'expriment  au  moyen  de 
ceux-là,  comme  on  l'a  vu,  par  des  formules  telles  que 

X.Ç  =  ot,ç,i  Xi  -H  a,ç^2  X2-I-.  .  .  -(-  a^,,. X;.-!-  rXg^r-^-i- 

Les  p  —  r  polynômes  du  premier  degré  en  X,,  Xo,  . . .,  X^ 

X.ç —  a^^i  X|  —  a^^2  Xo  — . .  • —  a,;^,.X,. —  ^s,r+i 

qui  deviennent  identiquement  nuls  quand  on  y  remplace  X,,  X2,  ..., 
X,.  par  leurs  expressions  explicites  en  .r,,  X2,  ...,  x,i  sont  indépen- 
dants, lorsqu'on  y  regarde  les  lettres  X,,  X2,  ...,  Xp  comme 
désignant  des  variables,  comme  il  résulte  du  n"  153.  Ainsi,  quand  le 
système  X,,  X2,  . . .,  X^  est  de  rang  /•  <^  />,  il  y  a  />  —  r  polynômes 
du  premier  degré  en  X,,  X2,  . . .,  Xp,  indépendants  quand  on  regarde 
ces  lettres  comme  représentant  des  variables,  et  qui  s'annulent  iden- 
tiquement lorsqu'on  remplace  X|,  X2,  ...,  X^  par  leurs  expressions 
explicites  en  j:,  ,  x-i^  . . .,  x„- 

Réciproquement,  l'existence  d'un  seul  polynôme  du  premier  degré 
en  X),  Xo,  ...,  X^,  à  coefficients  non  tous  nuls,  qui  devienne 
identiquement  nul  quand  on  y  remplace  X,,  X2,  ...,  X^  par  leurs 
expressions  .r,,  x^-,  •••■,  x^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'existence 
d'une  seule  relation  de  la  forme 

ÀiX,  -I-  XîXoH-.  .  .-HÀ/,  X/,-f-X,,+  ,  =  o, 

dans  laquelle  tous  les  nombres  À,,  X^t  •■•■>  ^^/>+i  ^^  sont  pas  nuls,  et 
qui  est  identiquement  vérifiée  quand  on  y  remplace  X4,  Xo,  . . .,  X^ 
par  leurs  expressions  explicites  en  a,,  x-^.  •  • .,  x,i,  entraîne  la  dépen- 
dance de  X|,  X2,  ...,  Xy,;  car,  si,  dans  cette  relation,  le  coeffi- 
cient de  l'un  des  polynômes  X,,  Xo,  . . .,  X^  n'est  pas  nul,  la  valeur 
de  ce  polynome-là,  en  vertu  de  l'identité  supposée,  est  déterminée 
par  la  valeur  de  tous  les  autres  polynômes.  D'ailleurs,  dans  cette 
identité,  les  coefficients  de  X,,  Xo,  ...,  X^  ne  peuvent  être  tous 
nuls,  puisque,  s'il  en  était  ainsi,  l'identité  même  exigerait  que  ^^p+t 
fût  nul. 

Désignons  par  P,,  P2,  ...,  Pv  v  polynômes  du  premier  degré  en 
X,,  X2,  ...,  Xyr,,  de  rang  0,  quand  on  y  regarde  X,,  X2,  ...,  X^, 
comme  les  variables;  lorsque,  dans  P, ,  P2,  ...,  Pv,  on  remplace  X<, 
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X2,  ...,  X^  par  leurs  expressions  explicites  en  jp,,  x-^^  ...,  Xn^  les 
polynômes  P,,  P^,  ...,  Py  deviennent  des  polynômes  du  premier 
degré  en  ^,,  x.^^  ...,  Xn\  si,  comme  je  le  suppose  dans  ce  qui  suit, 
les  polynômes  X,,  X^,  • . . ,  X^  sont  indépendants,  les  polynômes  P|, 
P2,  ...,  Pv,  regardés  comme  des  polynômes  en  ^,,  x-i-,  ...,  ^«,  sont 
encore  de  rang  p.  C'est  ce  que  je  vais  établir. 

Supposons  d'abord  que  P,,  P2,  ...,  Py,  regardés  comme  des  poly- 
nômes en  X|,  X2,  ...,  X^,  soient  indépendants;  je  vais  montrer 
qu'ils  sont  encore  indépendants  quand  on  les  regarde  comme  des 
polynômes  en  ^^,  Xi^  ...,  x,/.  En  effet,  on  peut  alors  trouver  des 
valeurs  A,,  Aa,  . . .,  A^,  pour  X,,  X2,  . . .,  X^,  qui  fassent  acquérir  à 
P,,  P2,  ...,  Pv  telles  valeurs  que  l'on  voudra,  puis  des  valeurs  pour 
Xi,  X21  ...,  x,i  qui  fassent  acquérir  à  X,,  X2,  ...,  X^  les  valeurs 
A,,  A2,  . . .,  Ap,  et,  par  suite,  à  P,,  Pg,  . . .,  Pv  telles  valeurs  que  l'on 
veut. 

Si,  maintenant,  P,,  P2,  . . .,  Pv,  regardés  comme  des  polynômes  en 
X,,  X2,  . . .,  Xp,  sont  de  rang  p,  on  peut,  en  restant  au  même  point 
de  vue,  supposer  que  Pi,  P2,  . . .,  Pp  soient  indépendants;  les  autres 
polynômes  Pp+i,  Pp+25  •••5  Pv  s'expriment  alors  au  moyen  de  P», 
P2,  . . .,  Pp  par  des  relations  qui  sont  identiques  en  X, ,  X2,  . . .,  X^, 
qui  le  sont  encore  en  Xf,  x^,  ••.,  ^«,  quand  on  a  remplacé  X,, 
X2,  ...,  Xp  par  leurs  expressions  explicites.  Mais  P),  P2,  ...,  Pp, 
regardés  comme  des  polynômes  en  Xx^x^,  ...,  x„,  sont  indépendants, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  dire;  les  autres  polynômes  Pp+i,  ...,  Pv 
dépendent  de  ceux-là;  la  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

Le  rang  p  des  polynômes  P, ,  P2,  . . .,  Pv  est  égal  ou  inférieur  à/?, 
ainsi  qu'il  est  évident  lorsqu'on  regarde,  dans  ces  polynômes, 
X,,  X2,  ...,  Xp  comme  les  variables  :  ceci  subsiste,  lors  même  que 
les  polynômes  (  en  a?, ,  ^^2 ?  •  •  •  j  ^//  )  X  ( ,  X2 ,  . . . ,  X ^  ne  sont  pas  indé- 
pendants, car  s'ils  sont  de  rang  r,  on  peut,  en  supposant  X, ,  X2,  .  • . , 
X^  indépendants,  exprimer  les  polynômes  suivants  X,-^,,  Xr^.2,  ..., 
Xy,  au  moyen  de  Xi ,  X2,  . . .,  X^,  puis  remplacer  X^^, ,  X^^2  5  •  •  •  1  X^ 
parleurs  expressions  dans  P),  P2,  ...,  Pv,  qui  deviennent  alors  des  po- 
lynômes du  premier  degré  en  X|,  X2,  ...,  X,.,  polynômes  dont  le 
rang,  si  on  les  considère  comme  des  polynômes  en  X, ,  X2,  . . .,  X;.,  ne 
peut  dépasser  /•;  or  ce  rang  reste  le  même  quand  on  remplace  les 
polynômes  indépendants  X,,  X2,  . . .,  X,-  par  leurs  expressions  expli- 
cites en  X\^  '^29  *  *  *7  ^/i* 
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Il  résulte  de  là  que  p  polynômes  X,,  Xo,  ...,  Xp  du  premier 
degré  en  x,,  ^^2,  . . .,  Xa  et  de  rang  /•,  qui,  comme  on  l'a  vu,  peuvent 
s'exprimer  au  moyen  de  /■  polynômes  indépendants,  des  r  polynômes 
X,,  X2,  ...,  X^  par  exemple,  si  ceux-là  sont  indépendants,  ne  peuvent 
certainement  pas  s'exprimer  au  moyen  d'un  moindre  nombre  de  poly- 
nômes, puisque,  si  X,,  Xo,^  . .,  X^.  s'exprimaient  au  moyen  de  moins 
de  r  polynômes,  ils  ne  seraient  pas  indépendants.  Le  rang  d'un 
système  de  polynômes  du  premier  degré  est  le  nombre  minimum  de 
polynômes  du  premier  degré  au  moyen  desquels  ils  puissent  s'ex- 
primer. 

138.  Ce  qui  précède  permet  de  compléter  ce  que  l'on  a  dit  plus 
haut  de  la  résolution  d'un  système  d'équations  du  premier  degré. 

Plaçons-nous  de  suite  dans  le  cas  le  plus  général,  celui  où  l'on  a 
affaire  à  p  équations  à  n  inconnues.  Je  désignerai,  en  conservant 
d'ailleurs  les  notations  précédentes,  par  X,,  X2,  . . .,  X^  les  premiers 
membres  de  ces  équations,  et  je  désignerai  par  /•  le  rang  de  ce 
système  de  polynômes  du  premier  degré. 

Si  /•  est  égal  à  /?,  les  équations  admettent  certainement  une  solu- 
tion; dans  ce  cas,  on  a  nécessairement  n^p.  Si  n  est  égal  à  />,  il  y  a 
une  solution  et  une  seule.  Si  le  nombre  n  des  inconnues  dépasse  le 
nombre  p  des  équations,  on  considérera  celles  des  inconnues  dont 
les  coefficients  sont  les  éléments  de  ce  déterminant  du  p'*"^^  ordre 
qui,  par  hypothèse,  n'est  pas  nul  :  supposons  que  ces  inconnues 
soient  a;,,  x^^  ...,  Xp\  on  résoudra  les  équations  par  rapport  à 
jp,,  ^2,  . . .,  Xp,  comme  si  les  /i  — p  autres  inconnues  Xp^\^  Xp^2,  . . ., 
x,i  étaient  connues,  en  appliquant  la  méthode  du  n"  loO;  c'est  alors, 
dans  chaque  équation,  un  polynôme  en  Xp^,,  -^p+i^  •  --j  ^n  qui  joue 
le  rôle  de  terme  tout  connu  ;  les  expressions  que  l'on  trouve  ainsi 
pour  Xx^  X21  •..,  Xp  étant  Jinéaires  par  rapport  aux  termes  tout 
connus,  sont  des  polynômes  du  premier  degré  en  Xp^t,  Xp^^,  . . ..  x«. 
D'ailleurs,  d'après  le  n"  150,  les  équations  qui  expriment  ainsi 
Xt,  X2,  . .  -,  .r^  au  moyen  de  Xp^,,  Xp^-,-,  •  ••■,  ^n  sont  équivalentes  au 
système  proposé;  en  sorte  qu'on  vérifie  ce  système  en  attribuant  à 
Xp^i^  Xp^2i  •••■,  Xn  des  valeurs  arbitraires  et  en  prenant  pour  .r,, 
Xi,  . . .,  ^yr,  les  valeurs  qui  en  résultent  et  que,  réciproquement,  dans 
toute  solution  du  système,  les  valeurs  des  inconnues  doivent  être 
liées  par  les  relations  auxquelles  on  est  ainsi  parvenu.    En  d'autres 
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termes,  les  équations  qui  expriment  a?,,  ^2?  ••■,  Xp  au  moyen  de 
^yj+t,  Xpj^.2^  ...,  x,i  fournissent  la  solution  la  plus  générale  du 
système  proposé. 

Supposons  r<ip;  il  y  a,  parmi  les  polynômes  X,,  Xj,  ...,  X,,,  r 
polynômes  indépendants;  je  suppose  que  ce  soient  les  polynômes 
X,,  Xo,  . . .,  X,-,  et  que  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues 
Xi,  .ra,  ...,  .Tr  dans  ces  polynômes  ne  soit  pas  nul;  on  résoudra, 
comme  on  vient  de  l'expliquer,  les  équations  X,  =  o,  X2=o,  ..., 
X^=  o  par  rapport  à  ^, ,  a^a,  . . .,  Xr,  qui,  dans  le  cas  où  /•  est  inférieur 
à  n,  s'exprimeront  ainsi  par  des  polynômes  du  premier  degré  eu 
Xr+ii  Xr+-2^  •••',  x,i,  et  l'on  substituera  ces  polynômes,  à  la  place  de 
X,,  X.2,  ...,  ^^,  dans  les  équations  restantes  X^_^,  =  o,  X^_^2=  o,  ..., 
Xp=o.  Les  inconnues  .Xr+f,  Xr+oi  .••,  x„  disparaîtront  d'elles- 
mêmes;  en  effet,  si  l'on  désigne  par  X^  l'un  des  polynômes  X^_^,,  . . ,, 
Xp.  on  a  entre  ce  polynôme  et  les  polynômes  indépendants  X,, 
X2,  ...,  X^  une  relation  identique,  à  coefficients  constants,  de  la 
forme 


*5,1  ^1  -+-  ^.ç,2^2  ■ 


^.?,;-X,.-|-  (X.s,i-h\- 


Quand  on  fait  la  substitution,  X,,  Xo,  ...,  X^  sont  nuls,  quelles 
ques  soient  les  valeurs  attribuées  à  Xr^t,  Xr+2,  •  •  •■,  Xn^^s  se  réduit 
donc  identiquement  à  la  constante  a^,r+i  •  Si  l'une  des  constantes  a^  r+i  r 
où  s  désigne  l'un  quelconque  des  nombres  r  H-  i ,  r  +  2,  . . .,  /i,  n'est 
pas  nulle,  les  équations  proposées  sont  incompatibles;  si  toutes  les 
constantes  a^,/-+i,  ou  tous  les  déterminants  du  (r  +  i)'»^""'  ordre  : 


ct^  t     ^2  2 
^r,l      ^/•,2 


a 


Ctr^r      ^i\n-k-\ 


s,r       <^.ç,//+l 


auxquels  on  donne  quelquefois  le  nom.  de  déterminants  caracté- 
ristiques du  système  d'équations,  sont  nuls,  les  équations  X,  =  o, 
X2  =0,  . . . ,  Xr  =  o  entraînent  les  équations  X;.^,  =  o,  X, .,.2  :=  o,  .-.. . , 
Xp:=  o  :  donc  la  solution  la  plus  générale  est  fournie  par  les  expres- 
sions de  Xf,  Xo,  . . .,  Xr  au  moyen  de  Xr+t,  Xr+i-,  . . .,  x„,  que  l'on  a 
commencé  par  former. 
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On  n'oubliera  pas  qu'on  est  certainement  dans  le  cas  r<ip,  si 
l'on  a  n  <ip. 

En  résumé,  un  système  d'équations  du  premier  degré  peut  avoir 
une  solution  et  une  seule  (p  =^  n  =  /),  peut  être  impossible  (/-</>, 
un  déterminant  caractéristique  non  nul),  peut  admettre  une  inlinité 
de  solutions;  dans  ce  dernier  cas,  la  solution  la  plus  générale  s'ob- 
tient en  laissant  n  —  /•  inconnues  arbitraires,  les  /'  autres  s'expri- 
ment au  moyen  de  celles-là. 

159.  Les  théories  précédentes,  relatives  aux  systèmes  de  polynômes 
du  premier  degré  et  aux  équations  du  premier  degré,  se  simplifient 
notablement  quand  on  suppose  homogènes  tous  les  polynômes 
auxquels  on  a  affaire,  quand  on  suppose  que,  dans  les  équations,  les 
termes  tout  connus  sont  nuls  :  les  équations  sont  dites  alors  Unéaii'es ; 
au  lieu  de  l'expression  polynômes  homogènes  du  premier  degré 
j'emploierai  l'expression  yb/v?ze5  linéaires.  Il  suffira,  pour  se  placer 
dans  ce  cas,  sur  lequel  je  vais  maintenant  m'arrêter,  de  supposer,  dans 
les  notations  antérieures,  que  les  quantités  ai,//^.!,  «:!,«4.f,  . . .,  «/>,h+i 
sont  toutes  nulles.  Les  définitions  de  l'indépendance  et  du  rang 
subsistent  sans  modifications. 

On  remarquera  d'abord  que,  si  les  équations  en  .r,,  x.,,  . . .,  x„, 

X 1  =  o,         X.>  =  o,         , . . ,        X/,  =  o 

sont  linéaires,  au  sens  que  je  viens  de  dire,  le  cas  d'impossibilité  ne 
peut  se  présenter,  puisque  ces  équations  sont  évidemment  vérifiées 
quand  on  suppose  toutes  les  variables  nulles.  A.u  surplus,  on  recon- 
naît immédiatement  que,  dans  ce  cas,  les  déterminants  que  l'on  a 
appelés  caractéristiques  sont  tous  nuls. 

On  remarquera  ensuite  que,  si  les  formes  X,,  Xo,  ...,  X^  sont 
linéaires  en  ^,,  Xo,  ...,  x,i,  il  ne  peut  exister  entre  elles  de  relation 
identique,  à  coefficients  constants,  de  la  forme 

XiXj  -+-  À^X,-!-. .  .-f-  X,,X.,i  -t-  X/;_Hi  =  O) 

sans  que  /^p+{  soit  nul  :  en  effet,  la  relation  précédente  doit  être 
vérifiée  quand  on  suppose  nulles  toutes  les  variables  et,  par  consé- 
quent, toutes  les  formes  X,,  X2,  . . .,  X;,;  en  d'autres  termes,  la  rela- 
tion considérée   doit  être  elle-même  linéaire  en  X,,  X2,   .,. .,    X^  : 
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on  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  :  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  les  formes  X),  Xj,  ...,  X^  soient  indépen- 
dantes est  qu'il  n'existe  pas  de  constantes  )v, ,  X2,  ...,  A^,  non  toutes 
nulles  telles  que  l'on  ait  identiquement,  en  x,,  X2,  .  • .,  Xn, 

Xi  Xi  -+-  XsXq-f-. .  .-hXpXp  =0. 

Au  contraire  l'existence  de  telles  constantes  est  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  les  formes  considérées  soient  dépen- 
dantes. 

En  particulier,  si  les  formes  X,,  Xo,  . . .,  X^,  sont  de  rang  r<ip  et 
si  les  /'  formes  X),  X2,  . . .,  X^  sont  indépendantes,  les  p  —  /•  autres 
s'exprimeront  linéairemenl  au  moyen  de  celles-là,  et  seront  nulles 
pour  toutes  les  valeurs  des  variables  qui  annulent  X,,  Xo,  . . .,  X^. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que/?  formes  linéaires 
en  ^,,  X2,  ...^Xn  soient  de  rang  inférieur  ou  égal  à  /•  consistent  en 
ce  que  les  déterminants  du  (r-hi)""""  ordre  tirés  du  Tableau  des 
coefficients  soient  tous  nuls. 

Revenons  aux  équations  linéaires  en  j;,,  x.yt  ....  Xn-, 

Xl   =    O,  X2  =    O,  ...,  Xyi;^    o. 

Supposons  d'abord  que  les  formes  X,,  X^,  . . .,  X^  soient  indépen- 
dantes, ce  qui  exige  />^  n.  Si  l'on  a  p  =  n,  les  équations  n'admettent 
qu'une  solution,  à  savoir  la  solution  évidente  574  =  0,  x.2=  o,  ..., 
x,t=o  : 

n  équations  linéaires  à  n  inconnues  dont  le  déterminant  n'est 
pas  nul  n'' admettent  pas  d'autre  solution  que  la  solution  où 
toutes  les  inconnues  sont  nulles. 

Si  l'on  A  p  <C  n,  p  inconnues,  dont  les  coefficients,  dans  les  formes 
X,,  X2,  . . .,  Xy,,  sont  les  éléments  d'un  déterminant  non  nul  du />""'* 
ordre,  s'expriment  linéairement  au  moyen  des  n — p  autres,  qui 
restent  arbitraires,  et  l'on  obtient  ainsi  la  solution  la  plus  générale 
du  système  d'équations.  Que  les  expressions  des  p  inconnues  au 
moyen  des  n  — p  autres  soient  effectivement  linéaires,  c'est  ce  qui 
résulte  évidemment  des  formules  du  n°  loO. 

Supposons  maintenant  que  les  p  formes  X,,  Xj,  . . .,  X^  soient  de 
rang  r  <^p^  et  que  les  /•  formes  X,,  X2,  • . .,  X^  soient  indépendantes. 
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Les  p  —  r  autres  s'expriment  linéairement  au  moyen  de  celles-là  et 
s'annulent  toutes  quand  les  r  premières  sont  nulles;  le  système  "des 
équations  proposées  est  équivalent  au  système 

Xi  =:  o,        Xj ^  o,         ...,        Xr=o; 

r  inconnues  s'expriment  linéairement  au  moyen  des  n  —  ;•  autres, 
et  l'on  obtient  ainsi  la  solution  la  ,plus  générale  des  équations  pro- 
posées. 

En  particulier,  si  l'on  a  n  équations  linéaires  à  n  inconnues,  dont  le 
déterminant  soit  nul,  on  peut  satisfaire  à  ces  équations  en  laissant 
certaines  inconnues  arbitraires.  Le  système  proposé  admet  des  solu- 
tions où  toutes  les  inconnues  ne  sont  pas  nulles.  La  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  n  équations  linéaires  à  n  inconnues 
admettent  une  solution  où  toutes  les  inconnues  ne  sont  pas  nulles 
est  que  le  déterminant  de  ces  équations  soit  nul.  C'est  le  sens  précis 
qu'il  faut  attribuer  à  cette  proposition  :  la  condition  obtenue  en  écri- 
vant que  le  déterminant  de  n  équations  linéaires  à  n  inconnues  est 
nul  est  le  résultat  de  l'élimination  de  ces  n  inconnues  entre  les  n 
équations. 

On  observera  qu'une  proposition  énoncée  au  n°  148  se  trouve 
maintenant  entièrement  démontrée   : 

Quand  un  déterminant  est  nul,  Les  éléments  de  toutes  les  lignes 
de  ce  déterminant  vérifient  une  même  équation  linéaire^  dont 
tous  les  coejficients  ne  sont  pas  nuls. 

Il  convient  de  remarquer  que,  si  p  est  plus  petit  que  n,  les  équa- 
tions X,  =  o,  X2=  o,  . . .,  \.p=.  o  admettent  toujours  des  solutions 
où  les  inconnues  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

160.   Le  cas  où  l'on  a  affaire  k  n  —  i  équations  linéaires  à  n  incon- 
nues se  présente  fréquemment  et  il  convient  de  s'y  arrêter  un  instant. 
On  a  déjà  traité  au  n'  133  des  équations 

ax  -+-  by  -4-  cz  =  o,       - 
a'  x-\-  b'f-+-  c'  z  =  o, 

et  l'on  a  vu  que  la  solution  la  plus  générale  de  ces  équations,  dans  le 
cas  où  les  trois  déterminants  bc' —  b'c,  ca'—c'a,  ab' —  a' b  ne  sont 
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pas  nuls  à  la  fois,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les  deux  formes  linéaires 
égalées  à  o  sont  du  rang  2,  s'obtenait  en  prenant  x^  y,  z  proportion- 
nels à  ces  déterminants.  Ceux-ci  ne  sont  autre  chose  que  les  mineurs 
relatifs  aux  éléments  de  la  troisième  ligne  d'un  déterminant  du  troi- 
sième ordre  dont  les  deux  premières  lignes  sont 

a     b     c^ 
a'     h'     c' . 

Le  fait  que  les  trois  mineurs,  mis  à  la  place  de  x^  y,  z,  vérifient  les 
équations  proposées  est  un  cas  particulier  des  relations  entre  les  élé- 
ments d'un  déterminant  et  ses  premiers  mineurs  (n"  144).  Si  l'un  des 
trois  déterminants  est  nul,  sans  que  les  trois  soient  nuls,  l'inconnue 
qui  devrait  être  proportionnelle  à  ce  mineur  est  nulle. 

Si  les  trois  mineurs  sont  nuls,  et  si  l'on  écarte  le  cas  où  tous  les 
coefficients  sont  nuls,  les  deux  formes  linéaires  sont  de  rang  i  ;  on 
peut  résoudre  l'une  d'elles  par  rapport  à  une  inconnue  dont  le  coeffi- 
cient ne  soit  pas  nul,  en  laissant  les  deux  autres  arbitraires,  on  obtient 
ainsi  la  solution  la  plus  générale  des  équations  proposées. 

Considérons  maintenant  trois  équations  à  quatre  inconnues 

ax  -f-  by  -T-  cz  -^  dt  =0, 
a'  X  -I-  b' y  -t-  c'  z  -^  d' t  =  o, 
a" X  -<-  b" y  -1-  c" z  -\-  d"  t  =  o, 

et  supposons  que  le  tableau  des  coefficients 


a 

b 

c 

•-/, 

a' 

b' 

c' 

^', 

a" 

b" 

c" 

d". 

ou  les  trois  formes  linéaires  égalées  à  o,  soit  de  rang  3.  En  regardant 
les  trois  lignes  de  ce  tableau  comme  les  trois  premières  lignes  d'un 
déterminant  du  quatrième  ordre,  et  en  désignant  par  A'",  B'",  C",  D'" 
les  mineurs  de  ce  déterminant  relatifs  aux  éléments  de  la  quatrième 
ligne,  mineurs  qui,  par  hypothèse,  ne  sont  pas  tous  nuls,  il  résulte  des 
identités  établies  au  n"  144  que  les  équations  proposées  sont  vérifiées 
quand  on  prend  ^,  y,  ^,  /  égaux  à  A'",  B"^  C",  D"'  et  par  conséquent 
aussi,  à  cause  de  l'homog^énéité   des  équations,  quand  on  prend  x^ 
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y,  5,  t  proportionnels  à  A'".  B'",  C",  D'";  c'est  là  d'ailleurs  la  solution 
la  plus  générale;  dans  cette  solution,  en  ellét,  l'une  des  inconnues ;r, 
y^  z,  t  doit  rester  arbitraire;  or,  on  peut  choisir  le  facteur  de  pro- 
portionnalité de  manière  à  faire  acquérir  à  cette  inconnue  telle 
valeur  qu'on  voudra.  Si  l'un  des  déterminants  V",  B'",  C",  D'"  est 
nul  sans  que  tous  les  autres  le  soient,  cela  signifie  que  l'inconnue  qui 
lui  est  proportionnelle  doit  être  nulle. 

Si  le  tableau  des  coefficients  était  de  rang  2,  il  j  aurait,  parmi  les 
trois  formes  linéaires,  deux  formes  qui  seraient  indépendantes,  les 
deux  dernières  par  exemple  ;  l'un  des  six  déterminants  du  second  ordre 
qu'on  peut  tirer  du  tableau  de  leurs  coefficients,  par  exemple  le  déter- 
minant b'c" — 6"c',  ne  serait  pas  nul;  on  résoudrait  alors  les  deux 
dernières  équations  par  rapport  à  y  et  k  z]  on  en  tirerait  des  for- 
mules telles  que 

z   =  a! X  H-  °'«,     ■ 

qui,  en  laissante  et  t  indéterminés,  fourniraient  la  solution  la  plus 
générale  des  équations  proposées.  Si  le  tableau  des  coefficients  des 
trois  formes  était  de  rang  1 ,  il  n'j  aurait  qu'une  forme  indépendante  ; 
on  résoudrait  l'équation  obtenue  en  l'égalant  à  o  par  rapport  à  l'une 
des  inconnues,  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul,  cette  inconnue  s'ex- 
primerait linéairement  au  moyen  des  trois  autres,  qui  resteraient 
arbitraires. 


§  3.  —  MULTIPLICATION  DES  DÉTERMINANTS. 


161.   Considérons  les  trois  formes  linéaires  en  x^^  x.j-,  x^ 

Xi  =  a,!  iPl -I-  «1-2 -Z"? -t-  «It  3^3, 
X2  =  «2  1  ■'"l  -t-  «22 -^^2-+-  «23^31 
X3=   «3137,  -^  «32^2-^  «33^3, 

et  supposons  qu'on  y  remplace  respectivement  Xf,  X2,  ^3  par 

613^1-^-623^2-1-633^3; 
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elles  se  changeront  en  des  formes  linéaires  en  j",,  jKa?  ^3>  savoir 

Y2  =   CîiJKl  -+-  C20JK2  H-  C23r-1' 
Y3  =  C3,  JKl  -<-  C32^2  -+-  C3  3^3l 


ou  J  on  a  pose 


C|i  =  «1)6,,  +  «12^12-+-  «13^135 
Cjj  =:  CT21  Ou  -I-  «22  t'12  ^~  <^23  t>i3, 
C3I  =  «31^11  -I-  «32^12-1-  «33^13, 

Ci2=  OîiiOji-f-  Ctl2  022  ~+"  <^13  ^23? 
C22  =  <3J21  O21  +  Ot22  ^22  ■+"  ^23  t>23i 
C32  =  <23l  C»21  ~t-  «32  O22  -+-  «33  ^23') 

C13  =  «11  631  ■+-  «12  032+  <^13  ^33') 
C23  =  <^2I  ^31  ~f~  <^22  C'32  -I-  «23  O33, 
C33  =  «31  631  +  «32  ^32  -H  «33  ^33  '■ 


soient  maintenant 


«U  «12  «13 
«21  «22  «23 
«31       «32       «33 


bu  6,2  èl3 
^21  ^22  623 
^31        632        O33 


G  = 


Cil  C12  Ci3 
C21  C22  C23 
C31   C32   C33 


Les  formes  Y,,  Y2,  Y3  en  jk,,  JK2)  J^3  sont  indépendantes,  lorsque 
les  formes  X,,  X2,  X3  en  a?,,  x^,  x^  sont  indépendantes  ainsi  que  les 
formes  en  y^J  JK25  JKs  qvi'on  substitue  à  Xi,  x^i  x^  (n"  157)  ;  elles  ne 
le  sont  pas  quand  les  formes  X,,  X2,  X3  ne  sont  pas  indépendantes; 
elles  ne  le  sont  pas  non  plus  qviand  les  formes  enjKi,  JKa?  JK3  que  l'on 
substitue  à  ^(,  ^25  x^  ne  sont  pas  indépendantes  ;  car,  si  ces  dernières 
formes  ne  sont  pas  indépendantes,  elles  peuvent  s'annuler  pour  des 
valeurs  non  nulles  de  jk,,  y^i  y^  et  ces  valeurs  annulent  aussi,  néces- 
sairement, les  formes  Y<,  Y2,  Yg  ('). 

En  d'autres  termes  le  déterminant  C  n'est  pas  nul  quand  les  deux 
déterminants  A,  B  sont  différents  de  zéro  ;  C  est  nul  quand  l'un  de 
ces  déterminants  est  nul.  En  d'autres  termes  encore,  les  valeurs  des 


C)  On  arrive  à  la  même  conclusion  (n»  157)  en  remarquant  que  les  trois  formes 
yi>  Xii  Xi  étant  dépendantes  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  deux  d'entre  elles,  au 
plus,  en  sorte  que  Y,,  Y^,  Y„  s'exprimant  linéairement  au  moyen  de  deux  formes,  ne 
peuvent  être  indépendantes. 
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coefficients  or  H,  •••,  «33,  ^n?  •••,  ^33  qui  annulent  C,  ouïe  produit 
AB,  sont  les  mêmes. 

On  peut,  en  suivant  la  voie  que  je  me  contente  d'indiquer,  mon- 
trer que  l'on  a  C  =  AB;  mais  je  préfère  établir  cette  égalité  en  par- 
tant de  la  façon  dont  le  déterminant  C  est  formé  au  moyen  des  élé- 
ments de  A  et  de  B. 

162.  Chaque  élément  de  ce  déterminant  C  est  la  somme  des  pro- 
duits des  éléments  d'une  ligne  de  A  par  les  éléments  correspondants 
d'une  ligne  de  B;  l'élément  c„,  par  exemple,  est  la  somme 
«ri  ^ii  H- «/■2^.v2H- ^r3^i3  dcs  éléments  de  la  /•'*""' ligne  de  A  respec- 
tivement multipliés  par  les  éléments  correspondants  de  la  s'*™®  ligne 
de  B  :  cet  élément  Crs  appartient  à  la  r'^"*  ligne  et  à  la  5'^™®  colonne 
deC. 

Supposons  C  écrit  explicitement,  c'est-à-dire  chaque  lettre  Crs 
remplacée  par  la  somme  a^,  bsi  -+-  «ra  ^^2  +  «r3  ^^3  qu'elle  représente  : 
chaque  élément  de  G  est  ainsi  la  somme  de  trois  termes.  Convenons 
de  regarder,  dans  une  même  colonne  de  C,  dans  la  5'^™*,  par  exemple, 

a,  1651-1-  «12  6,,.2+  «13^53) 
<^21  O^i  -I-  Ct^iOgi  -+-  «23  ".ç3) 
«31^41-+-  «32^:52-*-  «33^53, 

les  éléments  écrits  les  uns  sous  les  autres  comme  formant  une  colonne 
partielle,  et  de  regarder  ainsi  cette  .s'^™*  colonne  de  C  comme  la  réunion 
de  trois  colonnes  partielles.  On  voit  que  chacune  de  ces  colonnes 
partielles  provient  d'une  colonne  de  A,  dont  les  éléments  sont  tous 
multipliés  par  un  même  élément  (bst,  6^2,  ou  bsn)  de  B. 

J)'après  ce  que  l'on  a  dit  au  n°  1  i6,  G  peut  être  regardé  comme  la 
somme  de  3x3x3  =  2^  déterminants,  dont  chacun  est  formé  en 
associant  trois  colonnes  partielles  prises  respectivement  dans  la  pre- 
mière, la  seconde,  la  troisième  colonne  de  C.  L'un  de  ces  détermi- 
nants sera,  par  exemple, 


«la^ia  «1^62^  «ly^sy 
«2a6ia  «2^62^  a^yàsy 
^3x^10.     «3^62^     Cl3yf>3y 


Gapy  = 
Il  a  été  formé  en  associant  la  a'*"®  colonne  partielle  de  la  première 
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colonne  de  C,  la  [i'^'"^  colonne  partielle  delà  seconde  colonne  de  C,  la 
^ième  colonne  partielle  de  la  troisième  colonne  de  C;  chacun  des  in- 
dices a,  [3,  y  est  susceptible  de  prendre  les  valeurs  i,  2,  3.  Le  précé- 
dent déterminant  est  égal  au  produit  de  6ia^2p^3y  par  le  déterminant 


«m     «if 


a 


ir 


«2a      «2p      «2Y 
«3a      «3^      «3Y 

si  deux  des  indices  a,  |B,  y  sont  égaux,  le  déterminant  a  deux  colonnes 
identiques;  il  est  identiquement  nul.  Les  seuls  déterminants  de  cette 
sorte  qui  ne  sont  pas  nuls  s'obtiennent  en  supposant  distinctes  les 
valeurs  de  a,  {3,  y  :  chacun  d'eux  correspond  ainsi  à  l'un  des  arrange- 
ments trois  à  trois  des  nombres  i,  2,  3  :  ils  sont  au  nombre  de  six. 

Le  précédent  déterminant,  si  l'on  suppose  que  a,  f),  y  soient  les 
nombres  1,  2,  3  rangés  dans  un  certain  ordre,  n'est  autre  chose  que 
le  déterminant  A,  dont  on  a  rangé  les  colonnes  dans  un  certain  ordre; 
pour  ramener  ces  colonnes  à  occuper  le  même  ordre  que  dans  A,  il 
faut  opérer  sur  les  numéros  a,  p,  y  un  certain  nombre  de  transposi- 
tions, nombre  qui  ne  diffère  que  par  un  nombre  pair  du  nomi)re 
d'inversions  qui  se  trouvent  dans  l'arrangement  a|^y-  Si  l'on  désigne 
par  i  ce  nombre  d'inversions,  on  voit  que  l'on  aura 

dans  les  six  déterminants  non  identiquement  nuls  Ca^y,  qui  corres- 
pondent aux  six  arrangements  trois  à  trois  des  numéros  i,  2,  3,  on 
peut  mettre  ainsi  A  en  facteur,  l'autre  facteur  ( —  O'^ia^ap^sy?  où  i 
est  le  nombre  d'inversions  de  l'arrangement  «[^y,  est  un  terme  de  B; 
on  obtient  les  six  termes  de  B  en  considérant  successivement  les  six 
arrangements  trois  à  trois;  l'égalité  G  =  BA  est  donc  démontrée. 

La  démonstration,  bien  que  faite  sur  deux  déterminants  du 
troisième  ordre,  est  générale,  et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Si  l'on  considère  les  deux  déterminants  du  n"'""'  ordre  * 


«11 

«12          • 

.  .        «i„ 

«21 

«22 

.  •        «2« 

B  = 

««1 

««2        • 

-        ««« 

bii      612 

^21         ^22 
bnl       t>„2 


.       6l« 
.      b„„ 
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leur  produit  AB  peut  être  mis  sous  forme  d'un  déterminant  du  /i'^""* 
ordre 

Cl,        Ci2        ...        C,„ 
C21       C22        •  .  .        Cin 


G  = 


C/il       Cfiï 


dans  lequel  chaque  élément 


Crs  =  Uri  bsx  -\-  ari  h g^  -!-...-+-  flf,.„  bg,i 


s'obtient  en  ajoutant  les  produits  des  éléments  de  la  r'^™"  ligne  de  A 
par  les  éléments  correspondants  de  la  5"'"*'  ligne  de  B. 

Il  convient  de  s'habituer  à  appliquer  cette  règle,  indépendamment 
de  la  notation  précédente.  On  a,  par  exemple, 


a'a-i-è'^     a'x-^b"^' 


a 

b      c 

a      ^3 

Y 

a 

b'     c' 

X 

a'      ^' 

ï' 

a" 

b"     c" 

a"     ^" 

r 

a  X  -^ 

b^ 

+  c  Y 

a  a. 

a' a -h  6' 3 -I- c'y     a' a' H- 6' jî'— c'y'     a' a" -i- 6' ^"-i- c'y" 
a"%  -+-  6" p  -+-  c"y     a"a'  +  6"  P'  +  c"y''     a" a" -H  6"  [i"-+-  c"/ 


Puisque,  dans  un  déterminant,  on  peut  intervertir  les  lignes  et  les 
colonnes,  on  voit  que  le  produit  de  deux  déterminants  pourra  s'écrire 
de  façons  diverses;  on  aura  par  exemple 


an-ha'ot.'  aj3-i-a'^' 

boL^b'%'  b^  +  b'P' 

«a-f-a'jâ  ba.  -h  b' ^ 

a^-i-a'p'  b^-hb'^' 

a  OL  -^  b  ol'  a  ^->r  b  ^' 

a't^b't'  <z'P-h6'P' 


La  formule  qui  donne  l'expression  du  produit  de  deux  détermi- 
nants s'applique  évidemment  au  carré  d'un  déterminant;  on  a,  par 
T.  26 


4o2 
exemple, 


a     b 

a!     b' 
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a'^-^b'^      aa'-ir-bb' 
aa' -\- bb'      a'^^b''^ 


ab-\-a'b'      t^^b"^ 


ou 


e  ineme 

(i 

b 

a 

b' 

a!' 

b" 

{ab'—a'by^  =  (a'-^-^  b^)  (a'2+  6'2)  —  (aa'-+-  bb'  f 
=  {a^-^  a"'){b^  ^  b'^)  —  {ab  -ha'b')^; 


a^4-  b^  ^  c-2 

aa'  -\-  bb'  -^  ce' 

aa"  -+-  bb" 

-1-  ce" 

aa'  -h  bb'  -i-  ce' 

a'2-+-  b'-^   -+-  c'2 

a'  a"  -^  b'  b 

'  -+-  e'  c" 

aa"  ^  bb"  ^  ce" 

a'  a"  ^  b'  b"  ^r-  c'  e" 

a"2+  6"2 

-4-  f"- 

a--+-  a'-  ■+-  a"2 

ab  H-  a'  b'  -^  a"  b" 

ac  -+-  a'  c' 

+  a"  c" 

ab  -\-  a'  b'  ^  a"  b' 

62  _^    è'2-h-6"2 

be  -i-  b' c' 

^  b"e" 

ac  -+-  a'  e'  -^  a"  e" 

be  -{-  b'  e'  -+-  b"  e" 

C2+     C'2 

-+-c"2 

Il  est  clair  que  le  carré  d'un  déterminant  peut  être  mis  sous  la  forme 
d'un  déterminant  symétrique  du  même  ordre. 


163.  Le  théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants  est 
d'ailleurs  susceptible  d'extension.  La  même  loi  de  formation  qui 
permet  de  déduire  les  éléments  du  déterminant  produit  de  deux 
tableaux  carrés,  peut  s'appliquer  à  deux  tableaux  rectangulaires  com- 
prenant respectivement  le  même  nombre  de  lignes  et  le  même 
nombre  de  colonnes. 

Considérons  par  exemple  les  deux  tableaux 


a 

b 

e 

'X 

P 

T 

a' 

b' 

e 

a' 

P' 

t' 

dont  chacun  comporte  deux  lignes   et  deux  colonnes;   on  peut  en 
déduire  un  déterminant  du  second  ordre 


a'a -h  6' {3 -+- c'y     <x'a'-f- 6' ^'-f- c'y' 


dont  chaque  élément  est  la  somme  des  éléments  d'une  ligne  du  pre- 
mier tableau  respectivement  multipliés  par  les  éléments  correspon- 
dants d'une  ligne  du  second  tableau.  Ce  déterminant  du  second  ordre 
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peut  être  décomposé  en  neuf  déterminants,  par  un  procédé  analogue 
à  celui  que  l'on  a  employé  dans  la  démonstration  du  théorème  fon- 
damental. En  n'écrivant  que  les  déterminants  qui  ne  sont  pas  nuls 
identiquement,  on  trouve  que  le  déterminant  proposé  est  égal  à 


«a     6  ^' 
a' a     6'P' 

-+- 

a  % 
a!  % 

cy' 

c'y' 

-f- 

6  j3     a  a' 
6';^     a' a' 

-1- 

6  3     c  y' 
è'P     c'y' 

-t- 

c  Y     «  3t' 
c'  Y     o!  n! 

^ 

c  Y     6  ^' 
c'y     è'|3' 

= 

= 

a      b 

u'      b'   1 

a 

a' 

^ 

?' 

a 

-1- 
a 

c 
'     c 

1 

a      Y 
a'     y' 

-1- 

b 

b' 

c 

c' 

1  P     Y 
!  P'    Y' 

En  d'autres  termes,  on  a  l'identité 

(aa  -f-  èp  -1-  cy)  («'a'-f-  6'  ^'-+-  c'y')  —  (  a  a' -t-  6  3' -t-  c  y' )(«'«-(-  6' 3  -t-  c'y) 
=  ibc'  —  b'c)(pY  —  j3'  Y  )  -•-  (  c  «'  —  c'  rt  )  (  Y»'  —  y'  ^  )  +  (  '^^'  —  <^'  ^  )  (  ^i^'  —  ^'  ?  )  ; 

€t,  en  particulier, 

(  «2  -4-  62  -H  c2  )  (  a'2  -h-  6'2  -r-  c'2  )  —  (  «a'  -4-  66'  -+-  ce'  )2 
=  (6c'—  6'c)2-i-  (ca' —  c'a)^-\-(ab' —  a!  bf-. 

Cette  dernière  identité  tient  un  rôle  assez  important  en  Géométrie 
analytique.  Celle  d'où  elle  a  été  déduite  permet  d'ajouter,  à  la  formule 
du  n°  161  relative  au  produit  de  deux  déterminants  du  troisième 
ordre,  des  identités  intéressantes  concernant  les  premiers  mineurs  du 
déterminant  produit.  Si,  en  effet,  on  reprend  les  notations  de 
ce  n"  161  et  si  l'on  désigne  par  A^^,  B^,,  C;-^  les  mineurs  des  déter- 
minants A,  B,  C  relatifs  aux  éléments  rt^^,  brs-,  Crs  des  déterminants 
A,  B,  C,  on  trouve  sans  peine  la  relation 

Cr5  =  A^i  B^i -H  A^2  6^2 -+- A^,  8^3, 

qui  en  résume  neuf  autres,  puisqu'on  peut  donner  séparément  aux 
indices  r,  s  la  valeur  i,  2,  3. 

On  désigne  sous  le  nom  de  déterminant  adjoint  d'un  déterminant 
donné  le  déterminant  du  même  ordre  dont  les  éléments  sont  les 
premiers  mineurs  du  déterminant  donné. 

Ainsi,  en  désignant,  comme  au  n"  14-4,  par  A,  B,  C;  A',  B',  C; 
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A",  B",  C"  les  mineurs  du  détermiuaol 


a 

b 

c 

a' 

b' 

c' 

a" 

b" 

c" 

relatifs  aux  éléments  a,  6,  c;  a',   6',  c';  «",  6",  c" ]  le  déterminant 
adjoint  de  A  sera 


D  = 


ABC 
A'     B'     C 

A"     B"     C" 


Le  produit  de  ces  deux  déterminants  est 


Aa-f-B  è-i-G  c 

A  a'^B  è'+G  c' 

A  a" 

A' a -h  B' 6  +  G' c 

A'«'-^  B'6'+G'c' 

y  a" 

A"a  +  B"6-HG"c 

A"a'-f-B"6'+C"c' 

A"  a" 

AD  = 


ou,  en  tenant  compte  des  identités  du  n"  144, 

A 


B  b' 

-1- 

G 

c" 

B 

b' 

-1- 

G' 

c'' 

B' 

b' 

-H 

C" 

c" 

o  o 
o  A  o 
o     o     A 


=  A». 


Si  donc  A  n'est  pas  nul,  on  a  D  =  A-.  Cette  égalité,  établie  pour 
toutes  les  valeurs  de  a,  Z>,  ...,  c"  qui  n'annulent  pas  A,  a  lieu  iden- 
tiquement en  «.,  6,  . . .,  c" . 

L'adjoint  d'un  déterminant  du  troisième  ordre  est  égal  au  carré  de 
ce  déterminant  :  l'adjoint  d'un  déterminant  du  n'^"^^  ordre  est  la 
puissance  (n  —  i)'^""'de  ce  déterminant;  la  démonstration  est  la 
même. 

On  a  signalé  au  n"  135  les  relations  de  la  forme  , 

B'G"— B"G'=:  Aa, 

qui  lient  les  premiers  mineurs  du  déterminant  adjoint  de  A  aux  élé- 
ments de  A.  On  démontre,  d'une  façon  générale,  que  tous  les  mineurs 
du  déterminant  adjoint  d'un  déterminant  A  du  /z'^™^  ordre,  sauf  les 
éléments  mêmes  de  ce  déterminant  adjoint,  sont  divisibles  par  A.  En 
particulier,  si  A  est  nul,  tous  les  mineurs  (sauf  les  éléments)  du  déter- 
minant adjoint  sont  nuls. 
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§  4.   -    MÉTHODES    D'ÉLIMINATION   D'EULER, 
SYLVESTER  ET  BÉZOUT. 

164.  Un  polynôme  en  x^  de  degré  n, 

où  «0,  «1,  •-.-,  o,n  sont  des  constantes  numériques  a  le  même  aspect  qu'une 
forme  linéaire  à  n-Hi  variables,  qui  s'appelleraient  a?",  x^^  x^^  .  .  .,  a?",  et  où 
les  exposants  seraient  regardés  comme  des  indices.  Dans  certaines  questions, 
les  relations  qui  existent  entre  ces  variables  et  le  fait  que  la  première  a?"  =  i 
n'est  pas  une  variable,  n'interviennent  pas.  Quelques  propositions  de  la  théorie 
des  systèmes  de  formes  linéaires  s'appliquent  ainsi  à  la  théorie  des  systèmes 
de  polynômes  en  x. 

Lorsque,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  considère  un  système  de  poly- 
nômes en  x  comme  un  système  de  formes  linéaires  en  a?",  a^i,  .r*,  ...,  le 
nombre  de  ces  variables  est  le  degré,  augmenté  d'une  unité,  de  celui  de  ces 
polynômes  qui  a  le  plus  haut  degré;  quelques-unes  de  ces  variables  man- 
queront dans  ceux  de  ces  polynômes  qui  seront  d'un  degré  moindre,  c'est- 
à-dire  que  leurs  coefficients  devront  être  regardés  comme  égaux  à  o.  Il  est 
commode  de  regarder  tous  les  polynômes  d'un  système  comme  étant  d'un 
même  degré,  égal  ou  supérieur  au  plus  haut  degré  de  tous  ces  polynômes, 
quelques-uns  de  leurs  premiers  coefficients  pouvant  être  nuls.  Quand  on  parle 
du  tableau  des  coefficients  de  ce  système  de  polynômes,  on  suppose  qu'ils 
soient  tous  écrits  les  uns  sous  les  autres,  de  manière  que  les  termes  de 
même  degré  soient  dans  une  même  colonne  verticale,  et  que  les  coefficients 
des  termes  manquants  soient  remplacés  par  des  zéros.  S'il  s'agit  par  exemple 
des  polynômes 

x'*-{-i^     x^-\-'ix'^^     a"2 — a:  4- 3 

le  tableau  des  coefficients  sera 

I      o     o  0      1 

o     i     2         o    o 
o     o     I     — I     3 

S'il  plaît  de  regarder  les  mêmes  polynômes  comme  des  polynômes  du 
sixième  degré  dans  lesquels  les  termes  du  sixième  et  du  cinquième  degré  man- 
queraient toujours,  dans  lesquels  les  variables  x^  et  x'^  auraient  toujours  des 
coefficients  égaux  à  o,  le  tableau  des  coefficients  sera 

o  o  1  o  o  o  I 
G  o  o  I  2  o  o 
o     o     o     o     I     — I     3 
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Ce  second  tableau  est  du  même  rang  que  le  premier  (n"  loi). 

165.  On  dit  que  p  polynômes  (en  x)^  X|,  Xo,  . .  .,  X^,  sont  linéairement  in- 
dépendants quand  il  n'existe  pas  de  constantes  Xi,  X2,  ...,  \p  non  toutes 
nulles,  telles  que  l'on  ait  identiquement  en  x 

X,  Xj   -I-  X2  X2  -t-  .    .   .  -4-    X/,  X;,    =    o. 

Si  de  telles  constantes  existent,  les  polynômes  sont  linéairement  dépen- 
dants. Cette  identité  implique  que,  dans  le  premier  membre,  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  x,  et  le  terme  indépendant  de  x^  soient  nuls  sépa- 
rément. C'est  exactement  les  mêmes  conditions  que  l'on  trouverait  si  l'on 
considérait  les  polynômes  comme  formant  un  système  de  formes  linéaires 
en  a?",  a?',  a?^,  .... 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  polynômes  Xj,  X2,  ..., 
X^  soient  linéairement  indépendants  est  que  le  tableau  de  leurs  coefficients 
soit  de  rang  p\  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  polynômes 
soient  linéairement  dépendants  est  que  ce  tableau  soit  de  rang  inférieur  à  p. 

Supposons  tous  les  polynômes  de  degré  inférieur  à  n,  et  regardons-les,  con- 
formément à  une  convention  antérieurement  expliquée,  comme  étant  tous  du 
degré  n  —  i. 

Si  l'on  di  p  ^  n^  les  polynômes  sont  linéairement  dépendants.  Si  l'on  a 
/?  =  n,  le  tableau  des  coefficients  est  un  carré,  que  l'on  peut  regarder  comme 
un  déterminant;  en  écrivant  que  ce  déterminant  est  nul,  on  écrit  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  polynômes  soient  linéairement  dépen- 
dants. 

Si  l'on  a />  <  /i,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  poly- 
nômes soient  linéairement  dépendants  s'obtiendront  en  écrivant  que  tous  les 
déterminants  d'ordre/?  tirés  du  tableau  sont  nuls.  Ces  conditions  étant  véri- 
fiées, si  l'on  veut  déterminer  les  constantes  Xj,  X2,  . . . ,  X^^,  on  a  à  résoudre  un 
système  d'équations  linéaires  dont  ces  constantes  sont  les  inconnues,  et  qui 
admet  certainement  un  système  de  solutions  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

Considérons  n  polynômes  (en  x)^  Xj,  X2,  ...,  X„  tous  de  degré  inférieur 
à  /i,  que  nous  traiterons  encore  comme  élant  tous  de  degré  n  —  i;  supposons 
qu'ils  aient  un  diviseur  commun  A  de  degré  k;  les  quotients  Yj,  Yo,  ...,  Y„ 
obtenus  en  divisant  X,,  X2,  . .  .,  X„  par  A  seront  de  degré  inférieur  k  n  —  k\ 
par  conséquent  n  —  k^i  d'entre  eux  seront  liés  par  une  relation  linéaire 
telle  que 

Al  Y|  H-  A2  Y2  -+-...-+-  K,i-k+\  Y/f-Zc-*-]  =  O, 

cette  relation,  identique  en  x^  restera  telle  si  l'on  en  multiplie  le  premier 
membre  par  A;  donc  n  —  A" -f- 1  quelconques  des  polynômes  Xj,  X2,  ...,  X„ 
sont  linéairement  dépendants;  par  suite,  le  déterminant,  d'ordre  «,  formé 
avec  les  coefficients  des  polynômes  Xj,  X2,  ...,  X„,  sera.au  plus  de  rang 
n  -  k. 
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Qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  une  condition  nécessaire  pour  que  les  polynômes 
X,,  X.2,  ...,  X„  aient  un  diviseur  commun  de  degré  égal  ou  supérieur  à  k. 

Si,  en  regardant  toujours  les  n  polynômes  comme  étant  de  degré  n  —  i,  on 
convient  de  dire  qu'ils  ont  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  égal  à  k 
(n"  84),  pour  dire  qu'ils  ont  un  diviseur  commun  de  degré  vrai  k  —  a,  et  que 
les  a  premiers  coefficients  sont  nuls  dans  tous  les  polynômes  à  la  fois,  en 
sorte  que  chacun  d'eux  soit  d'un  degré  vrai  au  plus  égal  à  n  —  a  —  i ,  on  peut 
encore  affirmer  que  le  tableau  des  coefficients  des  polynômes  Xi,  X2,  ...,  Xp 
doit  t'tre  au  plus  du  rang  n  —  a  —  {k  —  3t)=  n  —  k  pour  qu'ils  admettent  un 
diviseur  de  degré  rectifié  égal  à  k\  a  fortiori  cette  condition  doit-elle  être 
vérifiée  si  les  polynômes  ont  un  diviseur  de  degré  rectifié  supérieur  à  k. 

166.  .Mon  but  est  maintenant  d'obtenir,  sous  forme  explicite,  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  de  deux 
polynômes 

f{x)  =  aQX"-^  «liP"-!  -K  .  .  .-I-  a„_i  ^  -t-  «„, 
g{x)  =  b^^xi'  -+-  bi  xf-^  -+-...-+-  bp-iX  -h  b/j 

pour  que  ces  deux  polynômes  aient  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  au 
moins  égal  à  r:  on  entend  ici,  par  le  degré  rectifié  d'un  diviseur  commun  des 
deux  polynômes,  le  degré  vrai  du  diviseur  augmenté  du  nombre  de  coeffi- 
cients qui  sont  nuls  à  ta  fois  au  début  des  deux  polynômes  regardés  comme 
étant  respectivement  des  degrés  n  el  p  (  n"  84).  Si,  par  exemple,  le  polynôme 
f  {oc)  était  réellement  du  degré  n  —  3,  le  polynôme  g{x)  du  degré  p  —  '2,  il  y 
aurait  deux  coefficients  nuls  à  la  fois  au  début  des  deux  polynômes  ;  alors, 
s'ils  étaient  premiers  entre  eux,  ils  devraient  être  regardés  comme  ayant  un 
diviseur  commun  de  degré  rectifié  égal  à  '2,  et,  s'ils  avaient  un  diviseur  commun, 
de  degré  vrai  égal  à  3,  ils  devraient  être  regardés  comme  ayant  un  diviseur 
de  degré  rectifié  égnl  à  3  -t-  2  =  5. 

On  a  démontré  au  n"  84  la  proposition  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  polynômes  y (a^-)  et 
g {x)  aient  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié,  égal  ou  supérieur  à  r,  est 
qu'il  existe  deux  polynômes  F„_^(ir),  G/j_,.(ar),  non  identiquement  nuls,  dont 
les  degrés  (vrais)  respectifs  soient  au  plus  égaux  à  n  —  r,  p  —  r  et  tels  que 
l'on  ait  identiquement,  en  r, 

(0  F„^,.(x)  g(x)  -i-  Gp^ri^)  f  (x)  =^  o. 

Cette  identité,  si  l'on  y  remplace  F„_,.(a;)  et  Gp^,.(^)  pai"  des  polynômes  à 
coefficients  indéterminés 

Gp_;.(a7)=  ^^X/'-f- -Jr-  IXiXP-r-y  -f-.     .-I-  llp-r, 

équivaut  à  n  -\-  p  —  r-\-  i  équations  linéaii  es  en  Xq,  Xi  ,  . .  . ,   X„_,.,  |jlo,  fi-i,  . . ., 


4o8  CHAPITRE   X. 

IJ-p-r',  les  conditions  cherchées  s'exprimeront  donc  en  écrivant  qu'un  système 
de  «-+-/? —  /--i- I  équations  linéaires  à  n -t-/?  —  2/' -4- -2  inconnues  admet  une 
solution  où  toutes  les  inconnues  ne  sont  pas  nulles.  C'est  ce  que  l'on  sait 
faire. 

Il  revient  au  même,  pour  obtenir  ces  conditions,  de  raisonner  comme 
il  suit  : 

L'identité  (i)  peut  s'écrire 

-^In-rgi^)^  \,i-r-lXg{x)^...^lo3e"~-''  g{x)  —  O; 

elle  exprime  donc  que  les  polynômes 

XP-'-fix),       TP-r-\f{x),        ...,      f{x),       g{x\       Xg{x\        ...,       X'^-rgi^^) 

sont  linéairement  dépendants  :  en  exprimant  qu'il  en  est  ainsi,  on  aura 
les  conditions  cherchées.  Ces  polynômes  sont  tous  de  degré  inférieur  à 
n  -h  p  —  r  H-  I  ;  ils  sont  en  nombre  égal  à  n-\- p  —  -2/'  -+-2;  on  a  donc  à  écrire 
qu'un  tableau  Ae  n  -\-  p  —  2/- +2  lignes  et  de  «  -4-  /?  —  r  -\-i  colonnes  est  de 
rang  inférieur  à  n  -h p  —  2/"  -(-  2. 

En  particulier,  si  l'on  suppose /•  =  !,  on  aura,  en  écrivant  que  les  n-i-/?  po- 
lynômes, de  degré  inférieur  À  n -\-  p 

^^^'/(•^),     xP~-'^f{x),     ...,    /(.r),     g{x),      ...,     x"-^g(x) 

sont  linéairement  dépendants,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
deux  polynomes/(a7)  et  g{x)  aient  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  au 
moins  égal  à  i.  Cette  condition  s'exprime  en  annulant  le  déterminant  d'ordre 
n-\-p,  dont  les  éléments  sont  les  coefficients  des  polynômes  précédents  re- 
gardés comme  des  polynômes  de  degré  n-\-p  —  i. 

167.  Ce  déterminant,  dont  l'introduction  est  due  à  Sylvester,  tient  un  rôle 
essentiel  dans  la  théorie  qui  nous  occupe.  On  peut  lui  rattacher  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  polynômes /( 37)  et  g(x)  aient  un  divi- 
seur de  degré  rectifié  au  moins  égal  à  /•. 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  déterminant  de  Sylvester  soit  de  rang 
au  plus  égal  à  n -\- p  — /•.  La  condition  est  nécessaire  :  en  effet,  si  l'on  regarde 
les  n  -\- p  polynômes 

x"-'A^\      •••,    f{x).     g(x),      ...,     x"-^g(x) 

comme  étant  de  degré  égal  à  n-hp — i,on  voit  de  suite  que,  si  les  polynômes 
f{x)  et  g{x)  ont  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  égal  à  r,  les  n -><- p  po- 
lynômes ont  aussi  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  égal  à  /',  au  sens  qu'on 
a  donné  à  ce  mot  à  la  fin  du  n°  166;  le  rang  du  tableau  de  ces  coefficients  des 
n  -\-p  polynômes  doit  donc  être  au  plus  égal  à  n-\-p  —  r. 
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La  condition  est  suffisante,  car,  si  le  rang  du  tableau  est  égal  ou  inférieur  à 
n  -¥-  p  —  /*,  il  ne  peut  y  avoir,  parmi  les  n-+-  p  polynômes,  plus  de  n-^  p  —  r 
polynômes  qui  soient  linéairement  indépendants  :  n -^  p  —  r  ~\- \  polynômes 
pris  parmi  eux,  par  exemple  les  polynômes 

xP-^f{x),     xP-\f(x),     ...,    f{x),     g{x),     xg{x),     ...,     x'^-'-gix), 

ou  les  polynômes 

x'^-^g(x),     x"-'-g(x),     ...,     g{T),    f(x),     x/(x),     ...,     xP-rf(x) 

sont  linéairement  dépendants;  en  écrivant  qu'il  en  est  ainsi,  on  parvient  à  des 
identités  de  la  forme 

^/>-l(^)/<^)+//«-r(^)^(^)=Oi 
/„_,  (x)g(x)  ^-gp_,.{x)f(x)  =  O, 

où  les  deux  polynômes  g,,^i{x)^  /„_,.(a:),  dont  les  degrés  (vrais)  respectifs 
sont  au  plus  égaux  k  p  —  i  et  à  /i  —  /•,  ne  sont  pas  identiquement  nuls  tous  les 
deux:  de  même,  les  polynômes /„_i( a*),  g,,^r(^)- 

Ces  deux  identités  vont  nous  permettre  de  reconnaître  que  les  deux  poly- 
ïiomesf(x),  g{x)  ont  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  au  moins  égal  à  /•, 
par  lin  raisonnement  pareil  à  celui  du  n°  Si.  Supposons  qu'il  y  ait  a  coeffi- 
cients nuls  au  début  des  deux  polynômes  /(ar)  et  g{x)  :  je  suppose  qu'il  y  en 
ait  exactement  i  au  début  de  f(x)  :  il  peut  y  en  avoir  davantage  au  début 
de  g(3C)  :  c'est  à  la  j)remière  identité  que  j'aurai  recours:  si,  au  contraire,  il 
y  avait  moins  de  coefficients  nuls  au  début  deg{x)  qu'au  début  de /(x)^  c'est 
à  la  seconde  qu'on  recourrait. 

Si  les  deux  polynômes  gp^i{x),  fn-A^)  sont  premiers  entre  eux,  on  voit, 
comme  au  n°  84,  que  la  première  identité  entraîne  l'existence  d'un  diviseur 
commun  ^{x)  aux  deux  polynômes /(ar)  et  gi-i:)-,  tel  que  l'on  ait 

f{x)==fa-r{x)^){x),  g{x)=gp-i{x)%{x); 

le  degré  vrai  de  8(a7)  est  égal  à  la  différence  entre  le  degré  n  —  ol  de  f(x)  et 
le  degré  de /„_;.( a?),  qui  est  égal  ou  inférieur  are  —  r:  il  est  donc  égal  ou  supé- 
rieur à  (n  —  a) — {n  —  r)  =  r  —  a;  par  conséquent,  6 (a:-)  <loit  être  regardé 
comme  un  diviseur  commun  àif(x)  et  à  g{x)  de  degré  rectifié  égal  ou  supé- 
rieur à  /•. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  deux  polynômes /(a;) 
et  g(x)  aient  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  égal  ou  supérieur  à  r, 
fournissent  évidemment,  lorsque  l'un  des  deux  coefficients  «oi  f>o  "^  peut  s'an- 
nuler, les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  deux  polynômes 
aient  un  diviseur  commun  de  degré  vrai  au  moins  égal  à  r.  On  montre,  dans  ce 
cas,  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  peuvent  être  réduites  à  r; 
mais  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 
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168.  Je  me  contente  aussi  d'indiquer  les  résultats  suivants  qui  s'établissent 
à  peu  près  comme  ceux  qui  précèdent. 

Supposons,  en  conservant  les  mêmes  notations,  que  l'on  ait  /i  ^/?,  et  posons, 
pour  abréger  l'écriture, 

/i  =  «o-^  +  «M  ^1  =  6o.r -4- 6,, 


/t  =  «0 a^'^-h  ai  r't-i  -f- .  .  .  +  a^,         gk  =  6,, ^^  -H  6i  ^f-^-'  + .  .  .  -t-  è/f 

Considérons  les  n  polynômes,  dont  il  est  aisé  de  voir  qu'ils  sont  tous  de 
degré  inférieur  à  n, 

x"-~i'f^g{x)  —  g^f{x),     x'^~i>f,g(x)-  g,f{x), 
x'^~i'fng{x)~g.f{x),     ...,     x'^-i>f,,-ig{x)~g,,-if{x:). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  polynômes  f{x)  et  g(x) 
aient  un  diviseur  de  degré  rectifié  égal  à  /•  est  que  le  tableau  des  coefficients 
des  n  polynômes  soit  de  rang  égal  ou  inférieur  à  n  — /■.  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  au  moins 
égal  à  I  s'exprime  donc  en  égalant  à  o  un  déterminant  d'ordre  n  (détermi- 
nant de  Bézout)  ;  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  un  diviseur 
commun  de  degré  rectifié  au  moins  égal  à  i  s'exprime  en  écrivant  que  tous  les 
premiers  mineurs  de  ce  déterminant  soit  nuls,  etc.  Le  déterminant  de  Bézout 
est  d'ordre  moins  élevé  que  celui  de  Sylvester,  et  il  est,  à  cet  égard,  plus 
commode  à  manier;  mais,  d'un  autre  côté,  sa  forme  est  moins  simple  que  celle 
du  déterminant  de  Sylvester. 

Lorsque  les  conditions  pour  l'existence  d'un  diviseur  commun  de  degré 
rectifié  égal  à  r  sont  vérifiées,  on  peut  toujours  trouver  ce  diviseur  commun 
en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes /"(a?)  et  g{x);  à 
la  vérité,  il  est  préférable,  lorsqu'on  applique  l'une  des  méthodes  précédentes, 
de  profiter  des  calculs  qu'on  a  faits  pour  obtenir  le  diviseur  commun,  mais  je 
ne  m'arrêterai  pas  à  cette  question. 

11  convient  de  remarquer  que  les  démonstrations  qui  précèdent  ne  sup- 
posent en  aucune  façon  qu'on  ait  établi  le  théorème  fondamental  de  l'Al- 
gèbre (n"  111). 

'  ll)9.  Eliminer  x  entre  les  deux  équations  f{x)  =  o,  g(x)  =  o,  c'est,  par 
définition,  trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  deux 
équations  aient  une  solution  commune.  S'il  en  est  ainsi,  les  deuv  polynômes 
f{x)  et  g(x}  ont  un  diviseur  commun;  réciproquement,  «i  ces  polynômes  ont 
un  diviseur  commun  de  degré  (vrai)  égal  à  /■,  les  deux  équations /(:r)  =  o, 
g(x)=  o  ont  /■  racines  communes,  à  savoir  les  /•  racines  du  diviseur  commun. 
Si   les   deux   polynômes  /{x)   et  g(x)   ont   un   diviseur   commun   de   degré 
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vrai  r  —  a,  et  si  les  a  premiers  coefficients  de  A^)  6t  de  g{x)  sont  nuls,  en 
sorte  que  les  deux  polynômes  aient  un  diviseur  commun  de  degré  rectifié  égal 
à  r,  on  dit  souvent  que  les  deux  équations  /"(a?)  =  o,  g{x)  =  o  ont  r  —  a  ra- 
cines communes  qui  sont  finies,  à  savoir  les  racines  de  leur  commun  diviseur, 
et  a  racines  communes  infinies;  cette  dernière  façon  de  parler,  sur  laquelle 
j'aurai  à  revenir,  ne  signifie  rien  de  plus  que  ceci  :  les  a  premiers  coefficients 
de  /{x)  et  les  a  premiers  coefficients  de  g{x)  sont  nuls.  En  adoptant  cette 
faconde  parler,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  équations  y  (.r)  =  o, 
g{x)  aient  (au  moins)  une  racine  commune  finie  ou  infinie,  ou,  si  l'on  veut, 
le  résultat  de  l'élimination  de  x  entre  ces  deux  équation-;,  s'obtient  en  égalant 
à  o  le  déterminant  de  Sylvester,  ou  celui  de  Bézout,  formé  avec  les  coefficients 
des  polynômes  y( a:)  et  g(x).  Les  racines  (finies)  communes  aux  deux  équa- 
tions s'obtiennent  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  aux  deux  poly- 
nômes et  en  résolvant  l'équation  obtenue  en  égalant  à  o  ce  plus  grand  commun 
diviseur. 


EXERCICES. 

142.  Quel  est,  dans  le  déterminant  général  de  «'^""^  ordre,  le  coefficient  du 
terme  dont  les  facteurs  sont'les  éléments  situés  sur  la  diagonale  autre  que  la 
diagonale  principale? 

143.  Un  déterminant  du  n'*"»"  ordre  dans  lequel  tous  les  éléments  situés  au- 
dessus  (ou  au-dessous)  de  la  diagonale  principale  sont  nuls  est  égal  au  produit 
des  éléments  de  la  diagonale  principale. 


14-4.  Développer  le  déterminant  symétrique  gauche 


0 

X 

y 

z 

—  X 

0 

t 

u 

—y 

—  t 

0 

V 

u      —  V     o 


et  montrer  qu'il  est  le  carré  d'un  polynôme  en  x^  y,  z,  f,  m,  v. 
14o.  Résoudre  les  équations 


a-h  X         X  X 

x         b  -^  X        X 

X  X  C  -\-  X 


=  0, 


a  -h  X         X 

X  b  ->r-  X 
X  X 

X  X 


X 

d-^  X 


4' "2  CHAPITRE   X. 

146.   On  a,  quels  que  soient  x,y,  z. 


X 

y 

z 

y 

z 

X 

= 

z 

X 

y 

X -\- %  y -\- tx^  z  y  z 
y  -^tz  -^  %^x  z  X 
z  -t-  ^x  -V-  cn^y     X    y 

montrer  qu'on  peut  déterminer  le  nombre  a  de  manière  que  les  coefficients 
des  trois  formes  linéaires 

X  -h  ay  -\~  a^z,     a^x  -h  y  -h  ctz,     oc .v  -^  a'^ y  -\-  z 

soient  proportionnels.  Le  problème  admet  trois  solutions  dont  deux  sont  ima- 
ginaires. Décomposer  le  déterminant  proposé  en  un  produit  de  trois  facteurs 
du  premier  degré  en  x,  y,  z. 


147.  Décomposer  le  déterminant 


X  y  z  u 

y  z  u  X 

z  u  X  y 

u  X  y  z 


en  un  produit  de  quatre  facteurs  du  premier  degré. 


148.    Mettre  les  déterminants 


I  a  a* 
I  b  b^ 
I     c      c^ 


I     b^     63 

I      c'^      c^ 

I 


a -\- X     a-+-y     a -\- z 

I  I  L 


b  -+-  X      b  -\-y      b  -\-  z 
I  I  I 


-y 


I  sina  tanga 
I  sin6  tangè 
I     sine     tangc 


I  sina  cosa 
I  sinô  cosô 
I     sine     cosc 


sous  forme  d'un  produit  de  trois  facteurs  s'annulant  respectivement  quand  on 
suppose  6  =  e,  e  =  «,  a  =  /;. 

Montrer,  en  s'appuyant  sur  l'identité  à  laquelle  on  est  conduit  en  considé- 
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rant  le  dernier  déterminant  que,  si  a,  ^,  y  sont  trois  nombres  dont  la  somme 
est  nulle,  on  a 

X     .       3.7 

sin  a  -H  sin  B  -\-  sin  y  H-  4  sin  -  sin—  sin  -  =  o. 


149.  La  trigonométrie  fournit,  entre  les  éléments  d'un  triangle,  les  relations 

a  =^  b  cosG  -1-  c  cosB, 
b  ^  c  cos  .\  M-  a  cos  G, 
c  ^=  a  cos  B  -H  6  cos  A  ; 

quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  A,  B,  G  pour  que  les  égalités  précédentes, 
regardées  comme  des  équations  linéaires  en  a.  6,  c,  admettent  une  solution 
autre  que  a  =  o,  6  =  o,  c  =  o? 


loO.  Montrer  que  les  relations 


a2  -t- 62  -+- c2  =  1,  a' a" ^t- b' b" -\- c' c"  —  o^ 
a'^-\-  6'2-t-  c'2  =  I.  a" a  -+-  b" b  -H  c"c  —  o, 
aj»2_,_^''2_,_  c"2=  I,         a  a'-H  6  6'-i-c  c'=  o 


entraînent,  en  désignant  par  A  le  déterminant 


abc 
a'      b'     c' 

a"     b"     c" 


et  par  A,  B,  . . .,  C"  ses  mineurs,  les  relations 

A  =  Aa,  B  =  Aè,  G=Ac,  A=±i, 

A'=Aa',  B':=a6',  G'=Ac', 

A'^  Aa%         B"=a6',         G"=Ac", 

a'--T-  a--\-  a"2=  i,  bc  -+-  b'c'  -+-  b" c"  =  o, 
b-  -+-  b">- -H  6"2  =  I ,  c«  -I-  c'a'  -I-  c" a!'  =  o, 
c-  -i-  c''^  -{-  c"2  =  I ,         ab  -\-  a'  b'  -+-  a"  b"  =  o, 

inversement  les  six  dernières  relations  entraînent  celles  qui  précèdent. 
On  peut  prendre  comme  point  de  départ  le  fait  que  les  trois  équations 

a  a  -\-  b  b  -h  ce  =j, 
a'  a  -t-  6'  6  -t-  c'  c  =  o, 
a" a  -^  b"  b  -h  c"c  =  o, 
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traitées  comme  des  équations  du  premier  degré  dont  les  inconnues  seraient  a, 
6,  c  et  dont  les  coefficients  seraient  les  éléments  du  déterminant  A,  entraînent 
les  relations 

aA  =  A,  èA  =  B,         cA  =  C. 

151.  D'un  tableau  rectangulaire  denp  éléments  rangés  dans/?  lignes  et 
n  colonnes,  combien  peut-on  tirer  de  déterminants  d'ordre  r,  en  désignant 
par  /•  un  nombre  au  plus  égal  au  plus  petit  des  nombres  n,  />  ? 

152.  Quelle  relation  y  a-t-il  entre  les  polynômes 


a        b  \c 


).        ^  =  5*f-Hl-> 


a        b        \\c         /'  a        b         \^\c 

où  a,  6,  c,  X,  [j.  «ont  des  constantes  différentes  de  o? 

Au  lieu  d'appliquer  la  méthode  développée  dans  le  n°  153,  il  est  plus  com- 
mode ici  d'employer  le  procédé  suivant  qu'on  généralisera  sans  peine;  on 
regardera  les  égalités  précédentes  comme  des  équations  en  a:,  y^  z  et  X,  Y, 
Z,  T  comme  des  quantités  connues;  on  résoudra  trois  de  ces  équations  par 
rapport  à  x,  y,  z  et  l'on  portera  les  valeurs  trouvées  dans  la  quatrième.  Les 
calculs  qui  suivent  équivalent  à  ceux  qu'on  vient  de  dire. 

-  +  ^=X-)-a(--m)  =  Z-hu( I 

a        b  \c         /  \c 


a        b  X  \c         /  H-\C 

(X  —  [j.) — hX — Z-i-X-+-[j.  =  o, 

(^_X)f  +Xf.(Y-T)-X-,a-o, 
X  — Z  +  Xfi(Y  — T)  =  o. 

Résoudre  la  même  question  en  cherchant  cinq  nombres  a,  p,  y,  o,  z  tels  que 
l'on  ait  identiquement,  en  ^r,  y,  z, 

aX  ^  pY -H  yZ  H- ôT -h  £  =  o. 

153.  Soient  Xi,  X2,  ...,  X^^  des  formes  linéaires  en  Xj,  a;,,  ...,  a*/j.  Si  l'on 
connaît,  d'une  part,  la  solution  la  plus  générale  des  équations  Xi  =  o, 
X2=o,  ...,  Xy,  =  o  et,  d'autre  part,  une  solution  particulière  des  équations 
Xi  =  aj,  X2  =  «a,  ...,  Xp=oLi„  où  a,,  «2,  . . . ,  a^^  sont  des  nombres  donnés, 
comment  pourra-t-on  en  déduire  la  solution  la  plus  générale  des  dernières 
équations  ? 
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154.  Si  les  polynômes  Xj,  X2,  ...,  X^,  du  premier  degré  en  a?,,  x-i,  ..., 
x,i,  sont  de  rani;  /■,  il  ne  peut  exister  plus  de  p  —  /•  polynômes  du  premier 
degré  en  Xj,  X2,  .  . .,  X/^,  indépendants  quand  on  regarde  ces  dernières  lettres 
comme  figurant  des  variables,  qui  s'annulent  identiquement  quand  on  rem- 
place Xi,  X2,  . . .,  X,,  par  leurs  expressions  explicites  en  a^i,  x-^^  .  , .,  Xn- 


IdS.  Si  Xi,  X2,  ...,  Xp  désignent  des  polynômes  du  premier  degré  en  a-j, 
x^^  ...,  Xn  et  s'il  existe  q  polynômes  (et  non  davantage)  du  premier  degré 
en  Xi,  X2,  ...,  Xp,  indépendants  quand  on  regarde  ces  lettres  comme  figu- 
rant des  variables,  qui  s'annulent  identiquement  lorsqu'on  remplace  X], 
Xo,  . . .,  X^  par  leurs  expressions  explicites  en  Xx.  a^o,  ...,  x„,  les/?  polynômes 
Xi,  X2,  . . . ,  Xy,  sont  de  rang  p  —  q. 

lf)(j.  Si  les  polynômes  Xj,  X2, . . .,  Xy;,  du  premier  degré  en  Xi,  xi,  . . .,  Xn, 
sont  de  rang  /•  et  si  l'on  peut  les  exprimer  tous  au  moyen  de  /■  polynômes 
X'i,  X'.,,  .  ..,  X^  du  premier  degré  en  Xi,  x^-,  ...,  x,,  par  des  formules  telles 
que 

Xj  =  a,-,i  X  1  -H  a/,2  X;  -f- .  .  .  -I-  a,-,,.  XV  -+-  ^i.r^i     {i—i,-^,-    ■■,  P), 

où  a/,1,  a,,2-  •  •  •  sont  des  coefficients  constants,  les  polynômes  Xj,  Xj,  . .  .,  X^ 
sont  indépendants. 

157.  Si  le  tableau 

■    ^i   y\    zi, 

X,_      Ji       z^ 

est  de  rang  1  et  si  les  nombres  situés  dans  une  même  ligne  de  ce  tableau  véri- 
fient l'équation  ax  -\-  b y  -h  C5  =  o,  la  solution  la  plus  générale  de  celte  équa- 
tion est  donnée  par  les  formules 

a;  =  a^i  <i  -i-  x^_t,, 

Z  =  Zi  II  —H  -32  t2j 

OÙ  ^1,  ti  sont  arbitraires. 
Si  le  tableau 

X,  yi  Zi  M,, 
x->  y-i  Zo  u-i^ 
x^    y-i     z-i     uz 

est  de  rang  3  et  si  les  nombres  situés  dans  une  même  ligne  de  ce  tableau  véri- 
fient l'équation  ax  -+-  by  ->t-  cz  -\-  du  =  o,  la  solution  la  plus  générale  de  cette 
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équation  est  donnée  par  les  formules 

Z  ^^  Zit\-r-  Z<it^-\-  Z3  ^3, 
U  =  Uiti-h  Uo  ti  -+-  U3  ^3, 

OÙ  f|,  ti,  ts  sont  arbitraires. 
158.  Si  le  tableau 

071       Ji        Si        Ui, 
Xi     yi      32      «2 

est  de  rang  2,  et  si  les  nombres  situés  dans  une  même  ligne  de  ce  tableau  véri- 
fient les  deux  équations  indépendantes 

ax  -f-  bx  H-  C3  -+-  du    =  o, 
a'  X  -\-  b' y  -\-  c'  z  -^  d' u  =  o, 

la  solution  la  plus  générale  de  ces  équations  est  donnée  par  les  formules 

a?  =  a7i  <i-+-  x^ti^ 

y  ^yih^y^h, 

z  =  Z\   t\  -+-  ^2  ^2i 
U  —   Ui  f[-h  U^ti^ 

où  ti  et  tz  sont  arbitraires. 

lo9.  On  considère  les  p  équations  Xi  =  o.  X2  =  o,  . .  .,  \p  =  o,  linéaires  en 
iP],  ip,,  .  . .,  J7«  ;  convenons  de  dire  qu'un  système  de  n  formes  Ti,  T2,  .  . .,  T„ 
linéaires  en  ^1,  t^^  ...^  t„i  vérifie  ces  p  équations  lorsque  celles-ci  sont  vérifiées 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  <i,  ^21  •  •  -i  tm  quand  on  y  remplace  respecti- 
vement 371,572, .  .  -,  ^«  par  Ti,  T2,  . .  .,  T„. 

Si  les  équations  données  sont  de  rang  r<  /?,  on  a  vu  au  n"  159  que  la  solu- 
tion la  plus  générale  s'obtient  en  laissant  n  —  r  inconnues  arbitraires,  les 
autres  inconnues  s'exprimant  linéairement  au  moyen  de  celles-ci.  Gela  revient 
à  dire  que  la  solution  la  plus  générale  est  fournie  par  un  certain  système  de  n 
formes  linéaires  de  rang  n  —  r.  Montrer  que  tout  système  de  n  formes  Ti, 
T2, . . .,  T,j,  linéaires  en  ^],  <2i  •  •  •?  ^/«  et  de  rang  n  —  r,  qui  vérifient  les  équa- 
tions proposées,  en  constitue  la  solution  la  plus  générale. 

160.  Sauf  dans  le  cas  où  l'on  a  a7i  =  x<i^  y^^zy^^  le  polynôme  du  premier 
degré  en  x^y,  le  plus  général,  qui  s'annule  quand  on  remplace  x^y  respecti- 


DÉTERMINANTS.  4^7 

vement  par  les  nombres  a^i,  yi  ou  ^^,^2  est,  à  un  facteur  numérique  près, 

X  y  I 
xi  yx  I 
^2    y%     I 


161.  Lorsque  le  tableau 


(I) 


Xi     Ji      Zi       1, 

^2   yt    ^2    I, 

^3      ^3       ^3        I, 


est  de  rang  3,  tout  polynôme  du  premier  degré  en  a?,  y^  z  qui  s'annule  quand 
on  y  remplace  x^y^  z  par  X\^ y\^  Z\^  ou  par  x^^y^^  z^^  est,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  de  la  forme 

X  y  z  i 

xi  yi  Zi  I 

xt  yi  -2  1 

^3  ys  z-i  I 

Quelle  est  la  forme  la  plus  générale  d'un  pareil  polynôme  quand  le  tableau  (i) 
est  de  rang  2?  —  Ce  tableau  peut-il  être  de  rnng  i? 

162.  Soient  {xi,  yi),  (x^i  yt),  (X3,  y^)  des  nombres  réels  ou  imaginaires. 
On  considère  le  tableau 

xl-^yl     x^    72     I, 

^l-^yl   ^3  73    '. 

en  écartant  le  cas  où  ce  tableau  aurait  deux  lignes  ideutiques. 

Montrer  que,  lorsque  a^i,  y\^  a;?,  y^,  X3,  y^   sont  réels,  le  tableau  est  de 
rang  3. 

Le  rang  ne  peut  se  réduire  à  2  que  si  les  trois  rapports 

72  —  ^3            73  —  71             71— 72 
>  i  

Xi X3  X3  —  Xi  Xi  —  Xi 

sont  égaux  à  i  ou  à  —  i. 


163.  Trouver  tous  les  polynômes  de  la  forme 

a{x'^-hy^)  -+■  bx-\-  cy-\-  d 
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OU  de  la  forme 

axy  -\-  bx  -^  cy  -^  d 

qui  s'annulent  quand  on  remplace  x^  y  par  a^i,  y^  ou  par  x^^  y-i  ou  par  ^-3,  ^3. 

164.  Dans  un  déterminant  d'ordre  re,  dont  les  lignes  et  les  colonnes  sont 
numérotées  i,  5!,  . .  . ,  /i,  on  considère  le  terme  dont  les  facteurs  appartiennent 
aux  cases 

(«1,  Pi),     («2,  P2),      ...,     (a/„  ^,,), 

11  résulte  de  la  proposition  énoncée  dans  l'exercice  127  que  le  coefficient  de 
ce  terme  est  une  puissance  de  —  i  dont  l'exposant  est 

A -t-  B  -+-  A' H-  B'-hai  +  aa-H  .  .  .  +  a^-i-  ^i -h  ^2+  >  •  •  -H  ^/^, 

en  désignant  par  A,  B,  A',B'  les  nombres  d'inversion  contenus  dans  les  arran- 
gements 

(ai,  «2,  ...,ap),     (Pi,  Pi,...,  p/,), 

(«/^-hlî  a/^+2,   •  •  ••)  a«)i      (  1^/^+1 5  P/>H-2,  •  •  -,  ^n)- 

Montrer  que  la  somme  de  tous  les  termes  du  déterminant  dont  p  facteurs 
appartiennent  à  des  cases  qui  se  trouvent  à  la  fois  dans  quelqu'une  des  lignes 
numérotées  ai,  a2,  ...,  a^,,  et  dans  quelqu'une  des  colonnes  numérotées  [âi, 
P2,  .  . .,  P/j  est  égale  à 

en  désignant  par  P  le  déterminant  qui  se  déduit  du  déterminant  proposé  en 
supprimant  les  lignes  numérotées  a^-t-ii  ^/)-i-2î  •  • -i  ^re  ^t  les  colonnes  numé- 
rotées j3p+i,  |3/j+2,  . . .,  |3/t,  et  par  P'  le  déterminant  qui  se  déduit  du  proposé  en 
supprimant  les  lignes  numérotées  ai,a2,  .  . .,  a^  et  les  colonnes  numérotées  ^j, 

^2,...,^^. 

165.  Soit  A  un  déterminant  d'ordre  «,  dont  les  lignes  et  les  colonnes  sont 
numérotées  1,2,  ...,  n.  Supposons  qu'on  ait  rangé  sur  une  même  ligne  toutes 
les  V  =  Gp  combinaisons  des  n  nombres  i ,  2, . . . ,  n  pris  p  k  p.  Chacune  de  ces 
combinaisons  se  trouve  ainsi  avoir  un  numéro  d'ordre.  Considérons  la  a'*"*  et 
la  P'*-"'"*  de  ces  combinaisons;  soient  respectivement  a  et  è  les  sommes  de  ceux 
des  nombres  1 ,  2,  . . .,  /i  qui  entrent  dans  ces  dernières  combinaisons.  Soit  oAoa.S 
le  déterminant  déduit  de  A  en  supprimant  toutes  les  lignes  dont  les  numéros  ne 
figurent  pas  dans  la  a'^™*^  combinaison  et  toutes  les  colonnes  dont  les  numéros 
ne  figurent  pas  dans  la  p"'"*  combinaison.  Soit  <Jl4,p  le  produit  par  ( — 1)«+6 
du  déterminant  déduit  de  A  en  supprimant  au  contraire  toutes  les  lignes  dont 
les  numéros  figurent  dans  la  a'"'"*^  combinaison  et  toutes  les  colonnes  dont 
les  numéros  figurent  dans  la  P"™"^  combinaison. 


DÉTERMINANTS.  4l9 

On  a 

en  désignant  par  s  un  nombre  égal  à  o  si  a  est  différent  de  p,  à  i  si  a  =  ^. 
Écrire  explicitement  ces  relations,  dans  le  cas  où  l'on  a  n  =  4i  />  =  2. 

166.  On  considère  deux  tableaux  (A)  et  (B)  comprenant/?  lignes  et  n  co- 
lonnes, numérotées  au  moyen  des  nombres  1,2,...,/),  d'une  part,  i,  2,. .  .,  n 
de  l'autre.  Soient,  en  générai,  a,.^s  et  ^/■,,ç  les  éléments  de  ces  tableaux  qui 
appartiennent  à  la  /•''''"*  ligne  et  à  la  5'^""'  colonne,  et  soit,  en  désignant  par  a,  ^ 
deux  des  nombres  1,2,...,/? 

Ca,8  —  «a,i^p,i+  «a,2  6p,2-i-  ••.-+-  aa,«*p,/f 

Soit  G  le  déterminant  du/»'"™*  ordre  dans  lequel  0^3  est  l'élément  qui  appar- 
tient à  la  a'*"*  ligne  et  à  la  P'^'"*  colonne.  Il  résulte  du  n°  162  que,  si  l'on 
a  n=/>,  le  déterminant  G  est  le  produit  des  déterminants  A,  B  que  défi- 
nissent les  tableaux  (A),  (B). 

Montrer  que  G  est  nul,  si  l'on  a  n  </>. 

Dans  le  cas  où  n  est  plus  grand  que  /?,  imaginons  que  toutes  les  v  =  G^  com- 
binaisons des  n  nombres  i,  2,  . . .,  /i  pris  />  à  /)  soient  rangées  sur  une  même 
ligne  et  affectées  ainsi  chacune  d'un  numéro  d'ordre.  Désignons  en  général 
par  A^,  B^  les  déterminants  du /)'*"'"*  ordre  qui  se  déduisent  respectivement  des 
tableaux  (A),  (B)  en  ne  conservant  que  les  colonnes  dont  les  numéros  figurent 
dans  la  H^™*  combinaison,  on  a 

G  =  A,Bi-+- A2B2+  .  ..H-  AvBv. 
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